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Erstes Rapitel. 


Von den algebraiſchen Rechnungsarten. 


— — — — 


Allgemeine Begriffe. 


$. 1. In der Arithmetik hat man zum Zweck, verſchiedene Zah⸗ 
len nach gewiſſen Regeln mit einander zu verbinden; in der Algebra 
dagegen iſt nicht das numeriſche Reſultat, ſondern vielmehr die in 
der Rechnung vorkommende Verbindungsweiſe einer jeden Zahl die 
Hauptſache. Die Auflöſung aller zu einer und derſelben Gattung 
gehörigen, nur andere Beſtimmungsſtücke enthaltenden Aufgaben er⸗ 
fordert die Ausführung ähnlicher Rechnungen mittelſt der gegebenen 
Stücke. Die Intereſſen eines Kapitals z. B. werden dadurch gefun⸗ 
den, daß man das Kapital, die Zeit und den hunderten Theil des 
Zinsfußes (Zinſen vom Kapital 100 in der Zeiteinheit) mit einander 
multiplicirt. Die Algebra beſchäftigt ſich alſo mir der Aufſuchung 
der bei jeder Aufgabe vorzunehmenden Rechnungen. Um dahin zu ge⸗ 
langen, ſtellt man die gegebenen Größen durch die Buchſtaben a, 6, c...; 
die alle möglichen Zahlen au bezeichnen fehr geeignet find, vor, damit 
man im Endrefultate, durch alle Entwicklungen und Rechnungsope⸗ 
rationen hindurch, die Verbindungsweiſe einer jeden Zahl erkennen 
könne. 

Suchen wir z. B. die Zahl, deren dreifaches Produkt gleich 100 
plus der Hälfte dieſer Zahl iſt; wir ſchließen folgendermaßen: 3 mal 
die Unbekannte gleich 100 plus der Hälfte der Unbe⸗ 
kannten. . 35100 44 

Zieht man die Hälfte der Unbekannten anf 


beiden Seiten ab, fo hat man 3 mal die Unbekannte 
1 * 


4 Bon den algebraifhen Rehnungsarten. 





weniger ihrer Häffte gleich 100 oder 5 mal die Un⸗ 

bekannte gleich 10°. 2: 2 2 2 0% . 37r-—17=100 
Wird auf beiden Seiten endlich Durch ; F divi 42100 

Dirt (Arithmetik $. 5), fo iſt die Unbekannte gleich 

s von 100 oder gleih 40, 2. 2 2 0 00. 2=10=40 


Der Algebraiſt ſtellt die Unbefannte durch = vor und drüdt, wie 
man fo eben gefeben, mit Hülfe der Zeichen die verfchiedbenen Theile 
feiner Schlußart aus. Gebt er a für die Zahl 100, fo bat er 3 
=atir, I3r—irm=a, oder a, woraus 2 —} a. 

Die Unbekannte, deren dreifachen Produkt gleich Ihrer Häffte plus 
einer gegebenen Größe ift, beträgt alfo 3 diefer Größe, von welcher 
Art letztere auch fein mag. 

Weberdem kann die Art, Lehrſätze in der Algebra zu beweiſen, 
febr verfchieden von der in der Arithmetik fein Will man einen 
Satz bemeifen, fo nimmt man in der Arithmetik irgend ein numert- 
fches Beiſpiel, verführt dann dergeflalt, daß der au bemweifende Satz, 
nicht blos für das fpecielle VBeifpiel, fondern auch für jedes andere 
hieraus fich ergibt. Auf ein ſpecielles Beiſpiel alfo wendet man eine 
allgemeine Schlußfolge an. In der Algebra dagegen nimmt man 
ein and ‚allgemeinen Symbolen, die alle möglichen Zahlen vor- 
ftelfen, heſtehendes Beifpier, fchließt dann auf befondere Weife fort, 
wobei die Verbindungen rein mechanifcher Art fein können. Alles 
dies wird in der Folge klarer werden. 


$.2. Vereinigen wir uns dahin, die bekannten Größen durch 
die Buchſtaben a, B, c.... vorzuſtellen; es find alfo die gegebenen 
Zahlen, die und ald Grundlage bei unfern Schlußarten dienen, und 
die jeden belichigen Wertb bernach annehmen Tonnen. Iſt s die Summe 
der vier Zahlen a, 5, cum d, fo Schreiben wir sa +b+.c+.d, 
s=a+arata reducirt fih auf s = AxXa, oder einfacher = 4a, 
wenn man das Zeichen der Diultiplication, das bier unnöthig tik, 
wegläßt, 

Die Ziffer 4 heißt der Eoeffirient. Soll die Zahl a 2, 5, 7. 
mal genommen werben, fo fchreibt man 2a, 5a, Ta.... na. Chen 
fo bezeichnet man durch a?, a’, a7... an, daß a 2, 5, 7.... nmal 
als Faetor genommen ‚werden foll, nämlich, aa, aaaaa u, ſ. w. 

Anmerfung Dan muß fich wohl hüten, die Exponenten mit 

ben Eoeffieienten, a* 4. B. mit 4a, gu verwechſeln. Die Ep- 
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ponenten zeigen die wiederholte Multiplication einer: und der⸗ 

ſelben Größe mit ich. ſelbſt an, während die Coeffſirienten an 

geben, wie oft Die Größe auf denr Wege der Addition genommen 

wird. et! = aaa, am sur ara, ſtelit a bie Z3abl.5 
. vor, ſo iſt a = 625, und da — 20. 


Jede Größe, die von einer anderır durch Sie Zeichen # der — 
abgefonderr ift, wird Glied oder Theil genannt: das Monom Cein- 
gliedrige oder einnamige Größe) bar nur ein Glied; das Binom (zwei⸗ 
gliedrige oder mehrnamige Größe) hat zwei Glieder, nie 448, ac— 
Aab; das Trinom bat drei Glieder, wica +5—c, al— Aab— 25c} 
und allgemein nennt man Polymom (viergliedrige oder vielnamige 
Größen) folche Brößen, die aus mehrern Gliedern beſtehen. 


Anmerkung. Zu bemerken if, dag man die Monome auch 
ineomplege und bie Polynome complexe Brößen: nennt, 


Das Trinom a 5—o zeigt, daß, nachdem 5 von ⸗ weggenommen 
it, man noch c vom Reſte abziehen fol; was auf a — (446) hinaus: 
acht. a— iſt offenbar fo viel. wie a— 255 eheuſo a—b—35—2 


= a—6bb, 


Anmerkung. Derienige Theil der Migebra, der mit den Buch⸗ 
ftaben als Zahlzeichen rechnen lehrt, wird paſſend allgemeine 
Arithmetik oder auch — obgleich unpaſſend — Buchſtabenrech⸗ 
Kung genannt, 


Bon der Keduction, Addition und Subtraction. 


$. 3. Dan nennt Reduction Die algebraifche:. Operation;, 
durch weiche man mehrere Glieder im ein einziges vereinigt. In fol- 
chem Falle aber dürfen diefe Glieder nur rücfichtlich. ihrer Eoefficien- 
ten von einander verfchieden fein, fie dürfen nur einerlei Buchftaben, 
mit denfelben Exponenten verfchen, enthalten. 3a—2ab—b, 3a?—2a, 
5a? b?+24253—352 find nicht veducirbare Ausdrücke. Man ſieht leicht 
ein, daß 


Babe? — abe? — be’ + 2507 + add? — Zabc? + be’ + add?, 
23 — 3b 7a—co+ 35 — 3a —cı 
35 + 20c—bb—3cc+actd=d—2b, 
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wie bei den übrigen, die oben angegebene Regel in Anwendung zu 
bringen. Dieſelbe Bemerkung findet and gleichem Grunde bei der 
Multiplication und Divifion ſtatt. 


Bon der Multiplication. 


$, 5. Die Murtiplication der Monome bietet Feine Schwierigkeit 
bar. Denn ed fei Aadx 5cd; Ändert man die Ordnung der Factoren, 
fo bat man A-5abecd oder 20abed, Sind Erponenten vorhanden, wie 
exa°’, fo findet man, nach den erften Principien, aa x aaa oder 
aaaaa — a’, d, h. man bat die Erponenten 2 und 3 addirt. Ebenſo 
it 8a2d? Aasb — 320761, Ucherhaupt werden Monome 
mit einander multiplieirt, wenn man ihre Enefficienten 
multipliceirt, die Erponenten derſelben Buchſtaben ad. 
dire, und die verfchiedenen Buchſtaben endlich neben- 
einander fchreibt. Man legt den Eeponenten 1 denjenigen Buch» 
fiaben bei, welche feinen befiken. 

Wir wollen jetzt a P5 mit c + d multiplieiren, was man durch 
(a+5)x (c+d) andentet. Es ift einfenchtend, daß, um 
+5 fo vielmal, als Einheiten in c+d vorlommen, u a+ 5 
wiederholen, man a-+ 5 vorerfi cmal, daranf dmal zu e+ d 
nehmen, und diefe Refultate dann zu addiren babe. Um ao + be 
a+5 aber cmal zu nehmen, muß man a und d einen Fad+bd 
mit e multiplieiren, dergeſtalt daß (Carb) xc—=acH+ 
Be, (a+b)xd= ad + ba, was ac+bc+ad+bd als Totalprodukt gibt. 

Multiplieiren wir nun «a — 5 mit c. Nimmt man das Produkt 
von a mit c, d. h. ac, fo bat man c mal die Größe a abbirtz nun 
fol aber nicht a, fondern a—5 mit c multipfieire werden; man bat 
alſo bei jeder Addition von a eine um 5 Einheiten zu große Zahl 
genommen, das Produft ac muß biernach um die Größe 5, fo viel 
mal genommen, ald die Zabl a es wurde, oder die Zahl c anzeigt, 
verringert werden. Ziehen wir daher dc von ac ab, fo erhalten wir 
(—b)xc=ac—be, Sol a—b mit-c—d multiplieirt werden, fo 
verrichtet man Anfangs die vorige Nechnung. Nun fol 
aber a— 5 nicht cmal, fondern (c—d) mal genommen a — b 
werden; man bat alfo die Größe (a—b) um dmal zu vie ee — d 
genommen; von dem vorhergehenden Produfte ac— dc ac — bc 
maß man daber die Produkte von — db mit d, oder — ad-+ dd 
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gibt nun (de — 259? — bie? — Ab’c + 454: das verlangte Produft ift 
alfo Aa?— 5? 0?+-453 c— Ab}, 

IV. Dan findet, daß (a! + 5°) (+4) —= a?c?+ 52c?+ ald} 
+ 52 d!; wird 2aded hinzu addirt und wieder abgezogen, fo wird das 
Produft auf (ac dd)? + (ad + bc)? gebracht, Aus diefer merk⸗ 
würdigen Eigenfchaft geht hervor, daß das vorgelegte Produkt auf 
zweierlei Art in zwei Quadrate zerlegbar if. Alſo (7?+ 2?) (102 
+4?) =6148, eine Zahl, diemit (70 + 8)24 (28 F 20) ? gleichgeltend 
iſt, folglich 6148 in 78? + 82 und 62° + 48? zerlegbar. 

V. Offenbar it (a—5)’+2ab >2ab, oder a’ +5°> 2ab, d.h, 
die Summe der Quadrate zweier Zahlen ift größer als ihr doppeltes 
Produkt, 

VI Reicht iſt's, die Bildungsweiſe des Produfts aus m Bino⸗ 
mialfaktoren (@+a) (XAB) (x +ec).... zu erhalten. In der 
That bat man für zwei oder drei Factoren die Produkte: 


zT rar + ab 23 + ar’ + or + abe 
+ br + 52° + acı 
+ cx? + bex 


Aus dem Verfahren der Murtipfication ſelbſt ersibt ſich Fol- 
gendes: 

1) Die verſchiedenen Glieder des Produktes können Feine Reduc⸗ 
tionen herbeiführen; die Buchſtaben a, d, o0.... haben alſo weder 
numeriſche Coefficienten noch Exponenten. 

2) Das erſte Glied iſt das Produkt aus ſämmtlichen erſten Glie⸗ 
dern, und das letzte das Produkt aus allen zweiten Gliedern der Bi⸗ 
nomialfactoren. Zwiſchen dieſen äuſſern Gliedern nehmen die Exrpo⸗ 
nenten von = um Eins von Glied zu Glied ab und das Produkt hat 
im Allgemeinen die Form: 

æm + Armut + Bam + Cam). ,...+abed.,.. 

3) Sämmtliche Glieder befichen aus einer gleichen Anzahl m von 
Factoren; der Eoeffieient Avon z= Fann nicht die Buchſtaben a, 5, c.... 
mit einander multipfieirt enthalten; der Eoefficient B von a2 heſteht 
and Produkten von je zwei diefer Buchſtaben, ober ad, ac, be.... 

4) Kommt auf irgend eine Weile der Buchfiabe a im einem ber 
Coeffirienten A, B,.... vor, fo kommen daſelbſt die übrigen Buchſtaben 
DB, 0.... ganz auf diefelbe Weife vor, weil das Produkt ungeändert 
bleibt, wenn man a anflatt 5 und d anfiatt a ſetzt, u. ſ. w. Folglich if 
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A vie Summe aller zweiten Glieder der Binome; 

B die Summe aller verfchiedenen Produkte von je zwei; 

C die Summe aller verfchicdenen Produkte von je drei u. ſ. m. 
Das letzte Glied iſt das Produft aller zweiten Glieder. 

Die möglichen Bereinfachungen vorzunehmen barf man nicht unter⸗ 
laſſen. So ift für (Aad—2ac) (6ub—3ac) der erſte Factor gleich 
geltend mit 2a (25—c), und der zweite mit 3a (25—c); dad Pr 
Duft alfo 60? (25—c)? oder 6a? (45?-—-Abe + c?), 

Defters iſt es vortheilbaft die Brodufte in ihre Zaetoren zu zer⸗ 
legen (die Divifion wird uns bald Ichren, dergleichen Zerfegungen 
auszuführen). Für 3ys—+-Iya?+rpy+pz fieht man leicht, daß die 
beiden erfien Glieder mit 395 (y +2) und die beiden andern mit p 
(y+2) übereintimmen; man bat alfo (3ys+p) (y+2). 


Bon der Divifton. 


I. 7. Es ſei a der Dividend , d der Divifor, g der Quotient 
und r der Reſt; r ift Kleiner ald de Jede Divifion gibt die Glei— 
hung a=dg+r, ( Arith. $. 16.) | 

Da der Quotient nicht geändert wird, wenn man Dividend und 
Divifor durch eine und diefelbe Zahl dividirt, fo Tann man, um bie 
Divifion der Monome auszuführen, die dem Dividend und Divifor 
gemeinfchaftlichen Buchftaben weglaſſen, die Exponenten der nämlichen 
Suchflaben von einander abziehen, die Eoeffieienten endlich durch ein- 
ander dividiren. Han ſieht übrigens, daß diefe Regel die umgekehrte 
von der der Multiplication tft. ($. 5.) 

12a°b?c 15a4°5° 
J3ab w77% 
5° verfchwinder in dem dritten Exempel, weil die beiden Glieder 52 
als gemeinfchaftlichen Factor enthalten, 
Babe _,, dackde! _ ac’e: 
abe ’ Bude bu‘ 
Deiter kann man die Rechnung nicht fortfeben; es bleibt noch ac’e? 
durch 25a? zu dividiren übrig, wenn man die numerifchen Werthe von 
a,d, c,d, e kennt. 

Es fei jeht 2005° + Aa — 250254 — Ab° durch 25° + 20? — ab? 

is dividiren. Da der Quotient mit dem Divifor multiplieirt den 


— Aalbe; — 3ab’; 








N 
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Dividend wieder bervorbringen muß , fo würde, in fo fern man ein 
Glied des Produkts 2025°+ 4a — ,.;. kennte, welches aus der 
Multiplication eines gegebenen Gliedes des Diviford mit einem Gliede 
des Duotienten ohne Reduction entflanden wäre, eine einfache Divi⸗ 
fion das Teutere geben. Nun weiß man aber, daß die Glieder, wo 
irgend ein Buchſtabe, wie a, den höchſten Erponenten in beiden Fac⸗ 
toren enthält, dem Produkte ein Glied geben, welches mit keinem 
andern redueirt werden kann, weil a den höchſten Erponenten bier 
gleichfalls bei fich führt. Die Glieder Ass einerfeits, und 20° ander- 
feitö, befinden fich in diefem Falle; 406 ik alfo das genaue Pro- 
dukt des Gliedes 20° mir einem Gliede des Quotienten, wo a den 


6 
böchiten Erponenten bat. Diefes Glied iſt fotgtich 5°, oder 20°, Mul- 


tipfieiet man darauf den ganzen Divifor mit 2a? und zieht dickes 
Produft vom Dividend ab, fo wird der Reſt das Produkt des Divi- 
fors mit den übrigen TIheilen des Quotienten fein. Die Aufgabe gebt 
jest darauf hinaus, diefen Net durch den Divifor zu dividiren, und 
jene Theile zu erhalten, was diefelbe Schlußfolge wie vorber mit fich 
bringt; das Glied des Reſtes nämlich, wo der Buchſtabe a den böch- 
fen Erponenten hat, wird durch 203 dividirt. 


Um die Verwirrungen zu vermeiden unter den Gliedern des 
Dividends, fo wie in den ſucceſſiven Reſten dasjenige heraus zu fin- 
den, wo a den böchften Exponenten bat, if es zweckgemäß, den Di. 
vidend und Divifor zu ordnen, d. h. in die erſte Stelle das Glied, 
wo a den höchiten Exponenten, in die zweite Stelle das Glied, mo 
a den ummittelbar darauf folgenden Erponenten bat, zu ſetzen, und 
fo fort, 

4a°—25a°’5'-+2005°—4b* 2a%-5ab’+ 253 
— 44°+ 10035? — 4a? 2835+5ab’—2b' 
Srfier Reit. .+10045:— 25026 4034200535 45° 
—10a4°'5?+25a’54-10ad° 
2ter Bean nn 77* 
+ 4s°B°—10a5°+45° 
Ser Mefl.oenuonssonenenennenennnnne 0 


Dan fiebt, dab nach der Divifion von 446 durch 20° der ganze 
Divifor mit dem Partialguotienten 26° multiplieirt und das Produkt 
vom Dividend abgezogen wurde, was einen erfien Reh gab. Das 
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Blied + 10075? dieſes Reſtes, wo a den höchſten Erponenten hat, 
warde dann abermals durch 203 dividirt; man erbielt fo + 6462 als 
zweites Glied des Quotienten. Der Divifor wurde darauf mit dieſem 
Gliede + 5ad? multiplieirt und das Produkt vom erften Reſte abge 
sogen, was einen zweiten Reſt gab. Endlich vervollſtändigte die Di 
vifion von — 446: 20’ — 253 den Quotienten, weil mans weiter 
feinen Reſt fand. 


Wenn man, wie bier oben, Glieder mit. verfchiedenen Zeichen, 
das eine mit +, das andere mit — verfehen erhält, fo gibt man dem 
partiellen Quotienten das Zeichen —, und zwar deshalb, damit bei 
der Multiplication das erfle Glied des Dividende wieder sum Vor. 
fchein Tomme, Wären beide Glieder der Partialdiviſion negativ, fo 
würde der Forrefpondirende Quotient das Zeichen + erhalten. Man 
darf dies blos als ein Ergebnig der Nechnung anfeben, ohne erflären 
su wollen, was die Divifion zweier Glieder, die nicht beide zufam- 
men pofitiv find, wohl bedeuten möge. In der That handelt es fich 
bier nur darum, ein Syſtem von Gliedern zu finden, welches nach 
den befannten Regeln mit dem Divifor multiplicirt den Dividend wie⸗ 
der bervorbringe, 


Hieraus entnehmen wir für die Divifion der Polynome 
folgende Regeln: Ordne den Dividend und Divifor in 
Bezug auf einen und denfelben Buchftaben, dividire Das 
erſte Glied des Dividends mit dem erfien Gtiehe-des 
Divifors, was ein Glied des Auotienten gibt; mit die. 
ſem Gliede multiplicire den ganzen Diviſor, siche das 
Produkt vom Dividend ab; den Reſt unterwerfe der- 
felben Operation. Bei den partiellen Divifionen be— 
obachte die Negel der Zeichen der Multiplication. 
Diefe Operation wird fo lange fortgefeut, bis man anf einen Neil 
fommt, in welchem die böchfte Potenz jenes Buchflabens, nach wel⸗ 
chem geordnet worden iſt, einen Eleinern Exponenten bat, als die 
böchfie Potenz deffeiben Buchſtabens im Diviſor. 

Das man auch in Nücficht auf &, oder auf einen andern ge⸗ 
meinfamen Buchfiaben, hätte ordnen, überdem ganz daſſelbe in Bezug 
auf den Eeinften Exponenten des Buchflabens fagen können, was 
wir über den größten deſſelben gefagt baben, if bier noch zu be- 
merken. 


14 Bon den algebraifhen Rehnungsarten. 





$. 8. Hier fiehen zwei andere Diviſtons exempel: 
6ai-+4a?b—90?b?- 3ab?+254 | 2a?+2ab— B? 
—6ba3—64°5 + 3a?5? 3a— ab— 2b: 
Erſter neh. nn. 20b—6u25?— 3ab3+ 254 
+2035-+24°5?— ab? 
2ter eh —habi+ 254 
+4a?5?+Aab3— 254 
zter Reſt.....................0 
as —b° ab 
—a5 +45 ai +a3b+a:b?+ ab>+ bt 
Erſter Reft....a‘’b—5° 
—a‘b+a'd? 
Der Refbeneeee....a 0455 
—4a3b:+ a2? 
Ber ReſtI 
— a4:b3+ab} 
Ater Reſt............... abi — 55 
—ab? + 38 
Stern Reſt.............. ..... 0 


Wenn man den Gang der letzten Diviſion mit Aufmerkſamkeit 
verfolgt, fo ſieht man bei der Diviſion von am — du durch a— 56, 
daB in jedem Reſte und jedem Quotienten die Exponenten von a um 
Eind abnehmen, und die von um chen fo viel zunehmen; die Reſte 
find alfo Binome, deren erſtes Glied fucceffive amd, am-28?,,.. if. 
Kommt man zu dem Reſte adbmı— dm , fo gibt die Divifion durch (a—5) 
den vollſtändigen Quotienten dm, fo daß am — dm durch («—5) genan 


theilbar if. Man bat = — = — amt pameptgudgt,, Ibm, 








wen 81, ſo #4 = amt en + 1, | 


Uebrigens iſt es Teicht, die Nichtigkeit diefer Gleichungen dar- 
zuthun, indem man die zweite Seite derfeiben, bezüglich mit a — 2 
und a — 1 multiplicirt; man findet auf diefe Weiſe die Zähler am — 
da und am — 1 wieder. 

Dividirt man a durch 1 — =, fo bat die Operation fein Ende, 


und man findet Die unbegrenzten Quotienten * —X 
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Mas kann folglich die erfle Seite als die Summe der Glieder 
der zweiten Seite betrachten; dieſer Bruch if biernach die Summe 
einer ins Unendliche fortlaufenden geometrifchen Reihe, deren erſtes 
Glied a und deren Quotient z if. IH. B a2, r=;j,1i—rm} 
fo finder man 2:23 oder 3 ald Summe der ins Unendliche fortgefeuten 
Reihe = all Ebenſo für a = id ? 3iſt 3014 
ı +5? Ha) Endlich für «=-} und = -i;5=: (1-4 
+4 —itee) 

Der periodifche Deeimalbruch [0,54] fo viel wie Sc + nic te. 
oder litt ltr...) iſt — , wenn man a = der 
— ri, feßt. Ueberhaupt ſtellt » die and n-Ziffern beſtehende Periode 
eines vollſtändig periodifchen Decimalbruchs dar, fo If diefer Bruch 


_+ +... —£ —_ 
10° 7 10m ? {or = og. Crith. }. 58). 


Sest man = 1 und 2 =—=4, ſo kommt — 2 = i+i+5+.... 
Dan begreift Anfangs nicht, wie man durch Addition von ſtets wach⸗ 
fenden und pofitiven Gliedern ald Summe — 2 finden könne. Sept 
man aber die Divifion nur bis auf A Glieder fort, fo hat man dem 


Net ar; der genaue Quotient iſt demnaha (i+c+7?+ 24), 


wo der Bruch die Summe aller Übrigen Glieder bis ins Unendliche 
darſtellt. Diefer Bruch wird — Y, wenn man a1 und x =} febtz 
nimmt man alfo nur anf bie erſten Glieder Rücficht, fo bilden die 
vernachläßigten Glieder eine negative Summe, die größer als der in 
Betracht genommene Theil ik. Die beiden Theile ind bir 1 +3 + 
:s +7 —T, was fh auf — 2, identifch alfo mit der erſten Seite 
der frühern Gleichung, reducirt. 

Der Widerſpruch rührt allein daher, daß man die n erſten Glie⸗ 
der nur dann als einen mehr oder weniger annähernden Theil der 


Summe betrachten kann, in 





in 


dem Maße die Zahl der beibeßaftenen Shieder zunimmt; was erfor- 
dert, daß z kleiner als 1 if. Eine ſolche Reihe, in der die Glieder 
Deo mehr abnehmen, je weiter fie ſich vom erfien Gliede entfernen, 
wird eine convergirende Reihe genannt. 


Anmerkung. Convergirende Reiben find eigentlich diejenigen 
Meinen nur, für welche die Summen der Glieder, von den 
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Veberbaupt nimmt man vorerfi zwei ähnliche Glieder, 
Die Reduction findet dann blos mit ihren Eoefficienten 
fatt, d. b. man addirt dDiefe Eoefficienten, wenn fie 
einerlei Borzeichen haben, und sicht fie von einander 
ab, wenn folche verfchieden finds: dem Reſultate gibt 
man im erfien Falle das gemeinfchaftliche Vorzeichen, 
und das Zeichen des größern Eoefficienten im zweiten 
Falle. Die Buchſtaben nebft ihren Erponenten bleiben übrigens 
. ungeändert. 

Hat ein Glied keinen Eoeffieienten vor fih, fo wird immer die 
Einheit als folcher darunter verftanden (Arithmetik $. 54); fo if 
z. B. 5b =—=1b, ac= 1.ac. 

Eigentlich gibt es in der Algebra weder eine Addition noch eine 
Subtraetion, fondern eine bloße Reduction, wenn folche möglich if. 
Die Addition und Subtraction bleiben in a + 5 und a — 5 noch 
auszuführen übrig. 

In dem nebenfichenden Beifpiele alfo bat 3a? + 5bc— 2c2 
man Feine andere Schwierigkeit als die, welche 7a? — 3dc + Ad 
die Reduction mit fich bringt, nachdem man a? — 4bc + 2c? 
dem erften Gliede jedes Trinoms das Zeichen A11la— 250 + Ad 
+ beigefügt denkt. 


$. 4. Bir wollen b—c von a abziehen. Es ift gewiß, daß die 
gefuchte Differenz nicht geändert wird, wenn man c diefen beiden 
Größen hinzufügt: 5—c wird demnach in 5, und a in a+ c umge 
wandelt; zieht man nun 5 von a+c ab, fo bat man a—(db—c) =a+ 
e—)b. 

Man erhält in der That (Arithm. $. 4) a, wenn arc— au b—c 
addirt wird. Um alfo ein Bolynom abzuziehen, muß man 
alte feine Zeichen ändern und die möglichen Neductio- 
nen vornehmen. Hier einige Beifpiele : 


4ab — 3bc Aab — 30? + bc : 5a? — 3ac 
—(2ab — 6b) —ab — c?! — 256) —(2a°— 3ac) 
dab — 3bc dab — 30: + bc ba? — 3ac 
— 2ab + 66c — ab + c? + 2bc —2a? + 3ac 
2ab + 3bc 3ab — 202 + 36c 3a! 


Zu bemerken it, das wenn das erfie Glied ohne Vorzeichen if, 
es mit dem Zeichen + gedacht werden muß, um bei diefem Gliede, 
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wie bei den übrigen, die oben angegebene Regel in Anwendung zu 
bringen. Dieſelbe Bemerfung findet aus gleichem Grunde bei der 
Multiplication und Divifion ſtatt. 


Bon der Multiplication. 


$, 5. Die Multiplication der Monome bietet Feine Schwierigkeit 
bar. Denn es fei Aadx< 5ed; Ändert man die Ordnung der Factoren, 
fo bat man 4-5ab«cd oder 20abed, Sind Exrponenten vorhanden, wie 
exa’, fo findet man, nach den erfien Principien, aa x aaa oder 
aaaca = a’, d. h. man bat die Exrponenten 2 und 3 addirt. Ebenfo 
ift 8026? < Aadb — 320764, Ueberhaupt werden Monome 
mit einander multiplicirt, wenn man ihre Eoeffictenten 
multiplicirt, die Exrponenten derfelben Buchſtaben ad. 
Dirt, umd die verfchiedenen Buchſtaben endlich neben- 
einander fchreibt. Man legt den Exponenten 1 denjenigen Buch⸗ 
flaben bei, welche Feinen befiten. 

Bir wollen jetzt a-+d mit c ++ d multipfieiren, mas man durch 
(a+5)x (c+d) andeutet. Es iſt einleuchtend, daß, um 
a -+ 5 fo vielmal, als Einheiten in c+d vorlommen, zu + 
wiederholen, man a+ 5 vorerft cmal, daranf amal zu ce + 
nchmen, und diefe Refultate dann zu addiren babe. Um ac + 
“+5 aber cmal zu nehmen, muß man a und b einen +ad+bd 
mit c multipliciren, dergeflalt daß (Card) xc—ac+ 
Be, (a+5)xd= ad-+ dd, was ac+bc+ad+bd als Totalproduft gibt. 


via“ 


Muftipfieiren wir nun a — 5 mit c. Nimmt man das Produkt 


von a mit c, d. h. ac, fo bat man c mal die Größe = addirt; nun 
fol aber nicht a, fondern a—5 mit c multiplieirt werden; man bat 
alſo bei jeder Addition von a eine um 5 Einheiten zu große Zahl 
genommen, das Produft ac muß biernach um die Größe 5, fo viel 
mal genommen, ald die Zahl = es wurde, oder die Zahl e anzeigt, 
verringert werden. Ziehen wir daher de von ac ab, fo erhalten wir 
(“—b)xc—=ac—be, Sol a—b mit-c— d multiplieirt werden, fo 
verrichtet man Anfangs die vorige Rechnung. Nun fol 

aber a— 5 nicht cmal, fondern (c—d) mal genommen a—b 
werden; man bat alfo die Größe (a—b) um dmal zu viel e—d 
genommen; von dem vorhergehenden Produfte ac —bce ac— bc 
muß man daber die Brodufte von a — 5 mit d, oder —ad+öd 


pn 
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ad — bd abziehen, was (a — 6) x (ce — d) = ao — be — dd 
+ dd gibt, 

Die Multiplication jedes Polynoms läßt fich ſtets anf diefen letz⸗ 
tern Fall, wenn man durch a und c die Summe der additiven Glie⸗ 
der jedes Fartord, durch 5 und c die ihrer negativen Glieder vor- 
ſtellt, zurückführen 5 follen dann die Werthe von ac, de.... angegeben 
werden, fo bat man wieder den erſten Fat. Betrachtet man die eben 
gemachten Entwicklungen näher, fo fiehbt man, daß jedes Glied des 
Multipficande mit jedem einzelnen Gliede des Multiplicators multi, 
plieirt worden tft; überdem, daß das Produft das Zeichen — , oder 
das Zeichen + erbielt, je nachdem die eingliedrigen Partialfactoren 
verfchiedene oder gleiche Zeichen hatten, 

Hierans fchließen wir, daß das Produft von zwei Poly. 
nomen gefunden wird, indem man fucceffive, nach den 
für die Monome gegebenen Regeln, alte Glieder des 
einen mit jedem Gliede des andern multiplicirt; wobei 
jedes Bartialproduft negativ wird, wenn feine Facto-» 
ren. entgegengefeute Zeichen, dagegen pofitiv if, wenn 
fie einertei Zeichen baben (beide + oder beide —). Hat das 
erſte Glied Fein Vorzeichen, fo wird immer + als folches Darunter ver. 
fanden ($. 4). 


Anmerfung Man fast gewöhnlich, die Multiplication bat 
vier Regeln, namlich die Regel der Cocfficienten, die der 
Buchſtaben, die der Erponenten und die Regel der Zeichen. 
Die drei erften find bei den Monomen angeführt worden, die 
vierte wird folgendermaßen ausgedrüdt: + x + = =+,+x 
_— = —, -—xıx+=—, -—x—- — —. | 

Dem an die algebraifche Sprache nicht Jeidöhnten Ohre mag 
der Ausdruck — — gibt + befremdend erſcheinen. Der hier⸗ 
bei entfichende Zweifel liegt allein in der Wnrichtigfeit der 
Sprache; denn es ift ungereimt, ein Zeichen mit einem Zeichen 
multiplieiren zu wollen. Keineswegs darf man aber den bier 
gebrauchten Ausdrücken einen fireng wörtlichen Sinn unter 
legen; fie find nur deshalb dunkel, weil man, der Yeichten 
Anwendung halber , dem Bedürfniffe fih Furz zu faſſen, die 
Nichtigkeit der Ausfage aufgeopfert bat. Man multiplieirt alfo 
nicht — mit —, felbft nicht — 5 mit —d, wohl aber a—5 mit 
e—.d; die genanefte Schiußfolge führt fo zu dem oben gegebenen 
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Sase. Kurz, man follte das in Frage ſtehende Prinzip nicht 
Die Regel der Zeichen, fondern vielmehr die Regel der Mul- 
tiplication der Polynome nennen. 


$. 6. Hier ſtehen einige MultiplicationsBeiſpiele: 


a + 3: — d 2a + be — 25* 
2: — d 2a — be + 28? 
2a? + 6ac — 2ad ' 4a? + 2abe — Aab: 
—ad — 3cd +.d} —2abce — b?o? + 253 
20?+6ac—3ad—3cd+d? +4ab? + 2b°c — 45? 
| Aal? +4b30 — Ab4 
a +5 a + 2a + b° a+ 8 
a + 5b 4a + B a — 6 
a + ab ad? + 2a + ab: era 
+ab + B? +36 + 2ab? + 53 — — 32 
a'+2ab+b! a3-+ 305 + 3ab? + 53 — _— 


Vorſtehende Beifpiele Fiefern uns intereffante Folgerungen : 
I. Das Quadrat von (a+5) iſt a + 2a5 + 53, (Arithmerif $. 61.) 


I. Der Eubus von (a +5) if a? + 3a? + 3ab? + 5’, (Arith- 


IE Aus (a+ 5) (a— 5b) = a? — 52 geht hervor, daß die 
Summezmeier Größen, mit ihrer Differenz multiplicirt, 
die Differenz ihrer Quadrate als Produkt gibt. (745) 
X(7-5) = 7°— 52, oder 12x 2=49 — 25 — 24, 

Wir zerlegen a in zwei beliebige Theile, wird der eine durch! a 
— * dargeftellt, fo ift der andere 3@ + =, und das Produft iſt 3 a? 
— z?35 letztere Größe ift Feiner ald 3a’, fo lange x nicht Nu wird: 
Läßt man alfo den einen Theil der Zahl a von Null an zunehmen, 
fo wird der andere Feiner und das Produft größer; gebt der erfte 
Theil in za über, -fo iſt das Produkt gleich dem Quadrat diefer 
Hälfte und erreicht feinen größten Werth, dergeſtalt, daß es wieder 
abnimmt, wenn der erſte Theil zu wachſen fortfährt. 

Diefe Sätze werden befonderd zur Abkürzung der Rechnungen 
gebraucht, So 3. B. flieht man im zweiten Exempel bald, daß bier 
das Produkt von 20 + (be — 252) mit 23— (do — 25°) verlangt 
wird; man muß demnach die. Differenz der Quadrate von 2u und 
(be — 25°) oder Au?— (be — 252)? finden. Die erfte unferer Regeln 
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gibt num (de — 259)? = b?e?— Abo + 451; das verlangte Produkt ik 
alfo Aa?-—5?0?+ 453 c— Ad, 

IV. Dan findet, daß (a? + 59%) (+4) — alc?+ bic?+ a?d! 
+ 52 d?; wird 2adcd hinzu addirt und wieder abgesogen, fo wird das 
Produkt anf (ac & 54)? + (ad de)? gebracht, Aus diefer merf- 
würdigen Eigenfchaft gebt hervor, daB das vorgelegte Produkt auf 
zweierlei Art in zwei Quadrate zerlegbar if. Alſo (7?+ 2?) (102 
+4?) =6148, eine Zahl, diemit (70 & 8)?+ (28 F 20)? gleichgeltend 
tft, folglich 6148 in 78282 und 62° + 48? zerlegbar. 

V. Offenbar iſt (a—5)’+2ab >2ab, oder a’+5?2>2ab, d.h. 
die Summe der Quadrate zweier Zablen ift größer als ihr doppeltes 
Produkt. 

VI Leicht iſt's, die Bildungsweiſe des Produkts aus m Bino⸗ 
mialfaktoren ( ) (X) (x ) .... zu erhalten. In der 
That hat man für zwei oder drei Factoren die Produkte: | 


zT +raxr +ab - x2I3+ar?+ ax + abe 
+ br + dx’ + acı 
+ 0x?’ + bex 


Aus dem Verfahren der Multipfication ferbit ergibt fih Fol- 
gendes : 

1) Die verfchiedenen Glieder des Produftes können Feine Reduc⸗ 
tionen herbeiführen, die Buchladen a, d, c.... baben alfo weder 
numerifche Coefficienten noch Exponenten. 

2) Das erfte Glied ift das Produft aus fämmtlichen erfien Glie⸗ 
dern, und dad letzte das Produft aus allen zweiten Gliedern der Bi⸗ 
nomialfartoren. Zwiſchen diefen äuſſern Gliedern nehmen die Expo- 
nenten von x um Eins von Glied zu Glied ab und das Produkt bat 
Im Allgemeinen die Form: 

æm + Armı Bæm-2 + Cm3 + ,,..+oabed,.,... 

3) Sämmtliche Glieder befteben aus einer gleichen Anzahl m von 
Faetoren; der Coefficient Avon z= kann nicht die Buchſtaben a, d, c... 
mit einander multiplieirt enthalten; der Eoeffieient B von a2 heſteht 
and Broduften von je zwei diefer Buchſtaben, oder ab, ac, bc... 

4) Kommt auf irgend eine Weife der Buchflabe a in einem der 
Coeffieienten A, B,.... vor, fo kommen daſelbſt die übrigen Buchſtaben 
B, Co... ganz auf diefelbe Weife vor, weil das Produkt ungeändert 
bleibt, wenn man a anflatt 5 und danflatt a ſetzt, u. ſ. w. Folglich ik 
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A die Summe aller zweiten Glieder der Binome; 

B die Summe aller verfchiedenen Produkte von je zwei; 

C die Summe aller verfchichenen Produkte von je drein. ſ. w. 
Das leute Glied ift das Produft aller zweiten Glieder. 

Die möglichen Bereinfachungen vorzunehmen darf man nicht unter- 
laſſen. So iſt für (44b —200) (Gab—3ac) der erſte Factor gleich⸗ 
geltend mit 20 (25—c), und der zweite mit 30 (25-c); das Pre 
Duft alfo 60? (25—c)? oder 6a? (452—-Abe + c?), 

Oefters if es vortheilhaft die Produkte in ihre Factoren zu zer⸗ 
legen (die Diviſion wird uns bald lehren, dergleichen Zerſetzungen 
andzuführen). Für 3y%s-+3yz?-+-py-+pz fieht man leicht, daß die 
beiden erfien Glieder mit 392 (y + =) und die beiden andern mit p 
(y+3) übereintimmen; man bat alfo (3y3+p) (y-+2). 


Bon der Divifion. 


$. 7. Es ſei a4a der Dividend , d der Divifor, ꝙ der Quotient 
und r der Reit; r ift Heiner als d. Jede Divifion gibt die Glei— 
dung a—=dg+r, (Arith. $, 16.) | 
Da der Quotient nicht geändert wird, wenn man Dividend und 
Divifor durch eine und diefelbe Zahl dividirt, fo kann man, um die 
Divifion der Monome auszuführen, die dem Dividend und Divifor 
gemeinfchaftlichen Buchftaben weglaffen , die Exponenten der nämlichen 
Buchflaben von einander abziehen, die Coeffieienten endlich durch ein- 
ander dividiren. Man ficht übrigens, daß diefe Regel die umgekehrte 
von der der Multiplication ift. ($. 5.) 
12a°d°c 15a°5° Barb?c 
3ab ba2b“ Aab: 
5? verfchwindet in dem dritten Exempel, weil die beiden Glieder 52 
als gemeinfchaftlichen Faetor enthalten, 
3abe _ ,, Aackde! _ ac’e: 
gabe ’ Bde 2bd:‘ 
Weiter kann man die Rechnung nicht fortfeken; es bleibt noch acie? 
durch 254? zu dividiren übrig, wenn man die numerifchen Werthe von 
a,d,.c,d, e kennt. 
Es fei jetzt 2005° + Aa! — 250254 — Ab5 durch 25° + 20° — bad?’ 
in dividiren. Da der Quotient mit dem Divifor multiplieist den 











— Aatbe; — 3ab?’; — 2ac; 








Sn 
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Dividend wieder hervorbringen muß , fo würde, in fo fern man ein 
Glied des Produkts 2005°-- 406 — ,.:. kennte, welches aus der 
Multiplication eines gegebenen Gliedes des Diviford mit einem Gliede 
des Quotienten ohne Meduction entfianden wäre, eine einfache Divi⸗ 
fon das Teutere geben. Nun weiß man aber, daß die Glieder, mo 
irgend ein Buchflabe, wie a, den höchſten Erponenten in beiden Fac- 
toren enthält, dem Produkte ein Glied geben, welches mit Leinen 
andern reducirt werden kann, weil a den böchften Exrponenten bier 
gleichfalls bei fich führt. Die Glieder Aus einerſeits, und 2a’ ander⸗ 
ſeits, befinden fich in diefem Falle; 406 iſt alfo das genaue Pro⸗ 
duft des Gliedes 20? mit einem Bliede des Quotienten, mo a den 


6 
böchiten Erponenten bat. Diefes Glied iſt folglich ni oder 2u3, Mul- 


tipfieirt man darauf den ganzen Diviſor mit 2? und zieht diefes 
Produkt vom Dividend ab, fo wird der Reſt das Produft des Divi- 
ford mit den übrigen Theilen des Quotienten fein. Die Aufgabe gebt 
jegt darauf hinaus, diefen Reit durch den Divifor zu dividiren, und 
jene Theile zu erhalten, was diefelbe Schlußfolge wie vorher mit fich 
bringt; das Glied des Reſtes nämlich, wo der Buchitabe a den höch- 
fien Erponenten bat, wird durch 203 dividirt, 


Um die Verwirrungen zu vermeiden unter den Gliedern des 
Dividende, fo wie in den fucceffiven Neften dasjenige heraus an fin- 
den, wo a den böchften Exponenten bat, ift ed zweckgemäß, den DE 
vidend und Divifor zu ordnen, d. b. in die erfte Stelle das Glied, 
wo a den höchſten Exponenten, in die zweite Stelle das Glied, wo 
a den unmittelbar darauf folgenden Erponenten bat, zu feßen, und 
fo fort. 


4a°—25a’5’+2005°—45° 2a°>—5ab:’+ 253 
— 4a°+10a45?— 4a?b? 20°+5ab’—2b' 
Erfter Ref. .+10045:— 25026 —4a%3+2005°—4Ad° 
—105'5?+25a?54--10a55 


2ter Reſt ........... md +1000’— 466 


+ 405 °—10a5°+455 
3ter Reſt .................. 0 “ 
Man ſieht, dag nach der Divifion von Aas durch 203 der ganze 


Divifor mit dem Partiafguotienten 20? multipfieirt und das Produkt 
vom Dividend abgesogen wurde, was einen erfien Reſt gab. Das 





Glied + 10045? dieſes Reſtes, wo a den hoöchſten Exponenten bat, 
wurde dann abermals durch 243 dividirt; man erbielt fo + 5ad2 als 
zweites Glied ded Quotienten. Der Divifor wurde darauf mit diefem 
Gliede + 5462 multiplieirt und das Produkt vom erften Reſte abge⸗ 
sogen, mas einen zweiten Reſt gab, Endlich vervollſtändigte die Di, 
vifion von — 4a’d?: 20’ — 253 den Quotienten, weil man weiter 
feinen Reſt fand, 6 


Wenn man, wie hier oben, Glieder mit verſchiedenen Zeichen, 
dag eine mit +, das andere mit — verſehen erhält, fo gibt man dem 
partiellen Quotienten das Zeichen —, und zwar deshalb, damit bei 
der Multiplication das erſte Glied des Dividends wieder zum Vor⸗ 
fchein komme. Wären beide Glieder der Partialdiviſion negativ, fo 
würde der Forrefpondirende Quotient das Zeichen + erhalten. Man 
darf dies blos als ein Ergebnif der Rechnung anfeben, obne erflären 
zu wollen, was die Divifion zweier Glieder, die nicht beide zuſam⸗ 
men pofitiv find, wohl bedeuten möge. In der That handelt es ſich 
bier nur darum, ein Gyſtem von Gliedern zu finden, welches nach 
den befannten Regeln mit dem Diviför. multipliciet den Dividend wie⸗ 
der bervorbringe, 


Hierand entnehmen wir für die Divifion der Bolynome 
folgende Regeln: Ordne den Dividend und Divifor in 
Bezug auf einen und denſelben Suchftaben, dividire das 
erfie Glied des Dividends mit dem erfien GLiebe-des 
Divifors, was ein Glied des Quotienten gibt; mit die- 
ſem Gliede multiplieire den ganzen Diviſor, siche das 
Produkt vom Dividend ab; den Ref unterwerfe der. 
felben Operation. Bei den partiellen Divifionen be— 
obachte die Regel der Zeichen der Wultipkication; 
Diefe Operation wird fo lange fortgefeut, Bid man anf einen Reſt 
kommt, in welchem die böchfte Potenz jenes Buchflabend, nach wel⸗ 
chem geordnet worden dit, einen Fleinern Erponenten bat, als die 
böchfte Potenz deſſelben Buchſtabens im Divifor. 

Daß man auch in Nüdficht auf >, oder auf einen andern ge⸗ 
meinfamen Buchflaben, hätte ordnen, überdem ganz daflelbe in Bezug 
auf den Fleinfien Exponenten des Buchſtabens fagen Fünnen, was 
wir über den größten deſſelben geſagt haben, iſt bier noch zu be⸗ 
merken. | 
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$. 8. Hier ſtehen zwei andere Divifionsegempel ; 
6a’-+4a?d—9a?b?- 3ab>+254 | 24?+2ab— B? 
—ba3—64°5 + 3025? — — ab— 25: 
Erſter Ref 0... 20 'b—6u2b?— 3ab3+284 
+24°5-+24°5?— ab? 
ater ee A Abit 254 
+4a?5?-+-Aab?— 25 
Ser Reſt ....................0 
a’ —b° ab 
—05 +a'b al +a3b+a:b?+ ab’+ bi 
Erfier Reit... .a’d—5° 
—alb +a‘b? 
2ter Mefleeee.e....a 525° 
—435?+ 0753 
Ser Mefoseenonenceenne a2058° 
— a!b3-+abi 
Ater Reſt............... abi — 53 
—abt + 8° 
ſter Reſt............ 0 


Wenn man den Gang der letzten Diviſion mit Aufmerkſamkeit 
verfolgt, fo ſieht man bei der Diviſion von a — du durch 4 — 6, 
daß in jedem Meile und jedem Quotienten die Exponenten von a um 
Eins abnehmen, und die von 5 um eben fo viel zunehmen; die Reſte 
find alſo Binome, deren erfted Glied fucceffive amd, am 3?.,.. iſt. 
Kommt man zu dem Reſte adbm— dm , fo gibt die Diviſion durch (a—5) 
den vollſtändigen Quotienten ba: , fo dag am — bu durch (a—b) genau 


theilbar iR. Man par TI — uni tamestamta om, 








Bean d=1, fo "> — a— — 3 ä.... 1. 


Uebrigens iſt es leicht, die Richtigkeit dieſer Gleichungen dar⸗ 
zuthun, indem man die zweite Seite derſelben, bezüglich mit a — 5 
und a — 1 multiplicirt; man findet auf diefe Weife die Zähler ar — 
de und am — 1 wieder. 

Dividirt man a durch 1 — =, fo bat die Operation kein Ende, 


und man findet die unbegrenzten Quotienten * =a(i+r4+2’+24+...) 


Divifion. 8 





Man kann folglich die erfle Seite als die Summe der Glieder 
der zweiten Seite betrachten; dieſer Bruch iſt Biernach die Summe 
einer ins Unendliche fortlaufenden geometrifchen Reihe, deren erſtes 
Glied a und deren Quotient z iſt. MB a—=2, r=y,i—c>} 
fo findet man 2:3 oder 3 als Summe der ins Unendliche fortgefeuten 
Reihe 2:33:33:5.... Ebenſo für a = id æ — 3 iſt * 3(14 
34 Eee .). Endlich fir a=} und ss -il;5=,(li— 
+4 — it.) 

Der periodifche Derimalbruch [0,54] fo viel wie zisct.... 
oder ++ Il? +) HE, wenn man ee ? under 
— 135 feßt. Ueberhaupt ſtellt p die aus n-Ziffern befichende Periode 
eines vollſtaͤndig periodifchen Decimalbruchs san fo iſt diefer Bruch 


P_ı _P_ ___P 
* 4 Tier + x =; = = ——_ (Nrith. $. 53). 


Set mana = 1 und 2 =}, fe kommt — 2 = 1 +44 +... 
Dan begreift Anfangs nicht, wie man durch Addition von ſtets wach⸗ 
fenden und pofitiven Gliedern als Summe — 2 finden könne. Setzt 
man aber die Divifion nur bis auf A Glieder fort, fo hat man den 


Reſt ax!; der genane Quotient iſt demnach i+c+r?+ 24 —* 


wo der Bruch die Summe aller übrigen Glieder bis ins Uneabiihe 
darſtellt. Diefer Bruch wird —Y, wenn man a1 und z = 4 febt; 
stimme man alfo nur anf die erften Glieder Rückſicht, fo bilden die 
vernachläßigten Glieder eine negative Summe, die größer als der in 
Betracht genommene Theil if. Die beiden Theile find bier 1 +1 -+ 
+7 — N, was fh auf — 2, identiſch alſo mit der erfien Seite 
der frübern Gleichung, redueirt. 

Der Widerfpruch rührt allein daher, daß man die n erfien Glie⸗ 
der nur dann als einen mehr oder weniger annäbernden Theil der 


Summe betrachten kann, in 


dem Maße die Zahl der heibepaftenen dů cder zunimmt; was erfor⸗ 
dert, daß x kleiner als 1 if. Eine ſolche Reihe, in der die Glieder 
deko mehr abnehmen, je weiter fie fich vom erfien Gliede entfernen, 
wird eine convergirende Reihe genannt. 


Anmerkung. Convergirende Reihen find eigentlich diejenigen 
Reihen nur, für welche die Summen der Glieder, von den 





in 
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erfien am gerechnet, fich einer gewiſſen Grenze unendlich nä⸗ 

- bern. Wenn aber das Gegentheil ſtatt finder, d. 5. die er⸗ 

wähnte Summe bei Zunehmen der Zahl der Glieder fich Feiner 

beflimmten Grenze nähert, fo beißt die Reihe eine divergi- 

.. rende Neibe. Siehe die höhere Algebra über die Convergenz 

der Reihen und Cauchy's Lehrbuch der. algebraifchen Analyfis 

:  (überfegt von Huzler) fechätes Kapitel, von den convergirenden 
und divergirenden Reihen, 


I. 9 Auf eine Schwierigkeit wollen wir aufmerkſam machen. 
Es kommt nämlich zuweilen vor, daß der Buchſtabe, nach welchem 
man ordnet, ſich in mehreren Gliedern mit demſelben Exponenten 
verſehen vorſindet. Es iſt die Frage, welch Glied bier zuerſt gefchrie- 
ben werden ſoll, und was dann aus unſerer frühern Beweisart wird. 
Nach einiger Ueberlegung ſieht man, daß es in dieſem Falle hinrei⸗ 
chend iſt, den fraglichen Gliedern den Buchſtaben mit feinem Expo⸗ 
nenten als gemeinfchaftlichen Faetor zu geben, zwifchen Klammern 
fonach die ihn murftiplicirende Größe zu ſetzen. Diefes Aggregat wird 
dann als ein einziges Glied betrachtet, Hätte man z. B. Add? — 
4a'bc + aic!, fo fchreibt man a’C(4d?— Abo+c’), das ald ein ein- 
ziges Glied angeichen wird. 


Ein Exempel wird den bier zu befolgenden Gang klarer machen: 


(4B2_45c4+-02)a4_(824+25c-+02)a?b24-{b-+0)2a54— 5] (20-c)a3-(b+ e)ab+ 6? 
—(452_Abc+c?)ai+(25-c)(b+c) a?b_(25-c)a253 |(2d-c)a2+ (d-+c)ab-b? 
(25—_c)(d-+c)a5—(35?+bc+c?)a?d’+(d+c)2ab3b* 

—(25—_c)(ö+c)(ad5+(5°+25c+c2)a?5?-(b+c) ab? 
—(25-c) atbi+(ö+c) ab?_5° 
+(25—0) a?53_(b-+c) ab4+b® 

Ä 0 


Bon den Brücken und den gemeinſchaftlichen Theilern. 


$. 10, Alles, was wir über die arithmetiſchen Brüche gefagt 
baden, läßt .. auch von dem algebraifchen Brüchen behaupten. 


1) — bezeichnet alfo , daß die Einheit in 3 gleiche Theile 
getheift FR und von dieſen a Teile genommen find, Der Bruch 
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mit feinem Nenner multiplicirt gibt den Zähler, d. b. es if immer 7 
xb = 4, (Arith. $, 37,) 


2) Was anch m fein mag, fo hat man - * 7 (Arith- 
metif $. 38.) 


9 — + — „ii Arith, 5.39); — Hi = em. 
Das Zeichen + wird plus oder minus aubgeſprochen; es zeigt au, 
daß man in beiden Theilen zugleich entweder das obere oder das 


untere Zeichen nehmen fol. 


a — 10, _8 — 4, 2 u u 9. 
— oki 527" ur Tao u”, 
(a+ 2) (m + 9, — ltd (mg + CArith. 4. 40.) 
q eg 
MM nt 4, 
Zen Dez’ ya ec 
B.. p g(ac-+ b) 
—): = 1.77 . 4. 41 
(a + mr —) (mg +p)' GArith. ) 





6) — iſt größer oder kleiner als * — S, je nachdem a größer 


oder eiener als 5 if, Werden die seiden Brüche unter einerlei Be⸗ 


a _ab-+ ar a+x _ ab+bz 
nennung gebracht, fo iſt % "wor und S+= — Ibre) 
j ab+ax ab+bz 
Bon den Brüchen blorz) und 55 iſt nun derjenige der bedeutendere, 


der den größern Zähler hat, d. h. der erſte übertrifft den zweiten, wenn 
4 383; dagegen übertrift der zweite den erften, wenn 2 >.a. gun 


fo beweist man, daß —- >: — = wenn a<dm —< 

















, wem «> A. 
$. 411. Suchen wir jet den größten gemeinfchaftlichen Theiler 
D von zwei Bolynomen, A und B, fo ift dieſes ein drittes Polynom, 
weiches die beiden erſten genau theilt, und zwar fo, daß Die herams- 
kommenden Quotienten Seinen gemeinfchaftlichen Sartor mehr haben. 
, 2 
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I. Sind A und B durch D theilbar, fo ik A = Dr md B= 
Dy. Dividiren wir A durch B, bezeichnen den Quotienten dieſer 
Divifion durh 7, und durch R den Ref, fo werden "wir erbal- 
tn A — Bg -+ R, woraus wir, wenn mit D dividirt wird, x 


—90 24 ableiten; AR iſt alſo nothwendigerweiſe durch D 
theilbar und von der Form R— Dr, was æ 99 32 gibt, 


Jeder gemeinfchaftliche Theiler von A und B wird 
alfo auch den Reſt ihrer Divifion genau tbheilen. 


Nehmen wir jett an, daß D der größte gemeinfchaftliche Theiter | 


von A und B fei, d. h. z und y keinen gemeinfchaftlichen Factor 
mehr baben: fo enthalten auch y und = keinen folchen Factor: denn 
wäre derſelbe vorhanden , fo würde er auch = theilen müſſen, mithin 
ein gemeinfchaftlicher Factor von = und y srifliren. Der größte 
gemeinfchaftiihe Theiler von A und B it alfo auch 
immer der größte gemeinfchaftliche Theiler von B und 
dem Reſte ihrer Diviſion. 


1. Der größte gemeinfchaftliche Theiler von A und 
B wird nicht geändert, wenn man A durch eine Größe, 
welche mit B feinen gemeinfamen Faptor bat, dividirt, 
oder multiplicirt. Denn es fi A= Dx und B— Dy, wo 
z und y feinen gemeinfchaftlichen Factor haben, Offenbar wird D 
noch der größte gemeinfchaftliche Theiler bleiben, wenn man x oder yı 
oder auch nur irgend einen ihrer Factoren wegläßt; das nämliche fin- 
det flatt, wenn man A mit einer belichigen Größe », die mit 3 Fei- 
nen gemeinfamen Factor bat, multiplieirt. 


II. SR ein nach a geordnetes Bolynom A durch eine 
von aunabhängige Größe Ftheilbar, fo müffendie Cocf- 
fieienten jeder Potenz diefes Buchladen a einzeln durch 
Ftheilbar fein. Es fi Man + Har + .,... der Quotient von 
Adividirt durch 7, alſo A= FMaw -- FH +.... Da nun in? 
fein a vorkommt, fo können bier auch Feine Reductionen von einem 
zu einem andern Gliede ſtatt finden, Jeder Coefſicient behält dem⸗ 
nach den Factor F bei, 

Wir fohreiten nun zur Anwendung dDiefer SGSätze. Wein man 
nach der fogleich zu zeigenden Methode den größten gemeinfchaftlichen 
Theiler zweier belichigen Coefficienten von A, dann einen folchen 


Bruͤche und gemeinſchaftliche Theiler. is 


Theiler zwiſchen dem eben gefundenen Factor und einem andern 
Eoefficienten von A auffucht, und dies fiir alle übrigen Coefficienten 
fortfegt: fo iR Mar, im Falle A einen von a unabhängigen Factor 
bat, ſolcher mithin jedes einzelne Glied genan theilt, daß man auf 
diefe Weife jenen von a unabhängigen Factor 7" finden wird. Yan 
erhält biernah A = FA’, mo A’ ein bekanntes Polynom darfiellt , 
das keinen Factor ohne a mehr zuläßt. Eine ähnliche mit 2 aus. 
geführte Rechnung wird den von a unabhängigen Factor 77, wenn 
ſolcher exiſtirt, zum Borfchein bringen; man hat dann B = F"B', 

Der größte Theiler A zwiſchen F und F’ ift der von a unab- 
bängige, den Größen A und B gemeinfchaftliche Factor; oder mit 
andern Worten: bat der größte gemeinfchaftliche Theiler der Polynome 
Aund B die Sorm OK, mo der eine Factor Odie Größe a, der andere Kfein 
a enthält, und ift diefer letztere CK) gefunden, fo bleibt nur noch übrig 
O zu fuchen, das durch feinen von a unabhängigen Factor theilbar 
fein kann. Iſt einmal X befannt, bat man mithin P Ka und 
F! = Kß, woraus A= Ka-A’ und B= Kß-B': fo wird, indem 
man den Factor K wegftreicht, O der größte gemeinichaftliche Theiler 
der Größen Aa und B’B, oder vielmehr der Größen A’ und B‘ 
fein, weil man « und 4 meglaflen kann. (II) 

Hieraus entnehmen wir Folgendes: Nachdem die von a unab- 


bängigen und allen Gliedern gemeinfamen Sactoren Fund F’, der eine 


von A, der andere von- B, gefunden find, läßt man diefe Factoren 
weg umd erbäft dadurch die vereinfachten Polynome A/ und B’, 
Der den Größen Fund F’ gemeinfame Factor A wird bei Seite 
geſetzt, um den berausfommenden Theiler O zwifchen A’ und B/ 
damit zu multiplicirenz; AO wird dann der verlangte Theiler fein. 
Wir gehen nun an die Auffuchung des von a abhängigen Fac- 

tord O. Da der Quotient g von A’, dinidirt durch 23°, fein Bruch 
fein darf, fo reicht das bloße Verfahren wie bet Zahlen bier nicht 
aus, Es feien die zwei Polynome gegeben: 

Acc. u 6: 

B'.... Na + Nas! — ,,.. 
die nach dem Buchflaben a geordnet find. Man dibidirt das erſte 
Glted Mar durch das Glied Nar; enthält nun N einen Factor co, 
der M nicht heilt, fo wird der Quotient ein Bruch, Um diefe 
Schwierigkeit zu Heben, multiplieire man A’ mit =, was bier zu⸗ 
läßig if, da die von a nnabhängigen gemeinfchaftlfichen Factoren der 

2* | 
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Annahme gemäß aus 3’ herausgenommen find. MM gebt dadurch in 
die durch N theilbare Größe Ma Über. Dan kann alfo die erften 
Glieder Immer dahin verwandeln, daß die Theilbarfeit möglich wird, 
indem man bie Factoren, welche dem Aufgeben der Divifion entgegen- 
ſtehen, theils in N wegläßt, tbeils in M einführt. Ein ähnlicher 
Bang wird bei jeder nachfolgenden Divifion beobachtet, damit, wie 
es der Lehrſatz erfordert, in fämmtlichen Partiafanotienten Feine 
Brüche zum Vorſchein kommen. 


1) &8 feien die Polynome 
364?cd—120abcd--1008?’cd, und 36a'c—6a’be--90ab?o gegeben. 

Der gemeinfchaftliche Factor von 120adcd und 10052cd iſt 205cd; der 
von 205cd und 30a2cd ift Acd(F). Ebenſo erhält man 6ac(F") als 
gemeinfchaftlichen Factor fämmtlicher Glieder des zweiten Polynoms. 
Werden diefe Factoren weggelaſſen, fo redueirt fich die Aufgabe dar. 
auf, den größten gemeinfchaftlichen Theiler der Polynome 9a? 30a 
—+- 255? und 6a?— ab — 155? zu fuchen. Da aber Acd und 6ac den 
Saetor 2c gemein haben, fo behält man 2c gurüd, um damit den 
gemeinfchaftlichen Theiler der reducirten Polynome zu multipliciren; 
20 Äft der von a unabhängige Factor A. Hier flieht das Ende der 
Rechnung: 


9a? — 3005 + 256 | 6a? — ub — 155 |3a—55 gemeinfch. Theil. 
184? — 60ab -+- 505:]ir Quot.: 3 2a+35 
1rRet—57a5 — 955.127 Reſt 9ad — 155 

oder—195 (3a— 55) 3r Reit 0 


Weit 9a? durch 6a? nicht theilbar ift, fo multiplieirt man zuvor 
den ganzen Dividend mit 2; der Quotient 3 führt dann zu dem Nefte 
— 5746 + 955°, Die Aufgabe ift nun den größten gemeinfchaftlichen 
Theiler zwiſchen diefem Binom und dem vorigen Divifor zu finden. 
Man hat .alfo eine ähnliche Nechnung wie eben zu verrichten. Das 
gweite Polynom 64? — ab — 155? dient ald Dividend, der Net —57ab 
— 955° als Divifor. Der letztere läßt firh durch Hinwegftreichen des 
gemeinfamen Factors — 195, der.fein Factor vom Dividend ift, ver- 
einfachen, und man erhält (3 — 55). Da bier die Divifion aufgeht, 
n iſt der gefuchte größte semeinfihafeliche Theiler 2e (34 — 55) oder 
| ce — 108e., 


Gemeinſchaftliche Factoren. “Li 





kann 1 __ gg 
2) Der Bruch nr Free fon auf die einfachke 


Form gebracht werden. Die Polynome haben 2 und 3 als Factoren, 
die man, ohne den größten gemeinfchaftlichen Theiler zu ändern, 
weglaften kann; der Divifor wird dadurch in Aa? — Bay -- y? und 
das erfie Glied des Dividende In 348 verwandelt. Um die Theil 
barkeit möglich zu machen, multiplieirt man den Dividend mit 4, d. 5. 
man verdoppelt den Zähler; man bat alſo den größten gemeinſchaft⸗ 
lichen Theiler von 124°—120°’y+ day — ig ‘und An’— Say--y? zu ſuchen. 
Eine erfte Divifion gibt den Quotienten 3a und den Ne 3u’y-—- ay” 
— 48. Um die Divifion abermald möglich zu machen - multiplicirt 
man diefen Reit mit 45 der Dividend wird, nachden man den ge⸗ 
meiniamen Factor y weggelaſſen bat, 124° Auy — 1öy?. Eine zweite 
Diviſion führe zu dem Reſte 19ay— 19y?, der jcht als Divifor von 
Aa? — Say —+- y’ gebraucht wird und fich auf «a — y redueirt, wenn 
man die Faetoren 19 und 9 wegſtreicht. Da die Divifion aufgeht, 
fo it a — y der größte gemeinfchaftliche Theiler. Der vorgelegte Bruch 
redueirt fich hiernach anf Pe . Hier ſteht die Rechnung : 
124? — 120’y--iay? — Ay3läa? — Say-+-y’|t9ay— 199? . 

+ 30°’y-+ ay?— Ay!3a + 3 a— ygemeinfch. Theiler. 

12a? +Aay ty — ay-y?d da —y. 
19ay — 19y? ee 

3) Man findet ebenſo, daß 20? — Zub — 5? der größte gemein- 

fchaftliche Theiler der Größen 4at— 4a?5?+4a5’— 54 und 6at-+-Aad 


4a% — Aa?b’-- hab? — di 


34: — ab — 28° 

54426 — 245° 
4) In dem Bruche 160% 13015! it 35 der von a 

unabhängige Factor; läßt man ibn in beiden Gliedern, desgleichen 2 

im Zähler weg, fo iſt man darauf zurückgeführt den gemeinichaftlichen 

Theiler von 9a?— 4b? und 15a? -+- ab — 3ab!-+ 2b? zu fuchen. Mai 

finder, daß folcher 30+25, mithin 3b (3a-4-25) der verlangte Theiler 

0 6a — 4b 
if; der gegebene Bruch redueirt ſich hiernach auf — Ye pre, 


& % 








iſt demnach gleich 
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5) Man darf nicht vergefien, die Glieder, die dieſelbe Potenz des 
Buchfiaben, nach welchem geordnet if, enthalten, zufammen zu neh⸗ 
men und als ein einziges Glied zu betrachten. Es findet dies bei 
dem Bruche 

a?(b? — ce?) — ab (2b? be — c) + b’il(b + ec) 

a’ (b + 2be -+c?) —a:b (25? 3b6e + c?) + ab? (b-+-c) 
flatt. Die Betrachtung der Eoefficienten (b-+- c), (25? -be— ec), 
(b2 — ec?) u. ſ. w., zeigt bald, daß (b-+- c) ein von a unabhängiger 
gemeinfamer Factor if. Man fcheider ihn als einen Factor des größ- 
ten gemeinfchaftlichen Theilers aus und ſucht folchen letztern zwiſchen 
den erhaltenen Quotienten «a (b—c) — ab (2b — ce) +b’und a3(b-4-c) 
— aëb (25 --c) - ab'. Man finder bei fortgefeuter Operation noch 
den gemeinfamen Factor a —b ; das Broduft aus diefem in den 
erfien oder (a— 5) (b — 0) iſt der größte gemeinfchaftliche Theiler 
der Glieder des gegebenen Bruches; er redueirt fich biernach auf 

a(b—c) — b? 
 e(b-++ec) — ab! 

6) Man fuche den größten gemeinfchaftlichen Theiler der Bot. 
nome (c — d) +25 (c— d)a-H-b?(c—d),... (A) und (be — 
bdi+-°— cd) a +bd-H-bR— brc—bed,... (8). 

Man fieht auf der Stelle, daß A und B den gemeinfamen Factor 
e — d haben, der aus beiden Größen herausgezogen wird, wodurch 
Aina’-+-2b-+-b’(A) und Bin (b-+c)a-Fb(c—b) (B/) ver- 
wandelt wird, Es zeigt fich bald , daß A’ und B’/ keinen gemein- 
fchaftlichen Factor mehr haben; folglich if der oben gefundene Fac- 
tor (e — d) der größte gemeinfchaftliche Theiler von A und B, 


$. 42. Die Heinfte durch zwei gegebene Zablen a und db theil- 
bare Zahl» zu finden. Diele Zahl würde offenbar ax 5 fein, wenn 
a und 5b Primzahlen unter fich wären. Nun. fei d ein Theiler von a 
und b, fo daß a = da’und b — db’, Da dab! — ab! = ab, ſo 


it da’ b/ durch a und 5 theilber. 2 iſt aber deſto Fleiner, je größer 


d iſt; biernach wird die Zahl nm — da’v’, die kleinſte durch und 5b 

beilbare Zahl fein, wenn d ihr größter gemeinfchaftlicher Theiler 
iſt. So haben 312 und 132 ald größten Theiler 125 die Quotienten 
find 26 und 11’; folglich 12 -26- 11 — 3432 dad tleinſte Vielfache von 
812 und 132, 
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zweites Rap tel 
Son den Sleihungen des erfen Grades. 
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Bleihungen vom erſten Grade mit einer Ienbetannten.. 


$. 13. Der Grad- einer Gleichung wird durch die höchſte in ihr 
vorkommende Boten; der Unbekannten angezeigt: z, 9, 2... . flellen 
Die unbekannten, a, d, ©... dagegem die gegegebenen Größen dar. 
So Hi ar + 5 = er eine Gleichung vom erfiem Grade; 
ar? + dr = c eine vom zweiten Grade, oder quadratifche 
Sleichung: 
x’ + 9x2? = r eine vom dritten Grade, oder eubifdye 
Sleichung, u. f. w. 


Anmerkung Eine Gleichung beißt unbedingt oder ibentifch‘, 
wenn ihr völlig Genüge geleiftet wird, welchen Werth man 
auch den darin vorfommenden Buchſtaben geben mag. Eine 
ſolche Streichung it 4 Ca +5) e = 2ac + Abe —+- 5d —+- 2uc 
— 5d. Eine algebraifhe oder bedingte Gleichung ift dagegen 
dieienige, welche erſt dann beflchen fans, wenn man einem 

oder mehreren. der darin vorkommenden Buchſtaben gewiſſe 
Werthe beilegt. So if 52 = 27 + 8 eine algebraifche 
Gleichung, weil fie nur für einen gewiſſen Werth von = vich- 
tig wird. Gleichungen, in welchen auffer den. Unbekannten 
blod Zahlen vorkommen beißen numeriſche Gleichungen, dage- 
gen Literalgleichungen diejenigen, welche blos Buchſtaben ent- 
halten. " 


- Am eine vorgelegte Aufgabe oder ein Problem aufsnlöfen, muß 
mon vorerft die Bedingungen, durch welche die gegebenen Größen 
mit der unbefannten verbunden find, mittelſt einer Gleichung aus. 
drücken. Iſt diefe Webertragung der Aufgabe in die algebraifche 
Sprache sgefcheben, fo bleibt nur noch die Aufgabe aufzulsſen übrig, 
d. h. die unbekannte von. allen befannten Größen, mit welchen fie ſich 


%& 
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verbunden findet, befreien, und fie auf die Form a — A bringen; 
A ift der gefuchte Werth. 

3.83. ein Bater iſt jetzt viermal fo alt als fein Sohn, die 
Summe ihrer Niter beträgt 45 Jahres mie alt ift jeder? Es ſei x 
das Alter des Sohnes, Ax demnach dad Alter des Vaters; dac+ 
4x zuſammen 45 Fahre betragen fol, fo ik 5x — 45. Es iſt dies 
die Gleichung, welche in unferer Aufgabe die Verbindungsweiſe, in 
der die unbekannte zu den gegebenen Größen ſteht, ausdrückt. Diefe 
Bleichung muß jetzt aufgelöst werden, mas dadurch gefchieht, daß 
man auf beiden Seiten mit 5 dividirt (Arith. $.5); man erhält 2—9, 
alfo 9 Jahre das Mlter des Sohnes und 36 Fahre das dei 
Vaters. 

Man fieht bier deutlich, wie die Aufgabe ans zwei fehr verſchie⸗ 
denen Theilen beſteht, eritend aus dem Anſetzen der Sleichung, 
zweitens aus dem Auflöfen derfelben. Wir wollen nun diefe 
zwei Theile näher unterfuchen, und mit dem zweiten den Anfang 
machen. 


$, 14. In einer Gleichung vom erfien Grade Tann die unbe- 
kannte mit den befannten Größen nur durch Addition,. Subtraction, 
Multiplication und Divifion verbunden fein. Hier folgen die Regeln, 
die man anwenden muß, um fie davon zu befreien: 


I. Hat die Unbekannte mehrere Bruch-Eoefficienten, fo multi⸗ 
plieire man die ganze Gleichung mit der Zahl, welche der gemein- 
fchaftliche Nenner abgeben würde (Arith. $. 38). Diele Operation 
fört die Gleichung nicht, und entfernt aus ihr die Diviſoren. Es 
geht dies dahin aus, alle Glieder auf einerlei Nenner zu bringen 
und folchen nachher wegzulaſſen. Es ſei 3. 8. die Gleichung: 

.3j/7t+-j7—- 20 —; r=jir— —8. 
Wird das Ganze mit 12 multiplieirt, fo wird die Gleichung 
82 — 6r — 240 — 2x = Ir — r — 9%, 
oder 122 — 240 = 8r — 96, . 
wenn man anf jeder Seite die angezeigten Operationen ausführt. 


1. Ale unbekannten Glieder werden auf die eine Seite, und 
die gegebenen Größen auf die andere Seite gebracht; dabei erhalten 
Die Glieder, welche von einer Seite auf die andere fommen, ein dem 
vorher gehabten entgegengeſetztes Vorzeichen. Unſere letzte Gleichung 
wird hiernach: 122 — 8x 240 — 96, oder Ar 144. 
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In der That läßt man 240 im erſten Gliede der Gleichung 12x 
— 240 weg, wodurch ed auf 12x redueirt wird, -fo iſt es um 240 
vermebrt worden; damit die Gleichung nicht aufgehoben werde, muß 
man alfo das zweite Glied um 240 vermehren. Aehnlicherweiſe wird 
durch Hinweglaffung von 8x das zweite Glied der Gleichung um 8x 
vermindert; man muß daher auch das erfie Glied um Sax verringern, 


IH. ermittelt diefer beiden Regeln Tann die Gleichung auf 
die Form ar — b gebracht werden. 5 ift das Produft-von a multi⸗ 
plieirt mit æ (Arith. $. 5); wenn man daher b durch a dividirt, fo 


gibt der Quotient den Werth von =; alfo = = — Die Unbe⸗ 


fannte wird folglich von ihren Coefficienten dadurch befreit, daß 
man die ganze Sleichung durch diefen Coefficienten dinidirt. 

Unfere Gleichung Ar = 144 gibt biernah z = "= 36, Diele 
Zahl thut der oben gegebenen Sleichung Genüge, d. h. ihre beiden 
Glieder werden einerlei fein, wenn man überall 36 anflatt = febt. 
In unferm Beifpiele IE 24 + 18 — 20 — 6 = 27 — 3 —8—=46, 
wie es fein muß. 


IV. Eine Gleichung vom erften Grade läßt nur eine Aufld- 
fung gu. Denn jene kann immer auf die Form a + db = 
ex + d gebracht werden; könnte nun = zwei Wertbe, a und B, 
haben, fo hätte man die Gleichungen ca+b=ca+d, aß +b=ch+dı 
woraus, indem die zweite von der erfien abgezogen wird, a(«— ß) 
= ce (a — B), oder (a— c) (a— PB) = 0; diefer Gleichung Tann 
nur dadurch Genüge gefcheben, daß a = PB, weil a und o gegebene 
ungleiche Größen find. 


dier nur einige Beifpiele zur Anwendung diefer Negeln : 
) = + 7 a wird der auf bei- 
den Seiten gemeinfchaftliche Bruch © — — meggelaffen, fo hat man 


EZ. m=pr+n; 
wird das Ganze mit b multiplichrt, fo fommt ar bm=bpxr-+-bn; 
werden die Glieder Bm und bpx verfegt, fo it ar— bpr = bn — bm; 


oder 0 0 0 — % ‘ ® ‘ ® “ 0 v ‘ ‘ x(a—bp) = b(n—m); 


b — 
wird durch 4 — bp dividirt, fo kommandlich x = am 
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2)Isc—- N +-:r—= tr — 83; durch Verſetzung erhält 
wc + rer — 42 =%0 — 82, oder 5x — 47 —= 8; wird 
die Steichung mit 16 multiplicirt, fo fommt 182 — 10x == 8x 15, 
oder Sr — 8-15, woraus æ 15. 

3) 3 +9 =jr — 10 gibt 9-- 10 = Hr — 32; wird mit 21 

multiplieirt, fo kommt 19 x 21 = 727 —6r=xr; alfo z — 399, 

4) 32 — 40 — ir = 60 —r gibt 3er — Hr + Zr = 1005 wird 
mit 9 <A multiplicirt, fo erhält man 40x — A5r + 2527 = 
180 + 100, oder 2472 — 18000; folglich æ — Sy — 72/8745. 


$. 15. Wir kommen nun zum erflen und fchwierisften Theile 
der Aufgabe, der darin beſteht, die Gleichung anzuſetzen. Um dahin 
gu gelangen unterfucht man mit Aufmerkſamkeit die Aufgabe in allen 
ihren Umſtänden, um fie gehörig zu verfichen ; gibt der Unbekannten 
einen vorläufigen Werth , und nimmt dann mit diefer Zahl die erfor. 
derlichen Operationen vor, um zu prüfen, ob fie paſſe oder nicht. 
Auf diefe Weife Fennt man die Meibe von Rechnungsoperationen , 
die man mit der gefuchten Zahl ausführen müßte, wenn fie gegeben 
wäre, um zu ermitteln, ob fie wirklich der Aufgabe genüge. Mit 
Hülfe der algebraifchen Zeichen endlich, unterwirft man x, welches bie 
Unbekannte vorſtellt, ganz denſelben Operationen, und die Gleichung 
wird gebildet ſein. 

Hier einige Beiſpiele um die Anwendung dieſer Vorſchrift zu 
zeigen: 

J. Wie groß iſt die Schuldenlaſt einer Perſon, die nach Ab⸗ 
tragung der Hälfte, Des Drittels und des Zwölftels derſelben noch 
630 fl, ſchuldig bleibt? 

Rehmen wir an, daß die Berfon 1200 fi. ſchuldig ſei; 600 iſt 
bie Hälfte, 400 das Drittel, 100 das Zwölftel: die Perſon bat alſo 
1100 fl, bezahlt; nun if fie noch 630 A. ſchuldig, folglich wäre fie 
im Ganzen 1100 + 630 oder 1730 fl. ſchuldig, und nicht, wie an⸗ 
genommen wurde, 1200 fl. Die Annahme war demnach unrichtig; aus 
den dabei Rartfindenden Rechnungen, die man mit = leicht ausführt, 
ergibt fich 


- 4 + I 
r= 7 + 3 + 12 + 630, 
Das Mebrige bietet feine Schwierigkeiten mehr dar; wird mit 12 mul⸗ 


tiplieiee, fo bat man 122 P6r-- ic x -+ 7560, der 1— 
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44x + 7560; woraus = = 7560 fl.; es iſt dies die geſuchte Zahl, 
wie man fich leicht überzeugen Tann. 

. Unfere Regel, um eine Aufgabe in Gleichung zu bringen, beſteht 
alſo, wie fchon geiagt, darin, mit x fämmtliche Operationen vorzu⸗ 
nehmen, die man ausführen müßte, um den Werth der Unbekannten 
zu prüfen, ob er in der That der Aufgabe Genüge leiſte. 

Der der Unbekannten willkürlich beigeltgte Werth dient nur dazu, 
die fraglichen Nechnungsoperationen gehörig herauszuſtellen; der 
Mühe, davon Gebrauch zu machen, if man durch einige Uebung bald 
überhoben. 

1. Es fol die Zahl angegeben werden, deren dritter und vier⸗ 
ter Theil zufammen 63 ausmachen. Gest man die unbekannte Zahl 


— x, fo if der dritke Theil derſelben = — und der vierte Theil 


rc 


=. Folglich iſt die Gleichung 5 = +4 2 = 635 fie reducirt ſich 


auf 72=12-63: woraus e— 3:9 





= 12:9 = 108, 


Bil man bie Zahl haben, deren fünfter und ſechster Theil zu- 
fammen 22 geben, fo muß man von neuem die Gleichung anſetzen, 


und fie dann auflöfen. Man Hat anf folge Weiſe + —- = 
22; woraus Air = 30-22, und = = 60, 


BIN man num diefe beiden Aufgaben, und alle ähnlichen der Art, 
die nur durch numerifche Werthe von einander verfchieden find, anf 
einmal Iöfen, fo Hellt man die Zahlen durch die Zeichen a,b, c. .. 
geeignet, alle möglichen Werthe auszudrücken, dar, und Lößt danıı fol⸗ 
gende Aufgabe auf: Welche Zahl ik es, die, wenn fie durch a and * 
dividirt wird, und hierauf die Quotienten addirt werden, die Summe 
ssiht? Man finder — + . = 8, woraus x= a 

Dieſer Ausdruck iſt eigentlich, fo zu fagen. nicht der Werth, der 
in unfern Aufgaben vorfommenden Unbefannten, er zeigt vielmehr 
die anssnführenden Nechnungsoperationen für alle an. Ein folcher 
Ausdruck Heißt eine Formel, Die vorliegende Formel zeigt, daß 
die Unbelannte gefunden wird, indem man die in der Aufgabe ent- 
baltenen drei Zahlen miteinander muttiplichrt, und das Produkt abs - 
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darch die Summe a -+ 5 der beiden Diviforen dividirt. Unſere Formel 
iſt alfo nichts anderes, als eine abgekürzte Schreibart diefer Ausfage. 
Die Algebra iſt folglich nichts anderes als eine Sprache, die beſtimmt 
id, Bernunftfchlüffe auszudrücken; ihre Schriftzeichen zu leſen und 
su fchreidben, muß man verfichben. Der Vortheil, den jene For- 
mei gewährt, iſt folcher Art, daß der erfabrenfte Algebraift und der 
ungeſchickteſte Rechner beide jest die Aufgabe Inien können. Der 
Vestere gelangt nur dahin, indem er fich einer mechanifch erworbenen 
Fertigkeit blindlings überläßt ; verfchiedenartige Aufgaben bringen über- 
dies verfchiedene Formeln mit fih, der Aigebraift allein weiß fie zu 
finden. Man fiebt hieraus, wie zuweilen Perfonen mit erflaunens- 
worther Leichtigkeit rechnen und Reſultate genan finden‘ können, ohne 
daß fie eigentlich verfichen, was fie machen. 


II. Die Summe der Alter zweier Brüder beträgt 57 Jahre, 
der eine it 7 Jahre Älter als der andere; wie alt iR jeder? Es fei 
x das Alter des Jüngern, alfo c — 7 dad Alter des Aeltern, folg- 
lich die Gleichung z + x -+ 7 = 575 woraus 27 -—- 7 = 57 und r 
— 25; der Jüngere ift 25 Jahre alt, der Aeltere 32 Fahre, 

Wenn man die Ausfage diefer Aufgabe näher unterfucht, fo ſieht 
man leicht, daß fie unnörhige Dinge enthält; offenbar geht fie dabin, 
aus der bekannten Summe 57 von zwei Zahlen und ihrem Inter 
fchiede 7, jede diefer Zahlen zu finden. Ueberhaupt iſt es zweckgemäß, 
die Aufgaben von dem ihnen beigemengten Fremdartigen, das die 
Ideen nur verdunkelt und die Verbindungsmweife der Größen unter- 
einander verfiedt, möglichſt zu entkleiden. Es gehört dazu ein be 
fonderer Takt, den man nur durch Uebung fich_erwirbt; weder Kch- 
ver noch Bücher können und die erforderliche Urtheilskraft geben 
um zu entfcheiden, was bei einer Ausſage nothwendig, was nnnd- 
thig ſei. Um die vorige Aufgabe allgemein zu machen, drüden wir 
fie nun folgendergefaft aus: Es follen zwei Zahlen gefucht werden, 
deren Summe gleich s und deren Differenz gleich d if. Dan be 
geichne die Fleinere durch æ, die größere wird dann durch = 4 auß- 
gedrückt. Die Bedingung der Mufgabe gibt alſo + (2 + M)=s; 
woraus 27=s —d, und 2 =; (s—d) Die Fleinere der gefuchten 
Zahlen if gefunden; die größere it x + d, oder I(s—d) + d 
2 ĩ (9). Folglich find zei (s—d), und c--d=i(s+d) 
die der Aufgabe entfprechenden Zahlen. Dan nimmt die Hälfte der 
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gegebenen Summe und die der gegebenen Differenz; die größere Zapf 
erbält man dann, wenn diefe Häsften addirt, und die kleinere, wenn 
die Hälften von einander abgezogen werden, 

Ein ans zwei Stockwerken beſtehendes Haus bat eine Höhe vom 
15 Metern, der erfie Stoc it 1 Meter höher als der zweite; wie 
boch iſt jeder Stod? 7: und z find die Hälften der gegebenen Zab- 
len; alfo ik 77 + I 8 Meter die Höhe des erſten Stocks, 73 — 
== 7 Meter die Höhe ded zweiten. 

IV. Eine Zabl a in zwei folche Theile zu zerlegen, die 
fich zu einander. verhalten wie m gun. Welches find diefe Theile? 


Der erfie Theil fei x, der andere iſt dann —; da die Summe die- 


fer Theile a beträgt, fo bat man die Gleichung = —+- — = a; 


woraus x = 
m-Fn 


Eine Zabl in drei Theile zu zerlegen, die fich zu einander ver. 
halten wie. min:p. Iſt x der erfie Theil, fo find die zwei andern 


æ nud PE. NT, PZ —_a: * 
— mb * folglih = + 54 = a; worandr 


(Sefenfchaftsrechnung Arith. $. 79.) 

V. Ein Vater ift jetzt 40, fein Sohn 12 Jahre alt; in wie viel 
Jahren wird der Vater dreimal fo alt als fein Sohn fin? mx 
Jahren iſt des Vaters Alter = 40 + x Fahre und das des Sehne = 
12 +2. Da 40 + x gleich dem Dreifachen von 12 +- x fein fol, 
ſo iſt 0 + = 36 + 37; wrand = 2, | 


VI. Mehrere Berfonen, die A, B, C... beißen mögen, ſollen 
eine gewiffe Geldſumme unter fich theilen; nach getroffener Weber- 
einfunft nimmt A aus der Maffe 10 Dufaten und den fechsten Theil 
des Reſtes; B nimmt 20 Dukaten und den ſechsten Theil des Neſtes; 
C nimmt 30 Dukaten und den ſechſten Theil des Reſtes, und fo 
fort big zur Testen Berfon, die, das mas übrig Bleibt, nimmt; nach 
gefchebener Theilung hat jede Perſon gleich viel. Wie groß war die 
zu theifende Summe, die Zahl der Perfonen and der Antbeil einer 
jeden? . | 

Obgleich bier drei Unbekannte vorkommen, fo zeigt doch eine 
geringe Aufmerkſamkeit, daß, wenn die zu theilende Summe = gefun⸗ 
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den wäre, man bald auch die übrigen haben würde; die Aufgabe Tann 
folglich fo behandelt werden, als wenn nur eine Unbekannte da wäre. 
Nimmt A 10 Dukaten, fo bleiben noch z — 105 der ſechste Theil 
davon iſt * 0: der Antheil des A ift folglich 10 + en , oder 
x -+ 50 
6 








B nimmt jest 20 weg, es bleiben biernad æ — En _ 20 


— 57 — 170 nt 
6 


; der fechöte Theil davon ift 
2 — —* 





; der Antbeil des 


sr — * 


B iſt folglich 20 + oder 


Da diefe beiden Antheile gleich fein ſollen, fo hat man + 50 





6 
er, oder-60 -4- 300 = 5x2 4550: woraus x = 250, 
Die Summe beträgt alſo 250 Dukaten; der Antheil eines Jeden 


if I > 50 oder 505 die Zahl der Perſonen tft gleich — oder 5, 

VII. Aus a Karten werden b Karten gezogen; auf I der letz⸗ 
tern legt man fo viel Karten, bis die Zahl der Karten mit der 
Zahl der Augen der Karte, auf welche man legt, c ausmache; zu⸗ 
legt Bleiben dann noch d Karten übrige. Wie groß iſt die Summe 
der Augen x anf jenen 5 erfien Karten. 

Die Zahl der Augen, nebfi der Zahl der darauf gelegten Karten 
macht zuſammen be; zieht man die Anzahl der daranf gelegten Karten 
davon ab, fo ift der Reſt gleich =. Nun if die Anzahl diefer Kar 
tn=a—d—b, Folglich =be— (a — d—b) dr c—b 
(+1) +d—a. 

Hat man 32 Karten, zieht aus Ihnen drei Karten heraus, und fol 
die Anzahl der Augen der eriten Karte mit der Anzahl der darauf lie⸗ 
genden zuſammen 12 ausmachen, ſo it x =d-+- 7. 


VIH. Hat man eine Formel, welche den Werth der Unbekannten 
eines Problems in Buchſtaben ausdrückt, gefunden, fo kann man ber- 
nach diefe Unbekannte ald gegeben anſehen, und dafür eine der gege- 
benen Größen als die gefuchte annehmen; löſt man nämlich die ge⸗ 
fundene Gleichung in Bezug anf die letztere anf, fo bat man die 
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Formel abgeleitet, welche eine durch jene Acnderung dev Unbekanuten 
entfiandene andere Trage beantwortet, Ueberhaupt kann man in einer 
Gleichung jede verfchiedene darin vorfommende allgemeine Größe als 
die gefuchte anfehen. Es iſt alfo nicht gerade nötbig, die Elemente 
einer Aufgabe in gegebene und unbelannte Größen zu unterfcheiden, 
Dan fucht nunmehr die Nelation der verfchiedenen in der Aufgabe 
vorfommenden Größen zu einander durch cine Gleichung auszudrücken; 
die jedesmalige Frage beſtimmt, welcher der als unbefannt zu betrach- 
tende Buchſtabe fei. Diele Bemerkung erleichtert die Auflofung von 
Broblemen, wo die Unbekannte in einer verwidelten Verbindungs⸗ 
weife vorköͤmmt. Wir geben nun ein ziemlich zuſammengeſetztes 
Exempel, in dem das chen Geſagte feine Anwendung finden kann. 

Die Mechanik lehrt, dag die Schwingungszeiten 4, 4 zweier Pen⸗ 
deln fich wie die Quadratwurzeln aus Ihren Längen 2, X verhalten, oder 
EU=TYI.YV, Kennt man drei diefer Größen, fo finder man bie 
vierte ans. der SGfeichung 7° — 1, Ein Bender macht aber deſto 
mehr Schwingungen, je fchneller er geht; find alfo a und »“ die Zahl 
der Schwingungen, welche die zwei Pendel 2 und 4 in derfeiben Zeit 
machen, fo bat man die Broportion 2 = nn; folglich win = T!: 
vi, woraus nV. Nun zeigt die Erfahrung , daß der 
Sekundenpendel (derjenige, der 60 Schwingungen in einer Minute, 
oder 86400 Schwingungen an einem Tage macht) im leeren Raume 
zu Baris eine Länge von 0,9938267 Meter (2), oder von 36,713285 
3008 (2) hat. 

Hiernach fann man die Zahl der Schwingungen n’ eines be. 
kannten Bendeis 7 während einer gegebenen Zeit leicht beſtimmen, 
oder umgekehrt, and der Zahl der Schwingungen n’ während einer 
beftimmten Zeit die Länge 2 eined Pendels finden. Denn das zweite 
Glied der Bleichung.n’ VI iſt befannt, man braucht alfo 
nur U oder n’ zu füchen. 3. B. welche Länge muß ein Pendel haben, 
damit er 100000 Schwingungen in 24 Stunden mache? 

q ‚ 

Man bat = = wo n = 86400, Log. a 9,8730274 
— 100,000 umd — 0,9938267 if. Die Log. = 0,9973106—1 
nebenfehende Rechnung gibt # in Dieter an; —Rog.n=—10 
es ift die Länge des Sekundenpendels, wenn Log. = 0,8703380—1 
man den Tag in 10 Stunden, die Stunde = 0,71418378 
in 100 Minuten, die Minute in 100 Sekunden abtheilt. 


a 
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IX. A und B treten mit gleich viel Geld gu einem Spiel; der 
Verluſt des A beträgt 12 fl., der des B 57 fl., dadurch bat 3 nur 
noch den vierten Theil von dem was A übrig behält. Wie viel hatte 
jeder vor dem Spiel? Antwort; 72, . 


x. Berdoppelte man mir die Zahl meiner Thaler, ſagt Jemand, 
fo würde ich 8 verfchenfen; man erfüllt dreimal nach einander diefen 
Wunfch, es bleibt ihm zuletzt nichts übrig. Wie viel Thaler hatte 
Diele Perſon? Antwort : 7. 


XI. Eine Zahl zu finden, bei weicher, wenn fie durch « und 8 
dividirt wird, und bieranf Die Quotienten abgesogen werden, die 
Differenz gleich a ei? Welche Zahl iſt es? Antwort: æ — m 

xU. Eine Zahl zu finden, deren Produkt aus ihren m gleichen 
heilen gleich dem Produkte aus ihren m —+- 1 gleichen Theilen fei (das 


Produft der drei Drittel z. 8. gleich dem der vier Viertel). Man bat 
| (m + 1Jm +: 


m 


z = 


xım Ein Jäger verfpricht für jeden Fehlſchuß, den er thäte, 
einem andern 5 fl.; dagegen fol der andere ihm jedesmal c fl. geben, 
wenn er träfe, Nach n Schüffen find beide Jäger fich entiveder nichts 
ſchuldig, oder der erfte iſt dem zweiten @ ſchuldig, oder der zweite „ 
dem erſten. Dan verlangt eine Formel, welche die Anzahl der 
Fehlſchüſſe für diefe drei Säle gibt. Der Gewinn ift c mal die Zahl 
(n—x) der glücklichen Schüffe, der Verluſt iſt dmal x; woraus x 
—c(n—ı) = 4+d. 
Dan findet = — "4, 
db -+- c 

Für den erſten Fall if d Nun; für den zweiten Fall gilt das 
obere, für den dritten das untere Zeichen, 


XIV. Ein Springbrunnen füllt einen Wafferbebälter in A Stun- 
den , ein zweiter füllt denfelben Behälter in A Sunden 5; in welcher 
Zeit würden beide Springbrunnen, wenn Be sugleich fließen, den 

n hh! 
Behãlter füllen ? Antwort: x = wer 

Das Problem wird ebenfalls leicht gelöst, wenn mehr als zwei 

Springbrunnen da wären. (Arith. $. 77.) 
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Anmerkung Die Aufgabe wird eine andere, wenn die Ge 
ſchwindigkeit, mit der das Waſſer flieht, nicht unverändert 
bleibt. 

Sich in der Bildung und Auflöſung der verſchiedenſten FR 
chungen tüchtig zu üben, ift nüglich und nothwendig. Eine treff- 
liche Auswahl folcher Aufgaben enthalten nachftehende Schriften: 

1) Sammlung von, Beifpielen, Formeln und Aufgaben aus der 
Buchftabenrechnung und Algebra von Meier Hirfch, 

2) Sammlung von Formeln, Aufgaben und Beifpielen and der 
Arithmetik und Algebra von J. Salomon. 

3) Sammlung arithmetifcher Uebungsaufgaben in ihrer An⸗ 
wendung auf Gegenſtände, welche fich befonders mit Logarithmen 
und Formeln viel leichter als gewöhnlich berechnen laflen, voh Ch. Breit- 
haupt, 

4) Auflöfungsichre der Gleichungen des erſten und zweiten Gra⸗ 
des, ſammt einer Sammlung von Aufgaben von T. Besliba. 


Bemerkungen über die Gleichungen des erſten Grades. 


4. 16, Die algebraiſchen Formeln können nur in fo fern einen 
Haren Stun haben, als fie der Ausdrud einer Reihe von Nechnungs- 
operationen find, deren Auflöfung möglich it. Die ifolirte Größe —a 
3. B. drüdt etwas Ungereimtes ans, fobald «>25 if. Es if bier 
der Ort, auf die vorigen Operationen zurückzukommen, da fie zuweilen 
dergleichen Schwierigkeiten darbieten. 

Jede Gleichung vom erften Grade Tann immer dahin gebracht 
werden, daß ihre fämmtlichen Glieder pofitiv feien, oder daß fie fol- 
gende Form babe 

a +H-b= or + d,.... (i). 

Anmerkung. Die negativen Glieder weggufchaffen if ſtets mög⸗ 
lich, da nichts hindert, auf beiden Seiten eine und diefelbe 
Größe hinzu zu abdiren. Eine folche aber abzuzichen gebt nicht in 
allen Fällen an; die beiden Glieder müſſen deshalb größer als 

. ine fubtraftive Größe fein. 


Nehmen wir nun cz + 5 auf beiden Seiten der Gleichung (1) 


dd 
weg, fo kommt a—emdb, woraus x = ug (2). 


1.80. 28. Bu. 8 





54 Bemerkungen über die Gleichungen 





Drei Fälle kommen jetzt in Betracht: erfiens, wenn d>bunda>e; 
zweitens, wenn nur eine diefer Bedingungen flatt hat; drittens, wenn 
5>dund c>a, In dem erfien Falle löſt der Werth (2) das 
Problem auf; in den beiden andern Fällen aber weiß man nicht mehr 
recht, weichen Sinn man diefem Werthe von a beilegen ſoll. Dies ifl’s, 
was wir bier näher zu umterfuchen haben. 

Im zweiten Falle ift eine der Subtractionen dd, «— c unmög- 
lich. Es fei z. B. SS und a>c; es if Mar, daß alsdann die 
Gleichung ungereimt iſt, weil die beiden Glieder ax und 5 des erfien 
Theils bezüglich größer als die Glieder cz und d des zweiten Theiles 
find. Stellt ſich alfo dieſe Schwierigkeit dar, fo wird man überzeugt 
fein, daß irgend cine Abſurdität in der Aufgabe vorkomme, indem die 
Gleichung ja nicht anders, als u getreue Ueberſetzung jener in die 
algebraifche Sprache iſt. 

Der dritte Fall findet ſtatt, wenn 1 >d und e 4; man bat als⸗ 
dann zwei unmögliche Gubtractionen. Nun haben wir, um die Glei- 
hung (1) anfzuiöfen, auf beiden Seiten cc +5 abgezogen, was offen- 
bar unmöglich ift, weil jeder Theil an und für fich von ex +5 übertroffen 
wird. Da eine folche Nechnung fehlerhaft war, fo wollen wir icht 
az + d anf beiden Seiten in Abzug bringen; es kommt bierdurch 
b_d=c2—az, woraus a — * ..... (3). 

Eine Vergleichung dieſer beiden Werthe (2) und (3) zeigt, daß 
fie nur in fo weit ſich voneinander unterſcheiden, als die Zeichen des 
smeiten oben und unten geändert find; andere Schwierigkeiten bietet 
er nicht mehr dar, Stößt man alfo auf den Iehtern Fall, fo gibt ein 
ſolcher gu erkennen, dag man, anftatt die unbekannten Glieder in den 
erften Theil zu ſetzen, fie vielmehr in den zweiten Theil bätte bringen 
follen. Um diefen Fehler wieder zu befeitigen, iſt es nicht nöthig, 
die Rechnung von Neuem vorzunchmen; es reicht fchon bin / oben und 
‚anten die Zeichen des Ausdrucks zu ändern. 

Ein Hauptvorzug der Algebra befteht darin, daß fie Formeln für 
alte Fälle einer Aufgabe, welche Werthe auch die daſelbſt vorfommenvden 


Zahlen haben mögen, angibt. Diefen Zweck werden wir bier erreichen, 


in fo fern wir.die Uebereinkunft treffen, Die negativen Größen, 
wenn. fie einzeln eben, denſelben Operationenzu unter 
werfen, als wenn fie Theile von mehrnamigen Größen 
wären, Hätte man alſo 5.8. m -d—b und 5>d, fo würde man 


des erfien Brades. 25 

— — — — —ñ — — — — — — — — 

a — (b— ſchreiben; für den Fall, daß m Null und 25*4 iſt, 

werden wir der Uebereinkunft zufolge ebenfalls d— —6—4 
ſchreiben. 

Der Werth von z im zweiten Falle wird hiernach == — b—d 


| 





und mir fagen alddann: jede negative Auflöſung zeigt eine 
Nngereimtbeit am, 


Um das Polynom —a!+ 3a’? + 10. durch —a?-+52-H re. zu dividiren, 
dividirt man Anfangs das erfte Glied —ai durch —a*, wo der Quotient - 
das Zeichen + bat ($. 7). Ganz daffelbe fagen wir von den einzelnen 
negativen Größen — ai und —a? ; im dritten Falle erhält fonach der 


— (b—d 
Werth (2) von = die Form == was fich auf — redneirt ‚ 
wie es fein fol (3). 


$. 17. Diefe Webereintunft, die Feine Schwierigkeit mit fich 
führt, vereinigt demnach alle Fälle in der Formel (2). Dabei darf 


man aber nicht vergeffen, die Ifolirten negativen Größen — A, — — 


blos als Refultate der Webereinfunft, als Symbole (Sinubilder) zu, 
betrachten, die Feine eigentliche Exiſtenz durch fich ſelbſt haben; fie 
werden nur in einer beflimmten Annahme gebraucht, bei der man 
ficher if, einen wichtigen Zweck zu erreichen, ohne daß irgend eine 
Schwierigkeit dadurch entſtände. In der That kann nur eins von 
beiden Dingen flott finden, nämlich; entweder bat das Reſultat dag 
Zeichen — oder es bat das Zeichen +. Im erften Falle fchließt man, 
daß das Problem ungereimt fei, das Zeichen — iſt nur das Symbol, 
das eine folche Ungereimtheit andeutet. Was den zweiten Fall an- 
langt, fo ift bewieſen, daß das Zeichen dasienige ift, welches es fein 
ſoll, obfchon es aus der Divifion zweier negativen Größen berrübrt. 
Hieraus entnehmen wir Folgendes: 

1) Dan darf ſämmtliche Zeichen einer Gleichung ändern, fie auch 
mit einer negativen Größe multipliciren. Im erflen unferer drei 
Fäle wird die: vorige richtige Gleichung zwar dadurch in eine unge⸗ 
reimte verwandelt; die nachherige Divifion der negativen Größen bringt 
jedoch die Dinge wieder anf ihren anfänglichen Zuſtand zurück. Im 
zweiten Falle wird die Tingereimtheit der Aufgabe abermals durch einen 
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negativen Werth angedeutet. Im dritten Fan endlich hebt die Zeichen. 
änderung den Fehler der Rechnung auf, 

2) Iſt die Gleichung ungereimt, fo kann man doch von der im 
zweiten Falle erhaltenen negativen Auflöfung Gebrauch machen, 
Denn fegt man — x anflatt =, fo gebf die vorgelegte Gleichung im 


b—d 
— ax --b — — cr -+düber, woraus = = — ein Werth, der 


dem Werthe (2) gleichgeltend, aber poſitiv iſt. Wird demnach die Auf⸗ 
gabe in der Art modiſizirt, daß die Gleichung ihr genüge, fo wird 
diefe anders geftellte Aufgabe, die mit der erflen eine‘ nicht zu ver- 
fennende Aehnlichkeit bat, nicht mehr ungereimt fein, und abgefeben 
vom Zeichen einerlei Auflöfung zulaſſen. 

Um die Sache mehr aufzuklären, mollen wie die Aufgabe V vorneh⸗ 
men, und zwar fol fie num fo abgefaßt fein. Ein Bater ift jegt 42 
Sabre, fein Sohn 12 Jahre alt, in wie viel Fahren beträgt das Alter 
des Vaters das Nierfache von dem des Sohnes? Man hat die Glei⸗ 
hung 42 + z == 4 (12--r), woraus 2 — —2; das Problem if 
demnach ungereimt. Gebt man aber — x flatt =, fo wird die Glei—⸗ 
hung 422 — z—=4 (12 — 2); die entfprechende Bedingung ändert die 
Aufgabe in folgende um: Ein Vater if jetzt 42 Jahre, fein Sohn 
12 Jahre alt; vor wie vieh Jahren war der Vater viermal fo alt als 
der Sohn? Man erhält z=2. 

Eine Zahl zu finden, die durch a dividirt, s ald Summe des 
Dividende, des Divſors und des Quotienten gibt. Man bat die Gfei- 








ung ar + - Is, woraus z — Benna>s, fo 
ift z negativ und die Aufgabe ungereimt, was übrigens Teicht vorauszu⸗ 
feben war. 3. Ba — 11, —=5 geben r— — Si, Verwandelt 


man in der Gleichung aber z in —, fo findet mon 1 — r — Lr 
= 5; biernach iſt 2 —= 5; diejenige Zahl, die fammt ihrem eilften Theile 
von 11 abgezogen 5 ald Neft läßt, Nach diefer Ausſage hört die Auf⸗ 
gabe auf, ungereimt zu fein. 

Eine Zahl zu finden, deren dritter und Fünfter Theil zuſammen 
addirt und um 7 verringert, die Zahl ſelbſt ars Reſt geben. Man bat 
+37 —7=2, woraus æ —=— 15. Die Wufgabe ift.ungereimt, 
wird aber — * anflatt z geſetzt (oder vielmehr —7 anſtatt + 7), fo 
- finder man, daß 16 diejenige Zahl iſt, deren dritter und fünfter Theil, 
zu 7 addirt, 15 geben, 
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$. 18. Die Gfeichung bietet noch zwei fonderbare Fäfe dar. Iſt 
ac, ſo hat man z = =, bei diefer Annahme geht aber die 


vorgelegte Gleichung in az + b=ar + düber, woraus b— d, 
So Tange nun 5 von d fich unterfcheider, ift das Problem abſurd; 
eine ähnliche Modification wie oben ift bier nicht zuläßig. Der Bruch 


— wird größer in dem Maße, ald à abnimmt; für n—}, rer rw, 


werden die Quotienten, bei demfelben Werthe von =, 2, 100, 1000 
mal größer. Die Grenze ift das Inendliche, das dem Wertbe n — d 
entfpricht. Die Aufgabe ift alfo unmöglich, wenn die Auflöfung einen 
unendlichen Werth hat; man drückt dies durch das Zeichen z= wo anf. 

Hat man aber ac md b=d, fo if z = 3, die vorgelegte 
Sfeichung wird alsdann ar -—-b=ar-+ 5, Beide Seiten find einer- 
lei, welchen Werth auch z haben mag, das ganz und gar willkührlich 
if. Das Problem ift unbeftimmt oder Täßt eine unendliche Anzahl von 
Auflöfungen zu, wenn man z— $ findet, 


Sleihungen vom erfien Grade mit mehrern Unbelannten. 


$. 19. Hat man mehrere Unbekannte und eben fo viele Blei- 
hungen, um den Werth jener gefuchten Größen zu finden, fo fann 
man auf verfchiedene Art operiren. 


1. Dan fuche aus jeder Gleichung den Werth einer der Unbe⸗ 
fannten , ald wenn alles Uebrige bekannt wäre; feße die gefundenen 
Werthe nach einander gleich, und bilde chen fo viel Gleichungen weni⸗ 
ger eins, ald anfänglich da waren. Indem man mit diefen neuen 
Gleichungen eben fo verfährt, wird jedesmal eine unbefannte Größe 
weggefchafft oder elimimirt. Hat man dann den Werth der leuten 
Unbekannten beftimmt , fo geht man nach und nach wieder zurück, um 
den Werth der übrigen Unbekannten gu finden. 

Man fuche 3. B. die Wertbe aus folgenden zwei Gleichungen: 

sr — 39 — 1, y—Ar—1E.. 
Aus der erften folgt z = — 
7y — 13 


ans der sweiten.... z = 7 
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Getzt man dieſe zwei Werthe einander gleich ‚-fo har man Hr | 


= ‚ eine Gleichung, die nur eine Unbekannte enthält. Man 


giebt ans ihr folgende: 124 +4 — 354 — 65; dann 3öy — 124 — 
65 + 4; oder 239 = 695 endlih y— 3. Geht man zu dem erfien 


Werthe von z zurück, fo erhält man z — et! = 2, 


Aehnlichermeife werden die drei Gfeichungen 
2r + 5y — %=3, 


3a y+- s=—2, 
sr — y-++-233=9, 


Werden die Nenner weggeſchafft, fo finden wir: 
2 Sy — 3 =12y — Ir — 6, 
sy — 6æ — A= 9 + y—sdr, 

oder y — 1142 3, 79 — ır=1% 

Hieraus ziehen wie y =3 + Mir = 13 -+ r; woraus 2 —1, 
Sehen wir auf die obigen Werthe von y und = zurück, fo erhalten wir 
ig = tt =, Hm oz, 

Anmerfung Manche nennen diefe Methode des Sleichſedens 

auch die Comparationd-DMertbode, 


II. Die Subſtitutions⸗Methode beſteht darin, daß man wie 
vorhin, den Werth einer der Unbekannten fucht, und diefen Werth 
für jene Unbekannte in den andern Gleichungen fubftituirt. Man er- 
bält fo eine Gleichung und eine Unbekannte weniger; diefed Verfahren 
‚wird fo weiter fortgefebt. 

Es feien die Gleichungen 32 —+ 4 = 12, + y=5,7+ 
y 432 8 gegeben. Die zweite gibt y — 5 — 23; wird diefer Werth 
in die übrigen ſubſtituirt, ſo kommt 327 — As — 2, r+3=3 

Die letztern Gleichungen geben == 1 und z—= 25 woraus y=3. 


IL Die erſte Methode, obgleich einfacher als Die übrigen, wen⸗ 
det man, wegen ihrer Länge, felten an. Die zweite Methode wird im 
denjenigen Fällen nur angewandt, wo die Unbekannten nicht alle in 
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den Gleichungen vorfommen. Wir geben nun zu einer dritten Me. 
thode, die am häufigen gebraucht wird, über. 

Es feien die zwei Gfeichungen gegeben: 

a +by=c,aar +by=d,,.,.,(A) 

Wir nehmen a = a’ an. Die undefannte Größe z wird ver. 
fchwinden , wenn wir die Gleichungen von einander abzichen. Kästen 
a und a’ verfchiedene Zeichen, fo wird man, num zu demſelben Zwecke 
zu gelangen, die Gleichungen addiren. Sind a und a’ nicht einander 
gleich, fo multiplicirt man die erſte Gleichung mit a”, die zweite mit a, 
um die verlangte Bedingung zu erfüllen: aa’ ift alsdann der gemein. 
fchaftliche Toeffieient von z. 


Anmerfung. Haben a und a’ gemeinfame Factoren, ſo nimmt 
man zu dem reſpektiven Multiplicatoren bloß die nicht gemein- 
famen Factoren von a und a’, wie folches bei der Neduktion 
auf einen gemeinfchaftlichen Nenner gefchiebt. 

Werden die multiplieirten Gleichungen von einander abgezogen , 

fo erhält man adby—ab'y =alc—ac, 

Wir eliminiren chen fo y, d. h. wir multipliciren die erſte Brei 
chung mit b/ , die zweite mit 5, ziehen dann die Produkte von einander 
ab, woraus abr — ab'xr — be — bie, 

Wir baden folglich als Endrefultat: 
be — b’c a“c — ac 
et h—a''" (B). 
Anmerkung. Diefe Mpditiond - oder Subtractions⸗Methode 

nennt man vorzugsweiſe die Elimination. 


$. 20, Behandeln wir eben fo die Gleichungen: 

ar + by + & = d ’ 

az+ by+ cda—=d, (0, 

alr+ by Hedi, ! 
welche die altgemeinen Gleichungen mit 3 Unbekannten darſtellen, fo 
würden wir die Wertbe von z, y und = finden. Um das Bildungs. 
gefen der Reſultate zu entdecken, mollen mir die Nechnung etwas 
abändern nnd fie wie folgt ansführen. Wir multiplieiren die erſte 
Gleichung mit x, die zweite mit 4’, addieren bie Produkte und stehen 
dann die dritte ab, wir erhalten: 

(ka + ka’ — a!) x + .(kb + kb! — bi)y 
(c 4 kt -— ) —=hd + Kid — di, 
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Die beliebigen Größen % und A’ beſtimmen wir fo, daß in dem . 
Reſultate zwei Unbekannte, z. B. und », verfchwinden,. Wir ſetzen 
deshalb die Gleichungen: 

kb+kb—bl!,k+ kKd—=c!,,..(D); 
fie Ichren uns und 4 Tennen. 
kd-+ k/d' — d’! \ 


Wir haben auf diefe Reife * = kat ka — all .... (E). 


Bir müſſen num x und * beſtimmen und ihre Werthe dann in die 
letzte Gleichung einführen; die Rechnung läßt fich jedoch bedeutend 
vereinfachen. Bertaufcht man nämlich a, a’, a’! bezüglich mit d, @, 
d’!, fo wird der Zähler von z ans dem Nenner abgeleitet. Da nun 
k und A’ von diefen Größen unabhängig find, fo wird daffelbe nach 
der Subftitution der Wertbe von A und A’ gleichfalls noch flatt finden. 

Es handelt fich folglich darum, den Nenner zu beflimmen, da durch 
eine einfache Vertaufchung von a mir d der Zähler abgeleitet werden 
fann. Die Formeln (B) auf die Sfeichungen (D) angewandt geben 


bel! — eb! ch‘! — bc! 
u be!" TH — bc? 
woranska+ Klal —alı le Zei Helen) _ au 
c —Dc 


Redueiren wir auf einerlei Nenner, und laſſen folchen weg, da 
er beiden Gliedern des Bruches (ZZ) gemeinfchaftlich iſt, fo finden wir 
folgenden Werth für den gefuchten Nenner: 

K=aldbc! — eb) + allch! — be) + allbcd — eb). 

Betrachten wir die bier auszuführenden - Multiplicationen mit 
Aufmerkſamkeit, fo bemerken wir, daß die Rechnung fich auf folgende 
Operationen reducirt. Dan nimmt die Differenz de — ch zwifchen den 
beiden Berfeßungen der Buchftaben b und c, läßt darauf den Buch- 
Raben a, auf der Tinten Seite anfangend, durch alle Stellen gehen, 
mit der Worficht, bei dem Stellenwechfel jedesmal die Zeichen zu ver- 
ändern; Pbe erzeugt fo + abe, — bae und + bea; — ch ſo — ach, 
+ cab und — cha, 

Dan vereinigt endlich dieſe ſechs Glieder, bezeichnet dabei den 
zweiten Buchflaben mit einem Accent, und den dritten mit wei, 
und findet fo 

ab’! — bac + bo/a! — acb!! + cab! — ch/al!, 


ein Reſultat, weiches mit X einerlei ik. 
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Um zu Anden, wird man ähnlicherweiſe in der obenſtehenden 
Bleichung die Eoefficienten von z und» — Null fegen; die Symmetrie ber 
Nechnung zeigt aber, daß es hinreichend if, in dem Werthe von z, 
b mit a zu vertaufchen. Für den Werth von = werden c und a 
unter fich vertaufcht. 

Hieraus folgern wir erflend, daß der Nenner der Werthe von z, 
y umd = derfelbe iſt; zweitens dag man den Zähler für jede Unbekannte 
aus dem Nenner dadurch ableitet, indem man die Coefficienten diefer 
Unbekannten gegen die ganz befannten Glieder vertaufcht. 

Die gefuchten Wertbe erhalten fonach folgende Formen: 

__ db! — ball! + beld!! — dc/b!! + cd!b!! — cbid!! 


K 
ade! — dalc!! + delta! — acld!! + cald!! — cdlal! 
— een 7 
_ ab/d! — bald! + bdla!! _ ad'b!! + dalb!! — db/al! 
a — / 


Das hier gezeigte Birdungsgefeh folgt unmittelbar aus der Rech⸗ 
nung ſelbſt. Für vier Unbekannte mit vier Gleichungen 
ar+by+ez+di—=f, aA r+b'y+cz+dt—=f, nf. w., 
iſt es blos nöthig, den Nenner zu fuchen; jeder Zähler wird alsdann 
amd dem Nenner abgeleitet. Die Bildungsmweife des Nenners ift die 
bier oben angegebene. Man nimmt alfo die ſechs Verſetzungen der 
Buchflaben abe des oben ſtehenden Nenners mit Hinweglaſſung der 
Accente, oder die fechd Produkte abe — bac +bca— acb + cab—cba; 
führt alddann den Buchftaben 2 im jedes dieſer Glieder ein, wobei 
man ihn, auf der linfen Seite anfangend, nach und nach alle Stellen 
einnehmen läßt, mit der DVorficht, bei einem folchen Stellenwechſel 
von d jedesmal bie Zeichen zu verändern; endlich gibt man jedem 
zweiten Buchflaben einen Accent, dem dritten zwei und dem vierten 
drei Accente. Der gemeinfchaftliche Nenner bat demnach die Form; 
dab’! Al!_ad'b! ce!!! Labl det! —abi ct! d! —dblat! c !+bd a! !— 1E, 
Anmerkung Der Ausdruck des gedachten Nenners für vier 
Unbekannte mir vier Gleichungen wird aus 24 Gliedern, der 
für fünf Unbekannte aus 120, der für ſechs Unbelannte aus 
120 Gliedern befteben u. f. w., fo daß für m Unbekannte mit 
nn Sfeichungen der Werthausdruck jeder Unbekannten im Zaäh—⸗ 
Iee und Nenner 1.2.3...(n—1).n Glieder enthalten wird. 
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Diefe Methode , die Gleichungen mit unbeftimmten Factoren 
zu multiplieiren, um alle Unbekaunten weniger eine mit einem 
mal zu eliminiren, rührt von Bezout ber. Ä 


Bir geben bier einige Aufgaben : 


1. Eine Berfon bat Nechenpfennige in Händen; nimmt fie einen 
davon aus der rechten in bie linke Hand, fo bat fie in beiden gleich 
vier. Nimmt fie aber zwei aus der linken in die rechte Hand, fo hat 
fie in der Testen doppelt fo viel als in der andern. Wie viel Rechen. 
pfennige hatte die Perſon in jeder Sand? 

Dan ide z—1i=y+i1, md r +2 =2(y— 2); woraus 
z=10 und y= 8. 

I. Jemand kauft drei Edelſteine; der Breis des erſten plus der 
Hälfte des Preifes der beiden andern macht 25 Louisd'or; der Preis 
des zweiten plus dem Drittel des Preiſes der andern beträgt 26 Louis⸗ 
d'or; endlich macht der Preis des dritten plus der Hälfte des Preiſes 
der übrigen 29 Lonisd'or. Wie theuer if jeder Edelſtein? 

Monbatztiytis=255y +72473=265,3 ri +iy=29; 
woraus z = 8, y=18, 3 = 16, 


| IM. A, B, C haben eine gewiffe Anzahl Thalerſtücke; gibt Avon 

feinen Thalern an B und C fo viel, als jeder fchon bat; dann gibt B 
von den feinigen an A fo viel, als derſelbe übrig behalten, und fo 
viel an C, ald derferbe jeut in Händen bat; endlich gibt C gleichfalle 
von B und C ab und zwar jedem fo viel, als diefer eben hat. Es ſtellt 
fh num heraus, daß fie ſämmtlich gleich viel haben, nämlich jeder 
16 Thaler. Wie viel hatte jeder anfänglich 7 Bezeichnen z, y und 
sdie Zahl der Thaler des A, Bund C vor diefen VBertheilungen, fo findet 
man die drei Steihungen: — — 2 =A4, I, —r — 38, 7% 
—-r—y=16; woraus: 2 =238, y=1ll,s=8, 


IV. Drei Zahlen aus folgenden Angaben zu finden: Wenn zur 
Hälfte der zweiten drei Vierter der dritteg plus 31,4 addirt werden, 
fo if die Summe gleich der erfien; wird sur erften die Hälfte der 
dritten plus 9,5 addirt, fo ik die Summe gleich der zweiten; wird 
aber von der zweiten die Hälfte der erften fammt 158,5 abgezogen, 
fo if die Differenz gleich der dritten. Wird die erſte Zahl durch z, 
die zweite durch 5, die dritte durch » dargeſtellt, fo haben wir die 
drei Gleichungen: 
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z=iytis+31A)y=r+i2: +4 95, 3=y—ir— 158,5, 
Hieraus finden wir z — 523,75 y = 646,055 5 = 225,7. 


$. 21. Es kommt zuweilen vor, daß eine Gleichung nur dadurch 
exiſtiren kann, daß fie fich in zwei andere abtheilt. Z. B. 22 
— o0o gibt reed y—on, weil zwei pofitive Quadrate fich nicht 
" gegenfeitig aufheben und die Summe Null machen können. (z—1)’+ 
(y—2)? = 0 liefert chen  z = 1 und y— 2. Obſchon bier der 
Form nach eine einzige Gleichung vorlag, fo waren im Grunde genom- 
men doch deren zwei vorhanden. Gans daflelbe gilt von folgender 
Aufgabe, die nur eine einzige Bedingung enthält, Zwei Zahlen follen 
aus folgenden Eigenichaften berechnet werden. Wird su dem Qua— 
drate der einen und dem fünffachen Quadrate der andern 9 addirt, 
ſo if das Reſultat dem Produkte aus dem Doppelten der zweiten 
Zahl mit dem um 3 vermehrten Zweifachen der erften Zahl gleich. 
- Man bat 

57?+y?+9=27(2y+3), oder 

az? —Ary+ +27 — 67 +90, oder 

(27—yY)’+(r—3)’= 0; folglich 27—y=0, und z —3= 0; 
mithin 23, und y=6. 

Aus Ähnlichen Gründen iſt die Gleichung z?+y? + 1 =0 un⸗ 
möglich, 


$.-22. Wir führen jetzt einen ſehr merfwürdigen Fall vor, mo 
die Gleichung in zwei andere zerfält. 

Bir nehmen an, dab die Gleichung A+a—=B + Bdie Ver⸗ 
bindungsweife der Elemente einer Aufgabe ausdrüdt, daß ferner 
mehrere diefer Elemente zugleich verändertich find, dabei aber jene 
Gleichung in allen möglichen Zuſtänden ihrer Größe beſtehen fol; daß 
endlich einige Glieder A, B beftändig bleiben , während die andern 
a, B veränderlich find, und „gualeich fo klein werden können, ald mau 
nur will. Inter folchen Vorausſetzungen zerfällt unfere Gleichung in 
zwei andere, nämlich in eine A == B, wo die befländigen Glieder vor. 
fommen, und in eine zweite « — ß, in welchen die veränderlichen 
Glieder eintreten, und die für alle Wertbe von = und 2 ſtatt finden 
wird. In der That wäre A und B ungleich, fo hätte man A — B 
+ , mo A ihren Unterfchied bezeichnet, hieraus B— a — LK; 
die veränderlichen Größen 4 und « hätten folglich eine beſtimmte 
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Differenz K, würden mithin nicht Feiner ald X werben können, was 
gegen die Annahme if. 

Auf dieſem Prinzip beruht die Methode der Grenzen, von der 
wir in der Folge häufig Gebrauch machen werden. Kann eine 
veränderliche Größe A — a einer andern beſtimmten unveränderfichen 
Größe A fo nabe kommen, das ihr Hnterfchied «= Heiner als ir. 
gend eine gegebene Größe fei, ohne daß fie jedoch jemals voll⸗ 
kommen gleich werden, fo wird die zweite A eine Grenze der erfien 
A— a genannt. Webrigens thut man wohl daran, bei jedesmaliger 
Anwendung diefed Sabes die obenangeführte Schlußreibe zu wieder⸗ 
boten, um dadurch die erforderliche Klarheit in die Reſultate zu 
bringen; wir erfuchen den Leſer, diefem Nathe Folge zu leiſten, wo⸗ 
von er den Nutzen einfehben wird. Wir geben nun über diefen Gab 
ein Baar Anwendungen, die ganz geeignet find, den Gang der Rech- 
nung und des Raiſonnements au zeigen. 


I. Es feien Ya und Yb zwei incommenfurable Größen, = und 
t ihre Näherungswerthe, z und 7 die Differenzen zwiſchen diefen 
Wertben und den Wurzelgrößen. Dan bat aoz=Ya— rıt= 
Vb—r. Nun find die rationalen Produfte » und s>< = einander 
gleich, folglich YaxYbta—= YbxYarP, wo.a und 4 
fümmtliche Glieder darftellen, in denen z und 7 als Fartoren vor- 
fommen. Setzt man die Annäherung "immer weiter fort, fo nehmen 
die Fehler z und y ſtets ab, und dies um fo vich, als man nur 
immer will, wobei übrigens die Gleichung nicht aufhört flatt zu ſinden; 
die Faetoren Ya, Yb bleiben unveränderlich, während « und 8 fort- 
während abnehmen. Die -Bleichung zerfällt demnach in zwei andere: 
YsxYb=YbxYa,ma=B;d. h. man kann eben fo gut 
die Ordnung der irrationalen Zactoren , als die der rationalen ver⸗ 
wechteln, 


I, Es werde der Werth S’ des periodifchen Decimalbruchs 0,[54] 
(Arith. $. 51) verlangt. Wird die Periode nur zweimal genommen 
und durch x der Werth der vernachläffigten Brüche dargeſtellt, fo hat 
man S — k = 0,5454. Wird mit 100 multipficirt, fo Fommt 100 S 
— 100 k= 64,54, Br beide Gleichungen von einander abgezogen , 
95-954 — dr. Hätte man aber ke oder viermal die Be- 


riode genommen, fo würde das letzte Glied II ã 66; oder 7 a 6; gewor⸗ 
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den fein; man ſieht alſo, daß dieſes Glied und der Fehler % immer 
Heiner und Feiner werden Fönnen, wenn man eine größere Anzahlmal 
die Periode nimmt. Unſere letzte Gleichung läßt fich folglich auf die 


Form 99 S — a = 54 — PB bringen, woraus 9 S— 5a und S— - 


5, was wir fchon mußten. Weberdem hat man «= ß, welches auch 
die in Betracht gezogene Anzahl der Perioden fein mochte, In der 
That nimmt man zweimal die Periode, 4. 3. k = 0,0000(54) , wor⸗ 
ans 100? k = 0,54] = 5 und 99 k = „is, ODER a@ — ß, 

Es fi S=0,p), * die Perlode ꝓ and n Ziffern beſteht; man 
bat 10° S=p,(p), und Ähnlich wie vorhin (10211) S=p, woraus 

_ P_—__P 
Ss = 1021 999... (Arith. $. 53.) 

$, 23, Die Formeln CB) bieten einige fonderbare Fälle dar, die 
wir näher unterfuchen wollen. Go lange die Werthe von z und y po⸗ 
fitiv find, ergibt fich die Auflöfung aus den Formeln; es entftcht weder 
Zweifel noch Schwierigfeit. Es kann aber auch anders fein, und dies 
führt auf drei Ausnahmen unferer Gleichungen (B). 

1) 2 oder y kann negativ fein; die Aufgabe ift alddann unter ber 
gegebenen Form ungereimt, man kann fie aber mittelft einer einfachen 
Modifieation, die darin beftcht, das Zeichen diefer Unbefannten in 
den Sleichungen (A) zu Ändern, möglich machen. Die Rechnung 
bringt in der That die Aufgabe auf nur eine Unbekannte zurück, wor. 
auf das in $. 16 Befagte feine Anwendung findet. 

2) Wenn die Formeln unendlich find, fo haben die Coefficlenten 
ſolche numeriſche Werthe, aus denen ab — ab’ —= 0, oder = = z 
fich ergibt, Um die Natur der Aufgabe hier beifer zu erfennen, müffen 
wir diefe Bedingung in die Gleichungen (A) einführen. Geben wir 


ab‘ ab’ 
deshalb — anſtatt a’, fo wird die zweite dadurch — * 4 b'y 
= cs; im gegenwärtigen Falle find alfo die —8* Gleichungen 
ar +tby=c,b(ar+by)—=be, 
Sie flimmen aber nur in fo fern überein, als be, oder 


>= - Diefe Relation kann nun flatt finden, oder fie kann 


es nicht; im letztern Fall tft das Problem unmöglich, weil die Be⸗ 
dingungen der Aufgabe im Widerfpruche ſtehen; diefer Umftand wird 





| 
| 
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durch die unendlichen Werthe von z und y angedeutet. Die Coefſieien⸗ 


ten bilden alsdann eine Broportion ai a’ = bb’, an welche dad Ver. 
hältniß der bekannten Glieder ce und c/ fich nicht anknüpfen läßt. 
3) Hat man aber auſſer der Relation, welche den Nenner Null 
b/ 


/ | 
macht, oder auffer der Gleichung — = —— aud’noch die Glei⸗ 


Hung — = , fo find die beiden Gleichungen (A) einerlei, 


die beiden Bedingungen der Aufgabe drücen ein umd dafielbe aus. 
Man hat alfo nur eine Gleichung und zwei Unbekannte, die Auf- 
gabe ift folglich unbeſtimmt. Solches ereignet fich, wenn die Coeffi- 
eienten der Gleichungen drei unter fich gleiche Verhältniſſe a! a’ —=b: 
b = c2c bilden; diefer Fall wird durch die Wertbe von z und y 
unter der Form z zur Evidenz gebracht. 

AdB CkDD RC 


Als Erläuterungs-Beifpiel wählen wir folgende Aufgabe: Zwei 


Boten geben zur nämlichen Zeit, der eine von A, der andere von Bang, 


in einer und derfelben Richtung AC; der erfte macht m Kilometer, 
der zweite» Kilometer in einer Stunde; die anfängliche Entfernung 
it AB — d. Wir wollen die Zeit auffuchen, in welchen die Boten 
in einer Entfernung CD — %k von einander abſtehen. A macht den 


Weg AC in einer durch — angegebenen Zeit; chen fo macht 2 
den Wen BD —y in einer durch a angedeuteten Zeit. Sind die 


Boten gleichzeitig der eine in C,, der andere in D, fo it —— zZ 
woraus 17 my, Auf der andern Seite aber AD= cz +k=y+d, 


Die Eliminination gibt z = md) y- (dk), die dazu er- 
mn m-ıN 
forderliche Stundenzahl it — = I = TE, _ Macht man & 
m n N 


— 0, fo bat man den Ort und die Zeit des Zufammentreffens beider 
Boten. 

Die Boten werden jchoch abermals um & bon einander entfernt 
fein, nachdem A an B vorbeigegangen iſt; alsdann bat der cine den 


Weg AU = z, der andere den Weg BD’ —=y zurückgelegt, und es iſt 


z—kz=yr+d Dan hat alfe nur noͤthig, eine Zeichenänderung 
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wit A in unſern Gleichungen vorzunehmen, Es iR dies eine zweite 
Auflöfung def Aufgabe. 

Um die Aufgabe allgemeiner zu machen, wollen wir annehmen, 
daß die Boten fchon feit einiger Zeit unterwegs And und A und B 
Trefforte darſtellen. Iſt dann der Werth von 7 negativ, was bei 
m <n und d > x* flatt findet, fo zeigt Died an, daß der Ort des zwei⸗ 
ten Boten links von B gelegen if, im Falle feine Entfernung vom 
erfien x beträgt; diefer Moment geht der Ankunft in 2 vorber. 

Gehen die Boten in entgegengefeßter Richtung, fo reicht es bin, 
und y negativ zu nehmen, wovon man fich auf direkte Weife über. 
zeugen kann. — Man fehe in der ebenen Trigonometrie, was wir dort ber 
den Gebrauch der negativen Zeichen fagen werden. 

Bennm—n, fo find z und y unendlich, und das Problem ift 
unmöglich ; es rührt dies daher, daß die Boten bei gleicher Geſchwin⸗ 
digkeit die vorgefchriebene Bedingung nicht erfüllen können. Iſt über⸗ 
dem A—%, fo find z und y 3, und es gibt unendlich viele Trefforte. 
In der That ändert fih die Entfernung der von einem und demſelben 
Orte ansgegangenen Boten nicht. 


Bon den Angleichheiten. 


$. 24, Die Ausdrücke, in denen das Zeichen > vorfömmt, um 
anzudenten,, daß eine Anzahl größer als cine andere iſt, find Lingleich- 
beiten. Da die Differenz, wenn man die nämliche Zahl addirt und 
abzieht , dieſelbe bleibt, fo darf man auf beiden Seiten einer Ungleich⸗ 
beit Bleiches addiren oder fuhtrabiren, ohne fie zu ändern, folglich fie 
auch den nämlichen Rechnungen, wie die Gleichungen (5. 14) unter- 
werfen; d. h. fämmtliche Glieder mit einer und derſelben Zahl multi. 
tiplieiren oder dividiren, und irgend cin Glied auf die andere Geite 
mit entgegengefegtem Zeichen bringen. — & fi 3c — 7 >rx+ 11. 
Wird auf beiden Seiten addirt und x abgezogen, fo fommt 3c—r > 
11 +7, oder 207 >18, woraus = >9. Die Aufgabe, eine Zahl von 
forcher Befchaffenheit zu finden, daß ihr dreifaches Produkt um 7 ver- 
ringert die Zahl plus 11 Übertreffe, hat demnach unendlich viele Auf- 
löſungen, weil jede Zahl, die größer als 9 ift, ihr Genüge thut. 

Jede der verfchiedenen Ungleichheiten, die = enthalten, beitimme 
eine Grenze dieſer Unbekannten; find nun dergleichen Grenzen in einem 
und demfelben Sinne genommen; d. h. 3. Bd. 2 >9 und = >17, fo if 
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die Berückſichtigung einer einzigen dieſer Ungleichheiten ausreichend. 
Finden dagegen derlei Grenzen in entgegengeſetztem Sinne ſtatt, d. h. 
z. B. 9 und 18, fo gelten für = nur die dazwiſchen Legenden 
Werthe. Es können dergleichen Grenzen fogar einander gegenfeitig 
‘ ausfchließen, wie z. B. x > A und = < 35 das Problem ift alddann 
unmöglich und enthält Bedingungen, die fich mwiderfprechend find, — 
Eine Zahl größer als 15 von folcher Beſchaffenheit zu finden, daß ihr . 
Dreifaches plus 1 Kleiner als ihr Doppelted + 20 ſei; daß überdies, 
wenn von der Zahl 1 abgesogen und zu ihr 3 addirt wird, der Quo⸗ 
tient der Differenz durch die Summe den Bruch + übertreffe, Diefe 
Bedingungen werden folgendermaßen gefchrichen: = >15, 3c+ 1< 


22 + 20, —— — 


Wir eben hieraus 2 >15, 2<19 und 2 >17, Da die Zahl 
smwifchen 17 und 19 liegt, fo iſt die erfie der gegebenen Bedingungen 
überfüffig: für a kann man alfo nehmen 172, 173...., und eine um- 
endliche Anzahl anderer Werthe. Soll x aber eine ganze Zahl fein, 
fo läßt das Problem nur eine Auflöfung zu, nämlich = — 18. 


5. 25. Hat man a<b and a <b/, fo folgt offenbar bieraus 
He<drd, <br aa <bb, 


<gre <b, Ya<yb 


man kann alfo zwei Ungleichheiten, bei denen die Zeichen des Ungleich⸗ 
feind in demferben Sinne genommen find, Glied für Glied addiren 
und multiplieiren; man kann ferner mit einer Ungleichheit eine Potenz 
erbebung und eine Wurzelausziehung vornehmen, diefelben Zeichen des 
Ungleichfeing werden in den Nefultaten beibehalten; man kann endlich 
zwei IUngleichheiten, bei denen die Zeichen in umgefchrtem Sinne ge⸗ 
nommen find, Glied für Glied fubtrahiren und dividiren, im Neful- 
tate wird dasjenige Zeichen , weiches dem Dinuend und Dividend 
angehört, beibehalten. 


Der Ausdruck a nicht > db, welcher andentet, daß a nicht größer 
als d fein darf, wird öfters auch folgendermaßen gefchrieben:-a < b; 
er ift denfelben Regeln wie die einfachen Ingleichheiten unterworfen. 
Welche Zahl z. B. ift es, deren Dreifaches, um 2 vermindert, nicht 
Feiner als 7 fein, und deren Zehnfaches weniger 1 nicht das Sechsfache 
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der Zahl plus 11 überſteigen fol. Diefe Bedingungen werden folgen. 
dermaßen gefchrieben : 


32. — 2> 7,108 —1< 1 +6r, woran 
3 >7+2,1r - 6 <mi +1; 
alſo z = oder > 3, und = = oder < 3, ober vielmehr 2 = 3, 


$. 26. Wir fchließen mit einer wichtigen Bemerkung. Laffen wir 
x in dem Ausdrucke a— x fich Ändern. In dem Maße als = wächst 
und fich a nähert, nimmt a— x, welches poſitiv ik, ab, und wird 
endlich Nu, wenn z = a; führt z zu wachen fort, fo wird &—x 
negativ, Wir wollen diefe Umſtände dadurch anzeigen, indem wir 
fchreiben a — x > 0, fo lange a — x poſitiv iſt; und a — 2 <0, 
ſobald z größer ald a ik. Wir wollen hiermit nicht fagen, daß es 
Größen geben könne, die Fleiner als Nun feien. Wenn wir aber 
üibereinfommen, dergleichen Ungleichheiten fpäterbin nach Art der 
Gleichungen zu behandeln, fo wird offenbar die eine a > x, die an⸗ 
dere a < x geben; es ift dieſes alfo nichts anders als eine bloße 
Schreibart, um anzuzeigen, daß 4 — x in dem einen Falle pofitiv, 
und im zweiten negativ if. Wir ſehen biernach die negativen Größen 
reiner als Nun, und die pofitiven größer als Null anz es iſt diefes 
eine bloße Uebereinkunft, die geeignet if, die Nechnung zu verein- 
fachen. 

Dora— r>o gibt -— > — aıda>r, fo fieht man, 
daß die Zeichen fämmtlicher Gtieder einer Ungleichheit nur in fo fern 
geändert werden dürfen, ald man > in < umändert, und umgekehrt; 
ohne eine ähnliche Vertaufchung eintreten zu laſſen, können auch beide - 
Seiten einer Ungleichheit mit einer negativen Größe nicht multipli⸗ 
eirt werden. Es entfteht hierdurch ein wichtiger Unterfchied zwiſchen 
den Rechnungen, denen die Imgleichheiten unterworfen find , und 
denen, melche für die Gleichungen gelten: 1, 2, 3, 4.... find zu⸗ 
nchmende Größen, während —1, — 2, — 3, —4.... abnehmende 
Größen find; man bat A< 5 und —A> — 5, 


Aumerfung. Eine Ungleichheit wird als unverändert geblichen 
betrachtet, wenn da, mo Größeres fand, auch wieder Größeres ſteht. 
Werden beide Seiten einer, Ungleichheit durch gleiches Nega- 
tiveg dividirt , fo wird fie umgekehrt; d. b. das Größere ſteht 
jetzt da, wo das Kleinere fand. 
I. Bd 26. Buch. A 


so Von den Olcihungen. 





Unbefimmte Aufgaben. 


F. 27. Iſt die Zabl der Gleichungen mit der der Unbekannten 
nicht einerlei, fo Eönnen zwei Fälle ſtatt finden. 

Erfter Fall, Sind mehr Unbekannte als Gleichungen vorban- 
den, fo beißt die Aufgabe eine unbeſtimmte (diophantiſche) 
Aufgabe, weil man ganz willkührliche Werthe einigen Unbekannten 
beifegen kann, bis deren nur fo viele übrig bleiben, als Gleichungen 


vorhanden find; die Elimination gibt dann die zugehörigen Wertbe . 


diefer übrigen Yinbefannten. Der Auflöfungen, welche den Gleichungen 
ober dem Brobleme Genüge thun, deffen Bedingungen in diefen Glei⸗ 
chungen ausgedrückt find, werden demnach unzäblig viele fein. Wir 
wollen 4. B. zwei Zahlen = und » fuchen, deren Summe 70 betrage; 
wir müſſen demnach zwei Zahlen finden, die der einzigen Gleichung 
= +» = 70 Senüge leiſten. Aus diefer Gleichung folgte 2=70—, 
und es läßt fiih = nur befiimmen, wenn = gegeben if. Gebt man 
nach und nach 1, 2, 33.... anflatt =, fo findet man = — 69, 68, 
665 0... folglich entfprechen der anfgeftellten Bedingung die Paare 
1 und 69, 2 umd 68, Si und 665... ., und noch eine unzählige Dienge 
theils ganzer, theils gebrochener Zahlen. 

Drei Zahlen z, y, = zu finden, deren Summe 105 betrage, 
und deren Differenzen swifchen je zwei gleich feien. Dan bat alle 
z+ry+s=10, 2 —y=y—s, d. h. drei Unbekannte und 
sur zwei Gleichungen. Ziehen wir diefe Gleichungen, um = zu eli⸗ 
miniren, von einander ab, fo haben wir die vorige Aufgabe wieder; 
wir haben y=35, woraus z +» = 70. Geben wir nun fürs oder 
z einen beiichigen Werth, fo wird die andere mittelſt diefer letzten 
Gleichung beſtimmt fein; dieſe Zahlen find gleichzeitig mit y = 35 
die Auflöfungen der Aufgabe. 

Es ſei noch die Gleichung =? — ar = y?!— ay gegeben; aus ihr 
folgt ? — Y? + ay—ar=0, der (c+HY) (—Y)— a(e—y)=0, 
der ( —y) (ty — 0, weil ⁊ —y’=(c+ty) (2 y if. 

Das Broduft (c—y) (2 + — 4) wird Nu, wenn einer fel- 
ner Factoren es if; man bat alfo nach Belichen die Gleichung = y 
oder x = a—y. Legt man y alle möglichen Wertbe bei, fo erhält 
man die Wertbe von =, welche allein die Aufgabe befriedigen; es if 
hinreichend, daß die zwei Unbekannten gleich feien , oder daß ihre 
Summe a beirage,, was auf unendlich viele Arten gefcheben Tann. 
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Die Alligationsrechnung kann an diefe Lehre fich aureihen. 
Wir nehmen an, daß zwei Subflangen mit einander vermifcht werden, 
bei denen Feine chemifche. Einwirkung eintritt. Wenn p und g die 
Breife der Einheit einer jeden, x und y die Menge der gemifchten Einhei⸗ 
ten bedeuten, fo wird px + qy der Preis und z die Auantität 
der ganzen Miſchung fein der Preis = s Ieder Einheit der letztern if 

_ PEtW 
ed s—= *— .... (D. 

So geben 8 Bouteillen Wein zu 15 Sous, mit 12 Bonteillen 
Bein zu 10 Sons vermifcht, 20 Bonteillen, deren Werth 8x15 + 
12 x 10 = 240 Sons beträgt; folglich der Preis einer Bonteille 
= 2 — 12 Sous. . 

4 Kilogr. 0,95 feinhaltigen Goldes werden mit 5 Kilogr. 0,86 
feinhaltigen Goldes zuſammengeſchmolzen; wie viel feinhaltig if die 
Mifchung? Die obige Formel gibt = = ERDE HER OR ng. 

Anmerkung. Enthält das Gold oder Silber Zuſatz, fo daß 

das Uebrige reines Metall if fo ſagt man, das Metall bat 0,9 
Seingebalt. 

Dan drückt gemöhnlich den Feingehalt des Silbers dadurch 
aus, dag man angibt, wie viel Loth A 18 Gran reines Silber 
in einer Mark enthalten find. Darnach if z. B. 10 löthiges Sil⸗ 
ber ſolches, das in der Mark 10 Loth reines Silber und 6 Loth 
Zuſatz enthält. — Den Feingehalt des Goldes drücdt man da- 
durch aus, daß man angibt, wie viel Karat reines Gold in einer 
Darf zu 24 Karat enthalten find. Darnach ift 23 Faratiged 
Gold folches, das in der Darf 23 Karat reines Gold nnd 1 Ka⸗ 
rat Zuſatz enthält. — Der Werth einer Münze wird durch ihren 
Gehalt an reinem Metalle beftimmt. Das Gewicht einer Münze 
wird das Schrot, und der Gehalt an reinem Metalle das Korn 
genannt, Ä 

VBerlangt man umgefehrt die Quantität der Mifchung bei einer 
gegebenen Qualität derfelben, fo fucht man die Quantitäten z nnd y 
"der einzelnen Theile mittelft der befannten Preiſe, p, q und =. Die 
Gleichung (FF) enthält dann zwei Unbekannte, das Problem iſt dem. 


nach unbeſtimmt. Dan beat = = ( —)y; die Werte & — — 9, 


und y == p—x erfüllen die Aufgabe; = liegt Übrigens zwilchenp undg. " 
- 4 ” 


— — — 
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Man kann auſſer dieſen Werthen unzählig viele andere finden, wenn 
man die erſtern mit einer und derſelben beliebigen Zahl multiplicirt. 

Ein Bäcker z. B. will Brod zu 8 Kreuzer das Pfund liefern; 
wie viel Waizenmehl zu 10 Kreuzer, und wie viel Kornmehl zu 7 
"Kreuzer das Pfund muß er dazu nehmen? 

Man fchreibt diefedrei Zah⸗ 
Ien in der bier angegebenen Dar- 
ſtellung; feßt 8—7 oder 1 neben 
10, dann 10—8 oder 2 neben 
7: der Aufgabe entfprechen fo 2 u Kornmehl und 18 Waizenmehl; des⸗ 
gleichen A und 2, 6 ud 3, u. ſ. w. | 

Hat man zur Beſtimmung des Problems eine zweite Bedingung, 

ſo wird ſolche in die algebraifche Sprache Übertragen, darauf zwi⸗ 
fhen der Gleichung CF) und der neuen die Elimination verrichtet. 
Wäre 3. B. die Quantität z-+ r der Mifchung gegeben und gleich m, 
fo hätte man 


10....1 Waizenmehl. 


Mittlerer Preis] „, Kornmehl. 


J—— Le Zeh, 
woraus »7 — 


Die oben erhaltenen Werthe von x und Y weten folglich mit 
Fr: multiplicirt. Soll in unſerm vorigen Beiſpiele die Quantität 
Mehl 21 5 betragen, fo multipfieirt man die daferbit gefundenen Re⸗ 
ſultate 1 und 2 mit a = TR Waizenmehl zu 10 Kreuzer 
mit 14.8 Kornmehl a ’ Kreuzer das Pfund vermifcht, geben biernach 
21 8 Mehl gu 8 Kreuzer. 

Will man ebenfo 7,54 Kilogr. 

0,9 feinbaltigen Silbers aus o,97 0,9 
und 0,84 feinhaltigem Silber er⸗ 
halten, fo zeigt die Rechnung, daß 

man 3,48 Kilogr. von der erfien 

md 4,06 Kilogr. von der zweiten Sorte dazu braucht, 

Leicht läßt fich Diele Lehre anf den Fall ausdehnen, wo man meb- 
rere Subſtanzen mit einander vermifchen will, 


Zweiter Fall. Hat man mehr Gleichungen als Unbekannte, 
fo iſt das Problem mehr als beſtimmt; d. h. eliminirt man alle Unbe⸗ 








(4), = 


her 


09,7 ...0,06 x 9,13 — — 3,48 


* 


O,84..0,07 x55 =4,06 
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fannte, fo bleibt unter nur befannten Größen eine gewiſſe Anzahl von 
Gleichungen übrig, welche dieſe Befannten erfüllen müffen und die des. 
halb Bedingungsgleichungen heißen. Werden dieſe Gfeichungen nicht. 
erfünt, fo ift die Aufgabe unmöglich; werden fie aber befriedigt, fo 
fallen einige der gegebenen Bedingungen mit einander zufammen ; die 
Bedingungen find im gleicher Anzahl mit den Unbekannten vorbanden 
und werden durch ebenfo viele befondere Gleichungen ausgedrückt, auf 
welche fich die vorgelegten redueiren. 

Zwei Zahlen = und y zu finden, deren Summe a, Differenz d 
und Produft p ſei; man bat ao ca + y=—s, <—y=—d, unday 
—p. Die zwei erften Gleichungen geben =! (s+d), y=i(s—d). 
Werden diefe Wertbe in die dritte Gleichung ſubſtituirt, fo findet 
man Ap = 8’ — d’, Leiſten die gegebenen Größen s, d und p diefer 
Relation Fein Genüge, fo ift das Problem unmöglich; exiſtirt aber 
eine folche Relation, fo iit eine der gegebenen Gleichungen unnöthig, 
da fie eine Bedingung ausdrücdt, die von ſelbſt ſtatt finder und in den 
beiden andern enthalten ift. 


Welcher Vruch ift es, der fo befchaffen if, daß er fich, wenn 


zum Zähler m addirt wird, in — und wenn m’ zum Nenner adbirs 


wird, in , verwandelt? Sind x und y die beiden Glieder des 
gefuchten Bruches, fo hat man | 


zstm_ a — 
— * — und am 
Die Elimination gibt 
(ab’ —ab) z=a! (bm+am!),(ab'—alb) y—=b (b’mtam‘). 
Da x und y ganze Zahlen find, fo iſt ad—wb = +1, oder dieſes 
Binom ein Theiler der zweiten Glieder. Man bat folglich eine Be⸗ 
dingung zu erfüllen, ohne welche die Aufgabe, unmöglich ift, obſchon 
man ebenfo viele Gleichungen als Unbekannte bat. 


$. 28, Wir wollen fümmtliche ganzzahlige Werthe von x nnd y 
finden, die der unbeflimmten Gleichung ar -+dy — A.... (1) ent- 
fprechen, wo a, 5, A gegebene ganze pofitive oder negative Zahlen 
bezeichnen. Diefe müſſen fo befchaffen fein, daß die beiden eriien « 
und 5 Primzahlen unter fich find; denn hätten fie einen gemeinfchaft- 
lichen Zastor d, fo würde, Inden man Alles durch a dividirte, hieraus 
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erfolgen, - — * r_—y= =. Da das erfte Glied eine ganze 
Zahl fein cm, fo uf eine folche auch das zweite fein, das Problem 
wäre folglich unmöglich, wenn A nicht durch d theilbar wäre; finder 
letzteres aber ſtatt, ſo kann man den gemeinſchaftlichen Factor der 
Gleichung weglaſſen. 

Es ſei &æ ma und G4 eine Aufloſung der Gleichheit, oder 
aa 8A,; zieht man dieſe Gleichung von der vorgelegten ax+dy 
== A ab, fo fommt a(x—o) = — 5 (y—P) ; da aber a und 5 Prim 

zahlen unter fich find, fo muß —6 ein Vielfaches von a (Arithmetit 
8,25), dee 7 —PB=as fein, Durch dieſes Mittel haben wir zur 
Beftimmung von = und y folgende zwei Gleichungen; 


x=a—bi,y= B+tat....(2). 


Werden diefe Werthe in die Gleichung (1) eingeführt, fo ficht man, 
Daß fie derſelben entfprechen, welchen pofitisen oder negativen Werth 
Die ganze Zahl 2 auch haben mag. Jene Ausdrücke find ferner bie 
einzigen, welche eine folche Eigenfchaft befigen; denn ſei ga’, y—ß! 
eine andere Auflöfung, oder ua’ + 58'’=4A; wird fie von aa--5ß=A 
abgesogen, fo kommt a(«— a) = — u — 46); folglich A—P ein 
Vielfaches as von a, woraus Z—=ß+a, W=a— bi, Werthe, 
die in der Formel (2) enthalten find, 

Hieraus folgt, daß man aus einer gefundenen Auflöfung (a nnd 4) 
alle übrigen abreiten Tann, indem man = 0,1, 2.... fest. Die 
Werthe von y und die von = bilden alfo, wie man ſieht, zwei arith- 
metifche Progreffionen, deren Verbältniffe oder Differenzen die gegen- 
feitigen Eoeffleienten 5 und a, der eine mit entgegengefehtem Zeichen 
genommen, find. Beide Progreffionen werden wachfende fein, wenn 
e und 5 verfchiedene Zeichen haben, im andern Falle wird die eine 
eine wachſende, die andere eine abnehmende. 


4. 29. Die Aufgabe iſt alſo darauf zurückgeführt, eine Auflöſung 
z=amd 4 zu finden. Wir wollen a > 5 annehmen, die Glei⸗ 
hung in Bezug auf y dann auflöfen, und die in den Brüchen enthalte» 
nen Banzen ausziehen; wir werden fo haben 
wo k und 2 die Quotienten, B und c die Reſte der Divifion von 4 
und a durch 5 find, Die Aufgabe läuft jegt darauf hinaus, die Werthe 
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von x zu finden , die B—cx durch 5 theilbar machen. Wäre nun c=1, 
fo würde, wenn man = = 2 ſetzt, wo w eine ganze Zahl ift, 
x == B — bz fein, und jeder ganze Werth für s ebeufalls ganze 
Werthe für = und 7 geben; man hätte alfo das Problem gelöst. 


Wäre hingegen co >1, fo fett man = == s, mo 2 abermals eine 


ganze Zahl iſt. Es handelt fich nun darum, die Bleichung ds--cx==— B, 
wo e<- 5 durch ganze Zahlen aufzulöfen. Dan verfährt folglich wie 
oben, d. b. man löst die Gleichung in Bezug auf æ auf, zieht bie 
Ganzen heraus; es wird ſo kommen 





x. = Pat — kl — e— de 

wo k' und 7 die Quotienten, C und d die Rehe bei der Divifion 
von B und 3 durch c find. Der leute Bruch muß eine ganze Zahl « 
fein; er gibt, wenn d=1, O — cu, s= C— a, und nimmt 
man für u nur. ganze Zahlen, fo wird man auch nur folche für =, x 


und y finden. Iſt aber 4>1, fo febt man = 
m, u. f. w. Die Eoeffieienten der ſueceſſiven Unbekannten =, 
u, Orc. find offenbar die Reſte, weiche man bei der Aufſuchung des 
größten gemeinfchaftlichen Theilers von 5 und a erbält (Aritb. 8.23). 
Da die Seuten Größen 5 und a Primzahlen unter fich find, fo If man 
überzeugt , im Endrefultate zu einem Cocfficienten = 1 gu gelangen, 
was eine Relation von der Form o + ge — G! swifchen den Ganzen 
v und s geben wird. Nimmt man für s ganze Zahlen, fo wird man 
auch die Werthe von v, von u, », z und y in ganzen Zahlen finden. 
Dan bat alfo eine Auflöfung des Problems gefunden; die Gleichungen 
(2) finden jegt ihre Anwendung. Ein Beiſpiel wird dies erläutern. 


Die Gleichung 8c— 27y = 17 gibt = — —— = 3y + — y HT, man 














2 


ſetze Ho, ent y = un n4 n-1, man 
fee — = u, Worauf s = sur =u-+ —3; endlich 
mache man A = v, woraus 20 — 1. Nimmt man z. B. 


7, Bon den Gleichungen. 
= 1, fo erhält mn ui, s—=2, y—=3, x—=11: Me For 
meln (2) werden dann z=11 + 274, y=3 + 81. Hätte man für 
v irgend eine andere ganze Zahl genommen, fo würde man zu den- 
felben Werthen gelangen, obgleich fie dem Anfchein nach von einander 
verfchieden find. Nimmt man v = — 8, fo findet man · — — 7, 
z=—- 10, y=— 29, 2 = — 97, woraus) 2 = — 97 + 271, 
— — 29 + 8/5 febt man aber 2-+ 4 anftatt ?, fo fommt man 
auf die obigen Werthe wieder zurüuckk. Nimmt man z=,..— 2}, 
— 1,0, 1, 2..., fo finder man wachfende,, nach beiden Richtungen 
ind Unendliche fortlaufende Progreifionen , deren Differenzen 27 und 
8 find, und deren je zwei fich entfprechende Glieder eben fo viele Auf- 
löfungen der Aufgabe abgeben; andere Auflöfungen läßt die Aufgabe 
nicht zu. 
2er. hr 16H 11, 38, 68, 92...» 
y=...— 13, — 5, 3, 11,19, 27... 





§. 30, Bir wollen fämmtliche Rechnungsoperationen mit Hin- 
weglaffung der Raiſonnements, auf denen fie beruhen, bier Furz zu- 
ſammenſtellen. Wir erhielten die fuccefliven Brüche : 


.. J—ax B—bz C— cu D—do 
j= 7 —X 2 = u 


- Fur . (M), 
die fich auf ganze Zahlen reduciren müſſen; die Factoren c, d, e... 
And, fo wie die Größen B, ©, D.... Refte von Divifionen. Wir 
bringen diefe Brößen in nachftehende Darfelung, aus der wir eine 
Teichte Methode zur Auffindung der Werthe von y, x, 2, u, di... 
in ganzen Zahlen ableiten werden. 

ab cd ee fg vi 

ABCD ETF ..:..:.0t(N. 

yız zz uv ss WW ..,.,0 


Die erfte Linie, welche die Diviforen, Dividenden und Refte bei 
der Operation des größten gemeinfchaftlichen Theilerd von a und 2 
(Arith. $. 23) enthält, führt nothwendigerweiſe auf ein letztes Glied 
— 4. Die zweite Linie wird gebildet wie folgt: fee das zweite Glied 
A der vorgelegten Gleichung unter a, dividire A durch B, fchreibe den 
Reſt B unter 5; dividire darauf B durch c, fee C unter c; dinidire 
O durch d u. f. w., dergeſtalt, daß die Diviforen ſucceſſive die näm⸗ 
lichen, als die in der erſten Linie ſind. Die Quotienten werden nicht 
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weiter berüdfichtigt, da man fie nicht braucht. — Was die dritte 
Linie anlangt, fo beftebt fie aus den Werthen von y, x, 2... in 
ganzen Zahlen, welche, auf der rechten Seite angefangen, nach den 
in den Gleichungen (M) enthaltenen” Vorfchriften gefunden werden. 
Um alfo = zu finden, muß man vorerfi w berechnet haben, dann den 


ganzen Quotienten CZ fachen , weichen man unter O fchreibt, 


Alle diefe Brüche von einerlei Form redueiren fich auf ganze Zahlen, 
wenn man auf die Zeichen der Produkte, Differenzen und Reſte ge⸗ 
börige Rüdficht nimmt. Man fchreibt den Werth 8 für y unter den 
Eoefficienten a von z, und den für a unter den Coefficienten 5 von y, 
und erhält fo eine Auflöfung der Gleichung (1); diefe Wertbe werven 
endlich den Gleichungen (2) gemäß durch die Vielfachen — di und at _ 
vervollftändigt. 


Man muß bemerfen, daß, da der letzte Diviſor der erſten Linie 1 
ift, der ihm darunter entfprechende Reſt Null ift, die zweite Linie fich 
alſo damit fchließtz der vorhergehende Neft gibt fonach den Werth 
des Teuten ganzen Quotienten. Es ſei die Gleichung 328 + 229% 
— 174: 





323829 990 81 61 

1741 18 s0 8 2 0 
15-8 0-9 2 0 
Y x 3 u U... 


Man fucht den gemeinfchaftlichen Theiler zwiſchen den Coeffi⸗ 
cienten 328 und 2295 die fucceffiden Reſte geben die Zahlen der erſten 
Linie. Man fchreibt das zweite Glied 1741 unter 328, dividirt durch 
229, fchreibt den Reſt 138 unter diefen Diviſor; dividirt 133 durch 
99, fchreibt den Net 39 unter 995 dividirt 39 durch 31, fehreibt dem 
Neft 8 unter den Divifor 31 u. f. w. Der Rei 2 if der Werth 
der letzten Unbekannten; dann fagt man 2 x 31 —= 62, mad von 8 
abgezogen — 54 gibts; dividire man — 54 durch 6, fo iſt der Quo⸗ 
tient —9 der Werth von u; —9 x 99 — — 891 von 39 abgezogen 
gibt den Neft + 930; dividirt durch 31 erhält man den Quotienten 30, 
den Wertb vonz, u. ſ. w. zurüd, Man findet fo y= 105, —=—68/ 
woraus y — 105 — 328, 2—= — 68 + 2298, gi die Gleichung 
3702 + 153% = 2001 bat man: 
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so is 64 26 14 11 8 2 1 
2001 1 12 12 42 ii 11090 
—103 +48 —20 +4 — +4 — + 0 
T * v U 0er en 0.0 
Folglich = — 103 + 3704, z’—= 48 — 1538. 


Vorſtehende Rechnungen feben voraus; daß in der vorgelegten 
Gleichung fämmtliche Glieder pofitiv ſeien; findet folches nicht flatt, 
fo nimmt man mit entgegengefeßten Zeichen den Wertb derjenigen 
Unbelannten, deren Coefficient das Zeichen — hat. Auf folche Art 
erhält man die Aufldfung der Gleichung ax — by = A, oder —ax 
+öy=4A,wo A yofitiv if. Die Bleichung 3707 — 153y = 2001 
gibt biernach = 103 + 370f, æ —= 48 + 153%. 

Bir wollen noch die Gleichung 29x — 47y = 112 auflöfen: 

47 29 ss 1 7 3 14 


112 25 7 7 0 0 0 1] 
7 +3 —1 +1 0 0 0 0 
2 u v 


Y 
Die leute Habetanate iſt Null; daſſelbe gilt auch von den vorherge⸗ 
ehenden bis auf = 3 —= 1, u. f. w.; wird dad Zeichen von y ge⸗ 
ändert (megen —ATy), fo hat man 
= —1 + 47, y=—3+ 2. 


. 5 831. Die in Frage fichenden Gleichungen laſſen fich, zuweilen 
vereinfachen : 
1) Haben a und A einen gemeinfchaftlichen Factor m, fo erhält 


man, wenn die Gleichung durch m dividirt wird, I + * — — 


Run muß * eine ganze Zahl ſein, weil die andern Glieder ſolche 


ſind; y iſt alſo ein Vielfaches von m. Setzen wir y = my’, ſo wer⸗ 
den wir eine einfachere, als die vorgelegte Gleichung erbalten, wenn 
wir durch m dividiren. 

Es fei 12002 — 67y — 1000, Man fee y = 200y und divi⸗ 
dire dann die Gleichung durch 200; es kommt 6x — 67y' = 5, wor⸗ 
aus man herleitet y = — 5, y = — 1000, 2—=— 555 folglich 

= — 1000 + 18008, æ — — 55 + 674. 

In der Gleichung Adr — 35y = 165 , da 44 und 165 den Fac⸗ 

tor 11, 35 und 165 den Factor 5 haben, fee many=ily’, dr, 


Unbehimpte Aufgaben. 58 





was Ar’ — 3 gibt. Man findet dann— I, = — 1; 
woraus — — 1 + is, 2 = —5 + 36h, 

2) Dan bemerfe, daß in jeder Aeauidifferen A, A + B, 
A + 25, fämmtliche Reſte, die man bei der Divifion der a erfien 
Stieder durch a erhält, verfchieden fein werden, wenn a und 5 Bein 
zahlen unter fich find. In der That, würden zwei Glieder einerlei 
Reſt laſſen, fo müßte ihre Differenz durch a theilbar fein (Arich. 8.16), - 
was ungereimt if, da diefe Diftereng die Form kb bat, wo k <a. 
Die a verfchicdenen Nee fallen daber nothwendig, aber -in veränder- 
ter Ordnung, mit den Zahlen 0, 1, 2, 3... (a—1) sufammen. Einer 
der Dividenden Z + 2 gibt alfo vun als Reh, oder ik ein Vielfa 


ches von a; y — I bringt demnach⸗ 2 auf eine ganze Zahl. 


Nun ereignet ed ſich öfters, dag man sei der Subſtitution von Oo, 1, 
2,3... für y den Werth 2< a, der folcher Bedingung entipricht, 


entdedt, Um: alfo (erſtes Beiſpiel) auf eine ganze Zahl zu 


bringen, ſetzt man /— 0, 1, 2, 3...; die Reſte von 547 durch 
8 dividirt find 7, 2, 5, 0... Jedes Glied der letztern Reihe wird 
erbalten , indem man — 3 dem vorbergebenden Nefte binsufügt und 8 
in der Summe wegftreicht, wenn fie 8 übertrifft. Dan fiebt, daß 
y= 3 der geführte Werth if. Uebrigens kann man dies nur als 
ein Probiren anſehen, das fich häufig weitläufiger als die allgemeine 
Methode berausfieclt, Um y = Ie- 2+7 + — er — in gan⸗ 
sen Zahlen zu finden, ſetzen wir x = 0, 1, 2...5 der kebte Bruch 
führt zu den Neften 11, 6,.1, 8, 3, 10, 5, O..., tndem man fort- 
während 7 binzufügt und 12 wegnimmt, wenn ed angeht. Auf folche 
Art finder man, dag 2 = 17 einen ganzen Quotienten y = 14 gibt, 
hieraus y = 14 + 1%, x —=7 + 12. | 


$. 32. Es ereignet fich zuweilen, daß die Aufgabe nur pofitive 
Reſultate haben kann. In folchen Fällen darf man nicht mebr alle 
ganzen Zablen für 2, fondern nur diejenigen nehmen, welche a— di 
>0,ß + at > 0 geben ($. 16); diefe Yingleichheiten beſtimmen 
die Orenzen von 2. 

4) Finden dergleichen Grenzen in einem und demfelben Sinne 
ſtatt, fo reduciren fie Ach auf eine einzige, und der Gleichung kann 
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durch unendlich viele, fortwährend größere Wertbe Genüge geleitet 
werden; in diefem Zalle haben a und 5 verfchiedene Zeichen, weil 
font ax + dy nicht immer gleich c bleiben könnte, Im erſten Bei- 
fpiele des $. 29 bat man 2 > — 5:und > — z; man Tann alfo 
t= 0,1, 2... feßen, ihm aber Feinen negativen Werth beilegen. — 
Im zweiten Beifpiele des 6. 30 hat man 2 == 0 oder > 0, nämlich 
I=0,1,2,3, Er 

2) Haben die Grenzen in verfchiedenen Richtungen flatt, fo fucht 
man die dazwiſchen Tiegenden Werbe. welche 2 annehmen kann, und 
der Aufgabe genügt nur eine befimmte Anzahl von Auflöfungen; 
x wädhst, wenn y abnimmt, was erfordert, daß a und 5 einerlei 
Zeichen haben. Es kann fich fogar ereignen, daß diefe Grenzen fich 
gegenfeitig ansfchließen; es IR dann unmöglich, die Aufgabe in ganzen 
Zahlen zu erfüllen. Im erfien Beifpiele des $. 30 hat man << 35 und 
>57; eine Auflöfung in pofitiven Zahlen iſt alfo unmöglich. 


Anmerkung: 1) Die Gleichung ax + by = — c, mw 
a, bund c pofitiv find, kann durch Fein Baar pofitive Zahlen 
erfüllt werden. 

2) Der Gleichung ax + by = c, wo a, b und c pofitiv 
find, und a + 5 > c fann nicht durch ganze pofitive Zahlen 
Genüge geſchehen, den Fall ausgenommen, mo c durch a oder 
durch 5 theitbar if; alsdann wird die Gleichung durch Null 
und eine pofitive ganze Zahl erfüllt. 


Nun einige Anwendungen von vorfichender Lehre: 


L Die Zahl 117 dergefalt in zwei Theile zu theilen, daß der 
eine durch 19 und der andere durch 7 theilbar fe Man hat 192 4 7 
— 4_ 

117 - 192, folglich · 8 — ea 

eine ganze Zahl. Seht man z=1, fo findet man y= 14; dieſes 

gibt — 1 ud y—mid+1H. Will man die negativen Zab- 

len ausfchließen, fo und 1 — 72>>0 und 14 + 1% > 0 fein; woraus 

<<; und > — 3. Zu diefem Falle kaun man der Aufgabe nur auf 

eine einzige Art genügen: 2= 0 gibt x = 1 und y= 145 19 und 
98 find demnach die gefuchten Theile. 

IL. Man will 2000 fl. mit zweierlei Art von Gefäßen, die einen 

su 9 fl., die andern zu 13 fl. das Stüd, bezahlen. Dan finder 


— 41175 woraus y — —, oder 
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92 + 13y — 2000; woraus æ — U — ip, — 


9 
a maß eine ganze Zahl werden, dieſes gibty = — 4, bierans 


x = 228; endlich = —= 228 — 1, y—= — 4 + 9. Die nes 
tiven Werthe von y zeigen an, wie viel Gefäße von der zweiten 
Sorte man gegen die zur Entrichtung der 2000 fl. hingegebenen der 
erſten Sorte in Empfang nimmt. Soll z und.y pofltiv fein, fo muß 
man 2238 — 13 > 0 und — 4 + 9 > 0 fegen, woraus 2< 18 
und — O. Setzt man ? 1, 2,3... 17, fo erhält man die 17 Auf. 
löfungen der Aufgabe, z = 215, 202, 189 ....7;y= 5,1%, 
23 ....449 Dan kann alfo 215 Gefäße zu 9 fl. und 5 sehe iu zu 
13 fl. geben, ꝛc. 


m. Ein Kaufmann tanfchte Rubel gegen Dufaten um umd tete 
bierbei noch 15 Franes darauf. Wenn der Rubel zu A Franes und 
der Dukaten zu 9 Francs angenommen wird, fo fragt fich, auf wie vie 
lerlei Art ein folcher Tauſch vor fich gehen en Dan dat y- 
42 + 155 e8 ergibt ſich hieraus = = 3y — 15 ZT 5, alfo I 7 22 
und y— M +3,02 9 +3, Sollen x und poſitiv fein, fo 
fallen die Grenzen von 7 zufammen, und es it — 1. Richts be 
grenzt bier die Werthe von = und die von y; fest man fueceffive = 
0,1, 2..., fo finder man = = 3, 12, 21...,y= 38, T, 11...3 
man kann alfo 3 Rubel gegen 3 Dukaten, oder 12 Rubel gegen T Du⸗ 
katen einwechſeln, u. ſ. w. 


IV. 62 — 12y = 7 kann nicht in ganzen Zahlen. anfgeröst wer⸗ 
den, weil der gemeinſchaftliche Theiler 6 von 6 und 12 Fein Theiler 
von 7 iſt. 

Aehnliches findet bei der Gleichung 22 + 35 — — 10 ſtatt, 
wenn z und y pofitiv fein follen. Die Rechnung weißt dies übrigens 
nach, indem fie gibt = — 37 — Ss und y = — 21; die Örengen 2>$ und 
< 0 köonnen nicht zuſammen beftchen. 


V. Der Bruch u. defien Nenner d — ab das Prodult zweier 
Primzahlen unter fh 4 em b “ in zwei Theile zu theilen. Dan 
ſetzt deshalb 7-7 + —, bat demnach die Gleichung ar 


/oder 
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+ dy = n in ganzen Zablen aufzuläfen. — Für den Bruch 55 hat 
man 1142 + 7y = 58, da 77 = 11 mal 75 darans ergibt fh == 7 
— 3, y—=13 11 Soll % die Differenz der beiden geſuchten 
Brüche fein, fo if die Zahl der Auflöfungen unbegrenzt. Soll 5} aber 
die Summe zweier Brüche fein, fo iſt nur eine einzige Auflöfung zu⸗ 
läßig, die dem Werthe 2 = 1 entfprichts dieſes gibt = 3 +. 


VL Die Summe von 50 fl. in Zweiguldenſtücken und Dreihalb⸗ 
guldenſtücken zu bezahlen. Man bat die Gleichung 22 + $y = 50, 
oder Ar -+ 39 —= 1005 es ergibt fih daraus = 1 — %, y=32+Ät, 
Set man ⸗ — O, —i, — 27... did —8, fo findet man = —1, 
4, 7.., 9 32, 283, 24 .... Nimmt man auch die negativen 
Wertbe von x oder die von Y, fo find die Zweigufdenftüde als gegen 
die Dreihalbguldenſtücke zurückgegeben zu betrachten, wodurch eine 
Differenz; von 50 fl. entſteht. 


$, 33, Di anseinandergefebte Methode läßt fich immer anwenden, 
wenn man 3, A... Unbekannte und eben fo viele Sfeichungen weniger 
eine bat. Hierüber einige Beiſpiele: 


VIL Eine Zahl N zu finden, welche durch 5 dinidirt zum Reſt 4, 
durch 7 dividirt vum 3 Ref > laffe, d. 5. die Zahl, welche die Aus⸗ 


und I 2 u ganzen Zahlen macht. Bezeichnen wir 


die reſpektiven Quotienen durch z und Y, fo haben wir N=5:c+A, 
N=7y +2; woraus Y —5r—2, Löst man diefe Gleichung mit- 
teift des angegebenen Verfahrens auf, fo finde man = u A, 
y=5t+1, ma N=35t+9 gibt. Die gefuchte Zahl ift alſo eine 
and der Reihe: 9, AA, 79.... Dan würde Feicht sum Endrefultate 
gelangt fein, wenn man bedenkt, dab N = A den erfien Bruch in eine 
ganze Zahl ummandelt, und daß fämmtliche Zahlen, welche diefen Be 
dingungen genügen, vonder Form N = 4+ 5r find. Für v kann man 


aber nur Diejenigen Werthe nehmen, welche die Grüßen I * oder 5°+2 +2 


zu einer ganzen Zahl Machen. Dan ficht auf der Ste, daß ‚= 4, 
überbanpt vo =1 + 72 it, folglich durch Subſtitution N= 9 + 368. 


VII Dan zähft die Blätter eines Buches dreimal hinter ein- 
ander, das erfte Mal je fieben, wo 1 übrig bleibt, das zweite Mal fe 
10, wo 6 übrig bleiben, das dritte Mal je 3, wo nichts übrig bleibt. 
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Wie viel Blätter hatte das Such? Man nimmt an, daß die Anzahl 
derſelben zwifchen 100 und 300 Hiegt. 


Es handelt fich alfo darum, eine Zahl N zu finden, welche die 
Größen — 1, S= 6 und ni zu ganzen Zahlen macht. Der 
legte Bruch 6 N = 33, bie zwei andern werden dadurch = / 


: der lebte gibts = 2 + 1005 der andere wird dadurch 


m oder 4v + —— folglich ve = 1 + TE, word = 12 
+ 70; endlich N = 36 + 2104, Get man 2=0, 1, 2...., ſo 
findet man N = 36, 246, 456... das Buch bat alfo 246 Blätter. 


IX. Welche Zahlen Taffen durch 2, 3 und 5 divibirt nach der 
Reihe die Reſte 1, 2 und 3? Dan findet N = 808 + 235 alfo 


1124 Ir +1 2r — 1 
X. Die drei Größen 20% — und — — 
ganzen Zahlen aufzulöſen. Man kann die Rechnung, wie folgt, ver⸗ 
einfachen: Da 604 = 23.32.7, 35 == 7.5, 16 — 2., fo zerlegt 
man die drei Brüche in 
4217-4 121z—A 1217—4 971 97H 11lc—1) 
— —— 
—1 ar—5, 2rH 2cH+Hi Act, z—1 











stm, 


in 





wenn die Ganzen berausgezogen werden. Dan läßt den dritten Bruch, 
der mit dem vierten einerlei if, weg, desgleichen den erſten, der in 
dem Testen enthalten ift; denn c—1 kann nicht durch 16 theilbar 
fein, obne ed auch durch 8 zu werden. Es Bleibt alfo noch übrig, die 
—, 254*1 IcH = 


Sröfen — 1 in ganzen Zahlen anfınlöfen. 
Der ee ur a z=—1l+ 9, dadurch wird der zweite 
in 19 —1 oder * umgeändert; ; alſo 247, md —17 





7 
+63, Der dritte Bruch wird dadurch a ‚werd —=——2 
+ 51, und = = — 109 + 3150. Der vierte Bruch gibt end- 
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lich —* 


5040% eir jeden beliebigen ganzen Werth von = 


Hat man nur eine Gleichung und drei Unbefannte, fo operirt 
man wie folgt: Es ſei sc +8y +73 ==50. Geht man 50 —7s=u, 
fo hat man 5x + 8y = u, woraus man, indem u als gegeben betrach“ 
tet wird, = — 81 — 34 und y — 2u — 58 ableitet; wird für w fein 
Bert) 50 — 73 eingeführt, fo kommt x = 21z + 8 — 150, y = 
100 — 142 — dt, in welchen Ausdrüden z und = beliebige ganze 
Zahlen find, | 

Es ſei noch die Gleichung 72 + 5y — 32 = 2095 hieraus = — 
2° +27 —69 + >; ——en dan y — — 3 
— 2,3 = Ar — 5t — 73, wo und x willführliche ganze Zah⸗ 
len find. 





‚ woraus £' = 10 4 163; und endlich z — 3041 + 


ip — 


Drittes Rapitel. 


Bon den PBotenzen, den Wurzeln und .den 
Gleichungen des zweiten Grades. 





Botenzen und Wurzeln der Monome. 


4. 34, Mittelſt der im $. 60 der Arithmetik gegebenen Regel 
wird die Erhebung auf Potenzen dadurch vereinfacht, daß man die 
wiederholte Murtiplication vermeidet. Denn foll a auf die Potenz m 
==n + p erhoben werden, fo hat man an = an x ar ; bildet man 
alfo die Potenzen ar und ar , fo gibt ihr Broduft am. Eben fo 
kann man m in 3 Theilen + p + g zerlegen, woraus ax — a” x 
ax ai I u. ſ. w. 


$. 35. Ans den Negeln der Multiplication CS. 5) folgt: Daß 
die Potenz eines Monoms gebildet wird, wenn man den 
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Erponenten jedes Buchkaben mit dem Grad diefer Po⸗ 
tenz multiplicirt. Hiernach mozis 
(2u5?)? — 10284, (92 2 )= - To 

Dan zieht hieraus ein Leichtes Mittel, gewiſſe Botenzen von Zah⸗ 

len zu bilden; denn am kommt anf ar — (ar )P zuruck, wenn m— np 

if. Hat man m = npg..., fo bildet man die nte Boten; von a, 

die pte Potenz von an, die gte Potenz von am, ,, Aehnlicherweiſe 


verfährt man bei der Wurzelausziehung; ſo z. B. findet man 531441, 
weil 12= 3.2.2 dadurch, daß man vorerſt die Quadratwurzel and- 
sieht, was 729 gibt, dann von 729 die Quadratwurzel nimmt, 
welche 27 if; endlich aus 27 die Cubikwurzel zieht, mas 3 — 
Y 531441 gibt; 


Um umgelehrt die mte Wurzel ans einem Monom su 
sichen, darf man nur diefe Wurzel ans icdhem Factor 
befonders ziehen; eine folche Wurzel finder man, indem 
man jeden Erponenten durch m dividirt. In der That, da- 
mit a?5° die Cubikwurzel von ad? ſei, iſt es erforderlich, daß a232 auf 
den Cubus erhoben, a°5? wieder hervorbringe; dies findet aber nach der vor- 
bergegangenen Regel flatt, wenn die Erponenten durch 3 dividirt wurden. 

)/ 243015 30% 
V (Aa?b4) = 20b?; ( go ) = ; 

Sobald der Grad der Wurzel gerade it, fo kann diefe Wurzel 
ſowohl mit dem Zeichen +, als mit dem Zeichen — behaftet fein; 
v9=+3 Es lommt dies daher, weil, infofern eine Zahl m 
die Wurzel von 9 fein fol, es, algebraifch gefprochen , binreicht, 
wenu m’ = 9, was flatt finder, welches von beiden Zeichen m auch 
haben mag. Iſt hingegen der Grad der Wurzel ungerade, fo baben 
Potenz und Wurzel ein und daſſelbe Zeichen, 


Y-n=-3, Y + 243 4 3. 
Anmerfung Die Richtigfeit der chen ansgefprochenen Be⸗ 
bauptung erhellt aus Folgenden ; 
Dan hat (+ a)” = ((La)’ = (a = 
gerne (K =" —* ta)=a”. —* teu+: 


Hieraus num Yaı= vw; Va =+#; 
and v— =— m. 
1.88. 26. Bud. 5 
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$, 36. Mit den Wurzelausdrücken laſſen fich öfters Vereinfachun⸗ 
gen vornehmen. 


Beiſpiele. 432 - 28 * 30 1 62; YNgd'=gY N 
— = « Va; Y (3a—6a5-+-35?) == (a—b) Y3; 


Ya+-Ys + Ya-sfb=3Ya—_2YE;YISAY3=7V3} 
Vzy—aycyHY x y1 -aHVT xy; V 1503b’—4Y 3a3b* 
— abY3a; Y271adb — V3ad)’ — a(3 — b?)Y’3ab; 
a /o f Ye _g+bf Jo 
d 


VA Va 


§. 37. Um die Wurzel aus einem Produkte zu erhalten, muß 
man, nachdem was wir bier oben geſehen haben, die Wurzel deſſelben 
Grades aus jedem feiner Factoren ziehen. Es iſt dies auch noch 
wahr, wenn die Wurzeln fich nicht mehr genau ausziehen laffen. 


3. B. Vol = Ya x Pb, weil der Cubus der letztern Größe 
offenbar erhalten wird, wenn man jeden Factor auf jene Potenz er⸗ 


hebt, was a’b gibt. Ueberhaupt iſt Ya xt —Yab, da die Wur⸗ 
zer einer Größe aus dem Brodufte der Wurzeln von ihren Factoren 
gebirder wird ($. 5). Mm folglich zwei Wurzelausdrücke 
von einerlei Grad (gleichnamige Radicalgrößen) mit 
giamder zu multipliciren oder dDividiren, muß man das 
Broduft oder den QDuotienten, der unter dem Wurzel. 
zeichen ſtehenden Größen bilden und jenem ein Wurzel. 
zeichen des nämlichen Grades geben. Vermittelſt diefer 
Regel finder man: 


VXxPR — Yas ir; IE —_ 4 


6 2 
— — „1 __ ri _A, 
V xy! x Y 20ar — V1W0aryt; ıys3 Ays-yı ıy3 
n n n Yax " 4 
Yvr-Y =’ m a 7 %Y’ 
vox, 


5 
a — — Vai; YarrYb)= ab +2 Ya; 


(a YO)’=a°+3a0? Yb+3ab+bYb; (YVarbu)? — ande, 
indem man das Wurzelzeichen mwegläßt. 








bes zweiten Grades. 67 








$, 38. Da es Feine Größe gibt, die mit fich ſelbſt multiplieirt, ein 
negatives Reſultat hervorbringt, fo ftellt Y’—m eine unmögliche Ope- 
ration dar; man nennt deshalb einen folchen Ausdruck einen ima- 
ginären Ausdruck, während Ym ein veeller Ausdruck heißt. 

Bir werden In der Folge Gelegenheit haben zu bemerten, daß 
dergleichen Symbole, die eigentlich keinen Sinn haben, nichts deſto⸗ 
weniger zu fehr wichtigen Betrachtungen Anlaß geben. Solche Sym⸗ 
bole addiren, fubtrabiren..... find Operationen, von denen es ſchwer 
hält, gehörife Rechenfchaft abzulegen; man iſt jedoch übereingelommen, 
jene Rechnungen mit derlei imaginären Ausdrüden vorzunehmen, alt 
ob Fe wirkliche Größen wären, indem man fie denfelben Regeln mie 
letztere unterwirft; wir werden fpäterbin den Nutzen von folchen Ope⸗ 
rationen einfeben. 


Anmerkung. tWeberbaupt ift jede gerade Wurzel aus einer me 
gativen Größe ein imaginärer Ausdruck, weil Feine poſitive 
oder negative Größe denkbar iſt, melche auf eine gerade Po⸗ 
tenz erhoben, ein negatives Reſultat gibt (9. 35). Alſo 


Y— = Va x vi ein imasinärer Ausdruck. 


—a? if eigentlich fein Quadrat, fondern ein bloßes Produkt, 
weil —a? = +a x (—a); ebenfo iſt --a” ein bloßes Pro⸗ 
dukt. 


Die Regel des vorigen $. unterliegt bier einigen Modificationen. 
So it Ya x Y—a nicht anderd als das Quadrat von Y—a, 
fichtbar demnach —a ; dagegen gibt die obige Neger unmittelbar an- 
gewendet als Broduft Y’(—ax—a)— Ya? oder a. Um diefe Schwie⸗ 
rigfeit zu heben, bemerken wir, daß die Zmeidentigkeit des Zeichens 
im Allgemeinen nur dann flatt bat, wenn mannicht weiß, ob a? von dem 
Quadrate von +a, oder von dem von —a herkomme; bier if dies aber 
nicht mehr der Fall, das Produkt ik — and keineswegs a. 

Hieraus folgern wir, daß T—mx Y—u——a, 

Ebenſo it a xVAS mit Fa · —ıxrd-Y—1, oder 
—T ob gleichgeltend. 

Die erſte, zweite, dritte, vierte... Potenz von v—ı wird bier- 
. nad bezüglich fein, Vu —q, 11 —a, +a?, +a’Y —a, A⸗u.ſ. w. 
Die vn — —a find refpeetve — — a, — a, taf —a, a’, 
— a.... 

5 


—4 
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Das Quadrat von 1- Y— 1 rebueirt Bi af2r —i De 

. I = .Y—i 
Cubus von —i+-TY—3 ifl 8; — — v_ 
Das Produft (c+a+öY—1) x — ) it ⸗ (24)232 


Anmerkung. Dieſe Beiſpiele zeigen, dab ſowohl das Pro- 
duft als der Quotient aus zwei imaginären Ausdrücken eine 
reelle Bröße werden könne, aber nicht müſſe. 


6.39. Aus der im $. 37 gegebenen Regel folgt; daß um ein 
mit einem Wurzelzeichen bebaftetes Monom zu irgend 
einer Potenz su erbeben, man jeden Factor unter dem 
Wurzelzeichen auf dieſe Potenz erbeben muß. Der Cubus 
von Y 3a?b it Y27a6b°; der von Y2 ik VS — 27 2. Man flieht - 
hieraus, daß die Wurzelausziehung aus dem mit fchon einem Wurzel 
zeichen bebafteten Monom im Allgemeinen gefchiehbt, wenn man den 
Grad des Wurzelzeichens mit dem Grade der Wurzel, die man aus⸗ 
ziehen win, multiplieiet, oder, wenn es angeht, folche aus der Wur⸗ 


zelgröße sieht, Dan findet biernach (Yo) == Ya’ F * ( Yar ) = 
Pe; Va) = Ta; Ver) = Vabl, 


$. 40, Man kann alfo, ohne den Werth einer Wur— 
selgröße zu Ändern, die Erponenten und den Grad der 
Wurzel mit einer und derfelben Zahl murtipliciren oder 
Dividiren; denn einerfeirs wird dadurch die Größe auf eine Po⸗ 
ten; erhoben, anderfeits ans dem Nefultate die Wurzel von gleichem 
Grade mit der gebildeten Potenz gezogen, was die Größe wieder auf 
ihren erſten Zufland zurückbringt. 


Yızyal; — a; Y (3433) =Y (9a°d°); VYa—Ylat', 


Mittelſt dieſer Operation tft es Leicht ungleichnamige Wurjelgrbßen 
mit einander zu multipliciren oder zu dividiren. Man braucht ſie 
deshalb nur auf einerlei Grad zu bringen, was dadurch geſchieht, daß 
man die Erxponenten und gugleich den Wurzelgrad mit einer und der- 
felben gehörig gewählten Zahl multiplicirt, geradefo wie man bei der 
Neduetion der Brüche auf einerlei Nenner verfährt. Vermittelſt die- 
fer Regel bat man : 
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Yı-p— Vaxrbı — — Vo» . Vi — Yan; 

Fa_ je 0 Je, /L jene 

a *»V I ' dV x» be V rym" 

Anmerkung Der Gab, daß eine Wurgelgröße nicht geändert 
wird, wenn man den Wurzelgrad und den Potenzerponenten 
mit einer und derfelben Zahl dividirt, bietet ein Mittel dar, 
Nadiealgrößen im ihrer einfachſten Geſtalt darzuſtellen. Bei⸗ 





ſpiele: 
25 5 ⸗ 
e Ya’ — Vai’; V. 
3 
en spis ab 2a:53c? — 4 c 
a = ad: 3 > V Tr" 
Y a3b6dc 2 d 


Negative und gebrochene Erponenten. 
$. 41, Wir haben dargethan, daß, unter Vorausſetzung m > m, 
ama der Quotient von - ik. Wenn aber der Exrponent = den Ex⸗ 


ponenten ms übertrifft, fo wird m —n eine negative Zahl — p fein, 
Da man num nicht weiß, welcher Begriff mit dem Ausdrude ar zu ver- 
binden if, fo wird man eigentlich ar mit a” nicht multipliciren Können ; 
es if alfo vor der Hand nicht erlaubt zu fagen, daß a” mit am muL 
tiplieirt am bervorbringen fol. Wir bemerfen aber, daß der Ausdruck 
ar an und für fich keinen Sinn bat, da er den Wortbegriffen Exr- 
yonent und Potenz Feineswegs entipricht. Es ſteht uns alfo frei, die 


Ausdrücke * und ar als gleichbedeutende Dinge anzuſehen, was 
wir in der Folge immer thun wollen. Nach diefer Uebereinkuuft 
föunen wir in allen Fällen fagen, daß — = am: denn für den 


Fall, wo m >n, ift die Sache erwielen , und ans unferer Annahme 
ersibt fie fich für den Fall, wo m <n, weil durch Dinifion der 
beiden Glieder mit am man erbält: 
a = 1 = grla-m) — P. 
a” am 
Die Algebra lehrt Formeln finden, die wegen ihrer Allgemein⸗ 
beit auf alle uumerifche, den Buchfiaben beisulegende Werthe paſſen. 
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Kenn man daber nicht nötbig bat, in einem algebraifchen Ausdrucke, 
wo Größen von der Form — vorkommen, die verfchiedenen, möglicher- 


weife ans den Annahmen von m > oder —n hervorgebenden Fälle 
von einander zu unterfcheiden: fo kann folches nur als ein großer 


Vorzug betrachtet werden; man ſetzt am anflatt = und die For. 


mer wird für alle Hnpothefen ihre Gültigkeit haben (wie im $. 17). 

Auch auf den Fall, mo m — n, iſt Rückſicht zu nehmen; am 
wird alsdann a’, ein Symbol, dad an und für fich ebenfo wenig Be⸗ 
dentung wie ar hat, Wir werden demnach übereinfommeh a’ — 1 


zu ſetzen, weil dann * — 1. Der Ausdruck a iſt ein der 


Einheit gleichgeltendes Symbol, 


Stoßen wir folglich in einer Formel auf die Ausdrücke a’ und 
und a-P, fo werden folche Yeicht zu erflären fein, wenn wir auf ihre‘ 
Entſtehung zurüdgeben und bedenken, daß a’ und ar nur von einer 
Divifion, bei der m—n im erfien und — m + p im zweiten Falle 
war, berrübren Fonnten. Nach diefer Webereintunft kann 
man einen Factor des Nenners in den Zähler feren, 
wenn man feinem Exrpyonsnten das negative Zeichen gibt. 





Hiernach 
= 9) = (=) =1; 
-—D __ 1 . 1 7, ;€ — — 
ale Ekel Aukäheirn ne 
mAn 3 3 
5 — aubnc-pd-a} Tr = (a? + 5°) (a? + 59°. 


Wir haben alfo Potenzen, deren Exrponenten Null und negative 
Größen find, in die Rechnung eingeführt; die Brineipien, auf denen 
diefe Einführung beruht, bieten weiter Feine Schwierigkeit dar. 
Wir kommen jebt zu den Potenzen mit gebrochenen Exrponenten. 


$. 42, Die für die Wurzelausziehung aus Monomen gegebene 


Regel zeigt, daß Var == am; n muß aber dann ein Vielfaches von 
m fein, widrigenfalis man anf einen Brucherponenten kommen würde, 
Da man die Natur eines folchen noch nicht Fennt, fo kann man auch 


Negative und gebrochene Erponenten. 71 


nicht ſagen, daß a” m mal als Factor genommen , das Produkt an 
gäbe. Wir finden und alfo bier in demfelben Falle, wie bei den 


negativen Exponenten, können mithin das Zeichen am , das für fich 
feinen beflimmten Sinn darftellt, als Bild eines Haren Ausdruds 


Ya gebrauchen. Hierdurch find die Formeln anf alle Fälle ange- 
paßt, n mag ein Vielfaches von ms fein oder nicht, was ganz in dem 
Weſen der Algebra liegt. 


Kommen mir alfo in einer Former anf den Ausdruck am , fo if 
es leicht davon einen klaren Begriff zu erhalten, wenn man bemerkt, 
dag ein folcher Ausdruck nur dadurch entflanden if, infofern die mte 
Wurzel and a” verlangt wurde, Die für die Wurzelausziehung ge⸗ 
gebene Neger ift folglich in allen Fällen gültig. Alſo 


YV3a = (30)* ; Ve—y' = (x? — y3)°; s == 17333 


— in 
* 7 Duxom, 








£ 
Inh JE = 


$. 43, a’, ar, aẽ find alfo bir Uebereinkunft gemäß nichts. 
anderes, als Bilder der Wertbe 1, — und Var, Jedoch find 


die Größen 0, —p und —— als Feine wirkliche Exrponenten in dem 


dieſem Worte entfprechenden Begriffe gu betrachten, obfchon fie die 
den Erponenten zukommende Stelle einnehmen. Wir find alfo ohne 
weitere Gründe nicht -berechtigt au ar — am ru zu fehen, wenn 
und n nicht beide ganze und pofitive Zahlen darſtellen. Daſſelbe 
gilt von der Divifion, Potenzirung und Wurzelausziehung. Wir 
müſſen folglich bemeifen, daß diefe Symbole den nämlichen Regeln, 
wie die wahren ganzen und pofitiven Erponenten unterworfen find, 
oder daß, mas auch m und n fein mögen, 

a, am am, (am )p — a, Ya ap, 


L. Wenn die Erponenten negativ ſind: fo bat man (m, n und p 
poſitiv angenommen) 
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Jaxmt—ax — —— = . Ehenfo findet man, 


daß ex am, 


2) = en = an x ar — aut, Ebenſo finder man, 





daß - — um und — — am 
3) (a) — (z ) = * = am, 





a — 
a an 


1. Wenn die Erponenten Brüche find, fo kann man die beiden 
Glieder derfelben mit einer und derfelben Zahl multipliciren; denn 


(10) a = Ya —Y an ae, Man Tann alfo die Bruch-Er- 
ponenten der Größen, welche mit einander multipfieiet oder dividirt 
werden follen, auf einerlet Nenner bringen. 
a 2, m m m atp 
1) ax = YarxYer— Ya =an, 
20 p m m. m np 
2) mM: — Var: VYr— Yarr — am, 


3) (om) — (Ya) — Yan — ⸗* 
4) —— Yo) = Yo — am. 


Auſſerdem bemerken wir, daß dieſe auf Brucherponenten Bezug 


babenden Rechnungen auch geftatten, folche negativ anzunehmen. 
II. Betrachten wir jebt den Fall, wo die Erponenten irrational 


3 
(ud. Es ſei z. B. a a; bezeichnen wir durch = und « Die 
Näberungswertbe dieſer Srponenten, fo daß s—= 72 + Äh,» = 
v3 + Ah, wo Aund A die Fehler find, welche durch bislänglich 
fortgefegte Annäherung auf jeden beliebigen Grad von Kleinbeit ge» 
bracht werden können. Begnügt man fich nun mit den Annäherungs⸗ 
werthen = und =’, fo iſt das Produkt auch nur annähernd richtig. 
Stellt a den dadurch entſtandenen Fehler, der fo Fein, als man nur 


will, gemacht werden kann, dar, fo bat man genan av’ Pf 4 
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a at® — Y'rv’trirn — * x“ „ar 
Feiner aber A und A’ find, deſto mehr nähert fich Pd ET 
man kann alfo dem zweiten Gliede der obigen Gleichung die Form 


er v’ — ß geben, wo P mitg, A umd A fortwährend abnimmt. 
Werden die eonflanten Glieder einander gleichgefeht ($. 22), fo erhält 


man er Kr’ airv? Aehnlicherweiſe zeigt man, daß die 


irrationalen Erponenten bei der Divifion und der Wurzelausziehung 
denfelben Regeln, wie die ganzen unterworfen find; übrigens ergibt 
fich dies fchon ans dem eben Erwieſenen. 

IV. Bas die imaginären Erponenten anlangt, fo finden der De- 
finition zufolge ($. 38) die für die reellen Größen gegebenen Regeln 
auch bei den imaginären Ausdrücen ihre Anwendung, infofern man 
ſolche Symbole der Rechnung unterwerfen will, obfchon fie nicht wird, 
lich, fondern blos in der Einbildung exiſtiren; eine eigentliche Be⸗ 
weisführung bat folglich bier nicht ſtatt. 

Vermittelſt diefer Regeln werden die Rechnungen öfters verein. 
facht. Will man 3. 2. Va’ mit Vait? dividiren,, fo fchreibt man 
7 a”, redueirt die Exponenten anf eineriei Nenner, wodurch 
man erhält: Aan: a au — Varpm, Ehen fo hat man 
YaxYamalt! a ==6, 

Anmertung. Durch den Gebrauch der Brucherponenten wird 
alfo die Wurzelauszichung auf eine bloße Porenzrechnung re⸗ 
dueirt. Descartes war der erfie, welcher diefe glücklich ge- 
wählte Bezeichnung einführte. 

Auf die Polynome, welche negative oder gebrochene Exponenten 
enthalten ‚ finden jept die gewöhnlichen Regeln ihre Anwendung ; es 
iR gut in dergleichen Operationen fich einige Uebung zu erwerben. 
Nachkiebende zwei Divifions-VBeifpiele zeigen den Gang, den man 
bier zu befolgen bat: 


A 
‚ie 


sa — Mas + 42a” 32 a — 7ba — 
— — - 350" 50 — Gab 
Erfier Ref... — Ba + 420} 
+ 6a! ip A2aN58 


Zweiter Reto... 0 
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64i—234?Y —1-13a5- 20-+2205Y —1+6a 25?) 20-5Y 13a 1b 
—6ai+15a?Y_1+ 9ab 3at-AY 1-20 
Ir Reft—saY —1— Aab_-20+220" 15 —1+6a25? 
+sa YA * +20-120-07 1 


2r Reſt . Ab +0 146022 
dab —10a5Y 1-58 
sr Reſt 0 


Wir bemerten noch, daB der Quotient negative Exponenten für 
a zulaffen und dennoch.fich endigen könne. Geht aber die Divifion 
auf, fo iſt Far, daß die Summe der geringfien Erponenten von «a 
in dem Quotienten und Divifor den geringiten dieſes Buchſtaben im 
Dividend bervorbringe. Zieht man biernach die Fleiniten Exponenten 
von a in den beiden erſtern Polynomen von einander ab, fo bat man 
den kleinſten Exrponenten von a in dem gefuchten Quotienten, wenn 
die Divifion aufgeht. Man iſt alfo überzeugt, einen folchen Fall nicht 
vor fich su haben, fobard im Quotienten ein Glied gefunden wird, 
io dem ber Exponent geringer als die chen erwähnte Differenz if. 


Bon den Duadrat- und Eubif-Wurzeln der Bolynome. 


$, 44, 1) Kein Binom if ein Quadrat, weil jedes Monom zum 
Quadrat erhoben, ein Monom gibt, und das Quadrat eines Binoms 
ein Zrinom if. Man würde alfo einen groben Fehler begeben, wenn 
man Va? 42 ad feßte, 

2) Es feien a und a + 1 zwei auf einander folgende ganze Zab- 
len; ihre Quadrate a? und a? + 2# + 1 find um 2# + 1 von 
einander verfchieden, mas mit dem im $. 66 der Arithmetik Gefagten 
übereinftimmt, 

Da 20 + 1 alle ungeraden Zahlen darftellen kann, fo ſieht 
man, daß jede ungerade Zahl die Differenz der Quadrate ihrer 
zwei ungleichen und ganzen Hälften if: 77 = 39? — 38°, 37 = 
19? — 18? 10. Wir werden übrigens bei-der Behandlung der unbe⸗ 
flimmten Gleichungen des zweiten Grades Cfiebe höhere Algebra) zei⸗ 
gen, daß es mehrere Arten gibt, eine folche Zerlegung zu bewerf- 
fielligen , fobald eine ungerade Zahl Feine Primzahl it: 27 — 14? 
— 132 — 62 — 3?; 105 = 653? — 62? = 19? — 16? = 13? — 
82 — 11? — 42, ' 
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3) Iſt x? das größte in N emtbaltene Quadrat, fo find A und 
‚sk 1 bis auf 1 nahe genaue Wertbe von Y’N. Dan hat (k-H!)? 
— k+k+3 md N=k!-ı vr, wenur den ganzzabligen Ref, 
welchen % gibt, bezeichnet, Werden diefe Gleichungen von einander 
abgezogen, fo erhält man N (k-- H—=r — k— 3; if nun 
s>k, ſo hat mn ’N>k-- 3, und k + 1 liegt dem Wertbe von 
Y N näher als x; das Gegeuntheil finder ſtatt, wenn r <A Ye 
nachdem alfo der Reh r > oder < als die ganzzablige Wurzel % 
id, nimmt man k -— 1 oder A als erfie Annäherung der Quadrat⸗ 
wurzel von N. 


4) Hat man die Nechnung des Wurzelausziehens fo weit getric- 
ben, daß man mehr als die Hälfte der Ziffern, welche man für die 
Wurzel erhalten will, kennt, fo kaun man die übrigen burch eine 
bloße Divifion finden , was die Annäberungsoperation bedeutend ab- 
kürzt. 

Um die Nichtigkeit dieſes Verfahrens einzuſehen, ſei N die vor⸗ 
gelegte Zahl, deren Wurzel a 4 x geſucht wird, «a bezeichnet den 
wach der gewöhnlichen Methode gefundenen und x den noch fehlenden 
Theil, ſo daß N—=a+ x. Es iſt hierbei zu erinnern, daß um 
den Ziffern von a ihren gehörigen Werth zu verfchaffen, man ibm 
zur Nechten =» Nullen anhängen muß, d. b. fo viel als x Ziffern 
bat, oder fo viel, als in N noch Klaffen neben die fucceffiven Reſte 
herunterzuſetzen übrig bleiben. Unſerer Bezeichnung zufolge haben 

N — a? x? 


— a2 — x 
wir N = a’ +20 2 + 2°, woraus folgt: —, = + 


= Zn, wo R den Reit N —a? darftellt, neben welchen fämmtliche 


noch wicht angewendeten Klaſſen mit je zwei Ziffern gefest find. Da 
nun x aus n» Ziffern beſteht, fo wird =? im böchften Falle deren 20 
haben, während laut der Annahme a wenigſtens deren n + 1 bat, 
auf welche n Nullen folgen. Dies gibt und zu erfennen, daß a > z’, 


folglich = <zif. Man bat demnach z — — 


a? 

7 ſobald nur 
der Theil in ganzen Zahlen von YN verlangt wird, was immer ſtatt 
findet, weil bei den Annäherungen felbft für die Wurzeln der Brüche 
immer eine ſolche Umformung mit den Zahlen vor fich geht, wodurch 
eine Wurzelauszichung mit nur ganzen Theilen vorzunehmen if. 
(Arithm. $. 66), 
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Man dividire daher Na? oder den Reſt der Operation, ver 
mittel der man a gefunden bat, durch das Doppelte der Wurzel a; 
betrachte deshalb den befannten Theil a der gefuchten Wurzel als ein. 
fache Einheiten (indem man die ihm zur Rechten anbängenden » Nullen 
unterdrüdt), und laſſe gleichfalls » Ziffern auf der echten von N weg. 

Für 7337679817 geben die drei erſten Klaſſen vorerfi 183 als 
Wurzel, und 278 als Reſt; dividirt man alfo 27898 durch zweimal, 
483 oder 366, fo erhält man 76 für die beiden Übrigen Ziffern der 
Wurzel, welche 18376 if. 

Ebenſo erhält man 72 — 1,4142, wenn man die Annäherung 
Hi6 1 treibt; um die vier folgenden Deeimalziffern zu finden, di⸗ 
vidirt man 38360000 durch 2 >< 14142 oder 282845 der Quotient iſt 
1356, ı. Dan findet ſonach 72 = 1,4142135623732, Y3 — 
1,7320508076, 





Anmerkung. Die Gleichung ze =r+ 5 gibt, wenn 


a die Wurzel des größten in N enthaltenen Quadrats iſt, alſo 
2 
z nothwendigerweife einen’ Bruch darfellt, mithin * klei⸗ 


ner als x fein muß, auch zu nachſtehender Methode, fich der. 
Quadratwurzel einer Zahl nämlich durch gewöhnliche Brüche: 
su näbern, Anlaß. Man verlangt die Quadratwurzel aus 2. 
Da 1 das größte in 2 enthaltene Quadrat ift, fo bleibt, wenn 
man ed davon abzieht, 1 übrig. Der Reit durch das Dop- 
pelte der Wurzel a dividirt, gibt 3 als Näherungswertb für z, 
mithin für erfte Annäherung der Wurzel !. Dan erhebt diefe 
Zahl aufs Quadrat und zieht folches von 2 ab, man erhält 


ö N—a: _ x? 
den Reſt — 4 Die Formel u rt 2, wird bier- 





2 | 
nd —;—=rc+ Sr Ma; Get man —% fürs, " 
fo finden wir als zweite Annäherung der Wurzel — —4. 

Diefe Operation ſetzt man fo weit fort, als man für nöthig 
erachtet, " 


5) Die Differenz der Cuben der auf einander folgenden ganzen 
Zahlen a und « +1 iſt 3a? + 3a + 1,-worans folgt, daß fo lange der 
Meft bei der Cubikwurzelausziehung Kleiner iſt, als das dreifache 
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Duadrat der Wurzel nebſt den dreifachen der Wurzel plus der Ein⸗ 
beit, die gefuchte Wurzel nicht zu klein genommen fei, was dem im 
$. 68 der Arithmetik Geſagten conform if. 


6) Hat man von der Cubikwurzel einer ganzen Zahl fchon mehr 
Ziffern gefunden , als derem noch verlangt werden, fo Tann man die 
übrigen durch bloße Divifion hinlaͤnglich genau finden. Denn bezeich⸗ 





net bier a, z und N das Nämliche wie in A, fo bat man —* — 
x? x3 a? 6 x? 
+ tr Da — <tun Im <t weil a > 10% und 


N-—a 
z < 10°, fo ih der Fehler, wenn man —— 


als zwei Einheiten in den letzten Ziffern von a, 


— ſetzt, weniger 





$, 45. Dan fol die Quadratwurzel aus 
944 — 1245 -—— 3405? — 2005? +- 255% 
zichen; wir flellen dieſes Bolynom durch X dar und nennen , der 
Kürze halber, dasjenige Glied, wo der Buchflabe den höchſten Ex. 
ponenten enthält, das größte Glied. Es fei x das größte Glied der ge 
fuchten Wurzel, z die Summe der übrigen Glieder derfeiben. Hier- - 
aus fol KA (c HN)’ = r? + 2ry +? (6); 2° iſt ſicht⸗ 
bar das größte Glied des Quadrats X, alfo 2? — 9a}, oder x == 3a? 
als erfieh lied der Wurzel, und X — 9a! + 6a?y + „2, Zieht 
man 9a? auf beiden Seiten ab, ſo kommt 
— 1245 -+— 34a?b2 — 20053 -- 255° = 6a’y + y}, 

s if im Allgemeinen chen fo gut wie 6a’y ein Polynom; da nun y 
nur Glieder , in denen der Exponent von a geringer als 2 if, ent- 
balten Tann, fo if Far, daß das größte Glied in (6a? + y) y das 
Produkt aus 6a? mit dem größten Gliede von z ausmacht; dieſes letz⸗ 
tere wird demnach der Quotient von — 120° dividirt durch 6a?, dag 
Doppelte der fchon gefundenen Wurzel, fein. Hiernach iſt — 2ab 
das zweite Wurzelglied. 

Um die Rechnung gu beendigen, fegen wir 3a —2ab, oder æ — 
2b — x, und fielen durch z’ die übrigen Theile der gefuchten Wur⸗ 
zel dar. Wir haben fonah X — z? + 2ry + y”, wo wir =” 
auf beiden Seiten abziehen; =’? beſteht aber and =?, was fchon hin. 
weggenommen tft, dann aus — 27 X 2ab C(246)2, oder — 2ab 
(22 — 2ab), Wir fchreiben folglich das zweite Wurzelglied — 2ad 
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eben 60?, das Doppelte des erſten Wurzelgliedes, multipfieiren das 
Ganze mit — 2u5 und ziehen das Reſultat von dem obigen Reſte ab. 
Auf diefe Art haben wir 


30425? — 205? -— 2553 = 2r'y' + y”, 


SR y’ ein Polynom, fo fieht man bald, dab das größte Glied 
30025? das von 2x'y’ if, d. h. das Produkt des größten Gliedes von 
2x mit dem vony, Wir dividiren alfo 300252 durch 642, der Quotient 
55? wird das dritte Wurzelglied fein. 


Wir ſetzen jetzt 30? — 2ab + 55°, der X + 5i—=xr’, und 
bezeichnen die Summe der Übrigen Glieder der Wurzel durch y’; wir 
baben alddann X — x"? = 2r"y”" + y”. Um”? absusteben be⸗ 
merken wir, daß, da ſchon z’? abgesogen wurde, vom lebten Reſte 
300252 — 20a? +- 2554 nur noch 2x’ » 562-4-(552)?, oder 55? (2C+ 
552) abzuziehen bleibt, Wir fchreiben daher 552 neben das doppelte 
Produkt 60? — Aab der beiden erften gefundenen Wurzelglieder und 
multinficiren das Ganze mit dem dritten Gliede 55°, und ziehen das 
Produkt vom zweiten Reſte ab. Da man einen Reſt findet, fo IH X 
—_ 22 —=0, woraus y’ — 0 und — JA. Die verlangte Wur⸗ 
zer ift daher 3a? — 2u5 + 552, 


Nach dieſen Betrachtungen wird nun die Operation folgendermaßen 


angeordnet: 
904 — 12035 B844262 _ 2003 + 2554 | 3a? — 2ab + 582 
—944 


ir Reſt — 12035 + 34a2b? — 2006’ -+- 256% | (6a? — 2a5)x—2ad 
+ 124° — Aa?b* 


m 5,77 
ar Reſt 30052 — 20053 + 2554 ! 6a? — 4ab + 55 
3r Reſt 0 x 552 


Man ordnet alfo das Polynom, zieht die Quadratwurzel aus dem 
erfien Gliede, und fegt die Operation, wie bei dem numeriſchen Wur⸗ 
zelausziehen, weiter fort. 


Nachſtehende Beiſpiele zeigen, daß daſſelbe Werfahren bei ber 
Wurzelausziehung von Größen, in denen negative oder gebrochene 
Erponenten, felbft imaginäre Ausdrüde, vorkommen, feine Anwen⸗ 
dung findet. 
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* L 
g9at— 120 —1— 2042-37 —2)+4aY 2-—2130—2af AHV 2 
—09a° 
4r Ri 1 —2a(2-3Y°-2)44ay 22 (6a2-2ay -1)x-2ay-1 
+120°Y —1+40? 
2r Reſt 6a?!Yf —2+4aY'2—2 GA A+ LT —2 
Ir Reſt 0 x+-T7V2 


I. 


Aa 1205495412180" 135490 | 20_38341.307: 


ir Reſt —12a8’ +9612180""0490"° 
+ 1208 —95 Aa—683 +30” 


Ref 12180-185490 x-430- 
3r Reſt 0 


II. 
2? —a? ar Aatr 93 ... 
—r3 — — — — 
re —— 

+a— air? 27a tier 
2r Reſt —lair? x 1443 
+ieir 2a em Ladr 
Br Ne —47 ⁊c. 


Died Beiſpiel zeigt, wie man fich zu -verbalten bat, wenn bie 
Wurzel fich nicht genau ausziehen läßt, was man daran erkennt, 
wenn man ein Wurzelglied findet, mo a einen niedrigern Erponenten 
en die Hälfte des Fleinften Erponenten im Quadrate bat. Wan bat 

er 











(da-—357)x 33} 
Ent, 





2 4 
2% ax? 


4 
IV. Ebenſo erhält man Ya?+x— +; _ 35 — ꝛe. 


Aumerkung. Die beiden letzten Formeln können zur and. 
hernden Ausziehung der Quadratwurzel aus einer gegebenen 
Zahl angewendet werden, man braucht deshalb nur dieſe Zahl 
in zwei Theile au zerlegen, fo daß der eine ein vollkommenes Qua⸗ 


— 
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drat it; dieſen würde man für a? nehmen? und der andere 
würde x fein. Es ſei z. B. die Zahl 1505 man würde fie im 
144 —+- 6 zerlegen, weil 144 — 122, Hiernach a? — 144 und 
z==6, Hierand ergibt fich mittelft der Formel IV Y150 = 
2 3 — = 1272174 bis anf die vierte Decimal⸗ 
fielle genau. 


6,46. Der Enbusuon + yik æꝰ 3r’y + sry? +y? (‘ 6): 
es wird jest nicht fchwer fein, biernach die vorhergehenden Prinzipien 
auf die Beſtimmung der Cubikwurzel aus einem Polynom in Anwen⸗ 
dung zu bringen. Folgende zwei Beifpiele werden ausreichen, um zu 
seinen, wie man zu verfahren hat: 


I. 
846.-—36445?--540°54-— 2756 903.38? Wurzel. 
—8«‘ 120—180°52+ 963 
ir Re —360%24-54a?d4—2755 | x—88° 
ar Reſt 0 


Zu diefem Zweck ordne man das Polynom, fuche die dritte Wur⸗ 
zel vom erfien Gliede 846, folche iſt 202; ziche dann 8a‘ vom vorge, 
festen Polynom ab. Das erfte Glied — 3645? des erlangten Reſtes 
dividire durch 120°, das Dreifache des Quadrats von 2475 der Quo⸗ 
tient — 352 iſt das zweite Wurgelglied,. Neben 124° feße — 18425? 
tr 954, oder das Dreifache des Produktes aus — 35° mit dem erfien 
Wurzelgliede 202, und das Quadrat von — 3525 diefes Trinom wird 
mit — 352 multiplicirt, und das Reſultat vom erften Meile abgesogen. 
Da der Reſt Null wird, fo iſt 24? — 35? die genaue Cubikwurzel des 
vorgelegten Bolynoms. Hätte man einen zweiten Reſt erbalten, fo 
würde man mit demfelben wie oben verfahren, 


II. 


a — x x 2 673 
_ —7557*. 
17 Reſt x _ 
a3 a3 
x — — 
r 3093 27a 
2° 3 


34? 276° ꝛc 
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Anmerfung Um diefe Formel zur annähernden Aussichung 
der dritten Wurzel aus einer gegebenen Zahl anzuwenden, würde 
man diefe wie in IV des vorigen Paragraphs in zwei Theile 
theilen, fo daß der eine ein vollfommener Cubus if. Für die 
Eubifwurgel aus 2 gäbe die Formel die Reihe 


v2 —1 +- ji ti 
Die Ausziehung der vierten, fünften und böbern Burgen wollen 
wir bier übergeben. 


Bon ben Gleichungen bes zweiten Grades. 


% 47. Wenn man alle Glieder auf eine Seite fchafft, dieienigen 
Glieder, welche =? enthalten, in eins vereiniget, das Nämliche mit 
den Gliedern, worin x Factor it, und mit den befannten Gliedern 
vornimmt; fo wird die Gleichung vom zweiten Grade die Form Az? 
+Bz2+0C=0 haben. Sebt man Term —=g, 
fo hat man 22--px-+9=—=0... (1), eine Gleichung, welche alle Glei⸗ 
ungen vom zweiten Grade mit einer Unbekannten darfichen kann, 
wo p und q befannte pofitive oder negative Größen bezeichnen. 


Anmerfung Sind nur Glieder mit =? und befannte Glieder 
vorhanden, fo heißt die Gleichung eine rein quadratiſche. Gic 
beißt aber eine unreine, gemifchte, wenn auſſer den Gliedern 
mit =? und den befannten auch noch Slieder mit x in der* 
Gleichung vorkommen, | 


Dividiren wir =? — pr + g durch 2 — a, wo a irgend eine 
Zahl vorſtellt, ſo kemmt z + a + yp als Quotient, unda? + pa+g 
als Reſt. Diefer Reit iſt Nu oder er iſt es nicht, je nachdem « 
eine Wurzel oder Feine Wurzel der vorgelegten Gleichung if. (Weil 
man auch durch Wurzelausziehung die der Gleichung entiprechenden 
Werthe findet , fo nennt man ſolche die Wurzeln der Gfeichung.) 
Sede Größe, die Wurzel einer Gleichung vom zweiten Grad ift,. gibt 
folglich einen Binomialfactor (er — a) des erſten Theils dieſer Glei⸗ 
tung, die biernach die Form (ca) (x-Ha-H-p) = 0 annimmt. 

Nun ift es einleuchtend, daß ein Produkt gleich Nun ik, wenn 

irgend einer feiner Factoren Null iſt; man bat alfo (x — a) 


I. Bd. 26 Buch. 6 
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(z Pa + p)=0, nicht allein wnn z — a — 0O, was 2 — a 
gibt, fondern auch noch, wann za -- pP =0, was r = —a—p 
gibt. Folglich läßt 

1) Jede Gleichung vom zweiten Grade, die eine Wurzel a bat, 
auch noch eine zweite = — (a-+-p) zu. 


3) Eine folche Gleichung kann nur wei urjemn haben; dieſer Satz 


wird ſpäter erwieſen werden. 

3) Die Summe der beiden Wurzeln Pa und — (a+p) iſt — p, 
und ihr Produkt it — (a?-+ap)=g, weilla’ +pa--g=0. Folg⸗ 
ich iſt der Eoefficient von z gleich dem Entgegengefeuten der Summe 
der Wurzeln, und das dritte Glied gleich dem Produkte der Wurzeln. 
So if z= 5 eine Wurzel der Gleichung 2? — Sr +15 — 0, mie 
man and der GSubflitution erſſeht. Das erſte Glied der Gleichung 
finder man durch z — 5 theilbars; der Quotient if z — 35 die beiden 

Wurzeln find 3 und 5, deren Summe 8 und Produkt 15 beträgt. 


Anmerkung Die Werthe z = a und æ — — (a — p) fin 
den nicht gleichzeitig ſtatt, fondern einer nach dem andern; 
z ſtellt eine unbefannte Größe dar, kann daber unter Um⸗ 
Händen verfchiedene Werthe bezeichnen, Und dies ift bier der 
Ball; die obigen Werthe genügen, obgleich fie verfchieden find, 


beide der Aufgabe. Will man 3. B. eine Zahl finden, deren 


AQuadrat um 15 vermehrt gleich dem Achtfachen der gefuchten 

Zahl fei, fo bat man die vorige Gleichung z? — 8r +15 =0. 

- Die zwei verfchiedenen Zahlen 5 und 3 beſitzen alfo die in der 
Aufgabe verlangte Eigenfchaft. 


4) Es iſt Teiche, eine Gleichung vom zweiten Grade, deren Wur⸗ 
zeln x und I gegeben And, anzufchreiben; man fee ihre Summe — A 
+ Zumd ihre Produkt = Al, wodurch man erhält 7? — (A+Dr+ 
KH=0. Man kann auch das Produkt (2 —%) (2 — 1) bilden. 
Sollen 3. 3. 5 und —7 die Wurzeln fein, fo mnltiplieire man z— 5 


mit +75 oder man nimmt 5 — 7 — — 2, fünfmal — 7 = — 36, 
ändert das Zeichen der Summe, wodurch man z°-+ 22 — 36 = 0 als 
gefuchte Gleichung erbält. \ 


8) Die Gleichung (1) auflöfen, kommt alfo darauf zurück, zwei Zahlen 


zu fischen, deren Summe —p umd Broduft + g ſei. | 
6) Es tkann fich ereignen, daß die Wurzeln & und 7 gleich find; 
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alsdann find die Faetoren z — k und z—ı glich, und x’ + pr +q 
it das Quadrat von einem biefer Factoren. 


$. 48, Um zur Anflöfung der Gleichung (1) zu gelangen, be 
merben wir, daß im Falle z? + px ein Quadrat wäre, man durch 
Auszichung der Quadratwurzel nur noch eine Gleichung vom erfien 


Grad haben würde, Vergleichen wir diefes Trinom mit (z+n)? 


oder 2? +27n + n?, wo.» willführlich ift, fo werden die beiden erften 


Glieder diefer Trinome gleich fein, wenn wir 2 — ip feben. Finder - 


fh hernach n? oder 2?=g, fo iſt x’ + px + g das Quadrat von 
z + ip; dad lebte Trinom iſt nur dann ein vormändiges Quadrat, 


wenn 32 g. Führt man anftatt » und q ihre Werthe ⸗ 7 umd — 
ein, ſo erhält man zwiſchen den Coeffieienten die Relation io 


—= 0, damit Ar’+ Br -+ CO ein vollfommenes Quadrat fei. 


In dem Falle, daß 3p? — g, gebt die vorgelegte Gleichung im 
(x + ip)?=0 über, und die beiden Wurzeln find— ip. Findet diefe 
Bedingung nicht flatt, fo kommt, wenn wir 39° — g auf beiden Sei⸗ 
ten der Gleichung hinzufügen, =? + pc -HipP’= (+ 1p)’=3p’— 1; 
zieht man aus beiden Theilen die Wurzel, it c+i1pr—=+Y Gp’—gI) 
woraus = — ip VCGDꝰ —- 9) .... (2) 

Den Grund für das doppelte Zeichen + haben wir in $. 35 ange- 
geben. Der Werth von = if alfo gleich dem Entgegengeiehten des 
balben Eoefficienten des zweiten Gliedes plus ober minns der Qua⸗ 
dratwurzel and der Summe der auf die zweite Seite gebrachten be- 
kaunten Größe, und des Quadrats des genannten halben Eoefficienten. 
Dan wird demnach von jeder Gleichung zur Stelle die Wurzel finden 
können, ohne gerade nöthig zu haben, in ihr die vorigen Operationen 
von Neuem wieder zu verrichten. 

Für x&? — Sr + 15 = 0 findet man 

zur Y(6-u)=Art1,db. 2 Sund — 3. 

Ebenſo gibt z* + 2r = 35 

= —-1+r1Y085 +1))=—1+6, ders und — — 7. 


$. 49. Das Reſultat (2) bietet verfchiedene Fälle dar. Wir 
ſetzen der Kürze halber 1? — g=m, woraus ꝙ = ip? — ms dar 
durch wird = pæ +g in æꝰ + pr + 3p?— m, oder (2 +p)? 
— m umgeändert; diefe Größe fol num durch gewiffe Wertbe von z 


auf Aut gebracht werden. PR 
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1) m fei negativ; da ip? immer poſitiv if, fo bat dieſer Gall nur 
ftatt, wenn g auf der erſten Seite der vorgelegten Gleichung pofitiv 
und — 322 iſt. Alddann wird aber diefe Gleichung (z + 3p)’ +m=0; 
man foll alfo die Summe zweier pofitiven Größen Nun machen, ein 
offenbar ungereimtes Problem. Da man bier z = — ip tY —m 
findet, fo Fann das Symbol Y’— m, das an und für fich abfurd iſt, 
dazu dienen, diefen Fall zu bezeichnen. Das Broblem if folglich un. 
gereimt , fobald die Wurzeln imasinär find, d. h. wann q pofitiv auf 
der erfien Seite der Streichung (1) it, und das Quadrat des halben 
Coeffieienten p des zweiten Gliedes übertrifft. 

Wir fagen aber in einem folchen Falle dennoch, die Gleichung 
babe zwei Wurzeln, weildiefe Wertbe z == — ip + Y— m, den näm- 
lichen Rechnungen, als wenn fie reell wären, unterworfen, d. b. durch 
ihre Subſtitution anitatt z in die Gleichung, einer folchen genug thun; 
wir betrachten dies als eine reine algebraifche Thatſache. Gerade fo 
fünnen die negativen Werthe, die eigentlich an und für fih feinen 
Sinn haben, als Auflöfung einer Gleichung gelten, ohne deswegen 
der Aufgabe zu entfprechen, in fo fern nicht irgend eine Modification 
in der Ausfage derfelben eingetreten if. 


Anmerfung Es gibt Aufgaben, die Widerfprüche enthalten , 
alfo Feiner wirklichen Auflöſung fähig find. Die. Algebra be- 
weist durch ihre Antwort, dag das Geſuchte gar nicht vorban- 
den iſt. Hierher gehört die Aufgabe: Eine Zahl zu finden, 
welche die Eigenfchaft hat, daß ihr Quadrat um 20 Kleiner iſt, 
als das vierfache Produkt derfelben. Dan bat die Gleichung 
z?+20 =Ar, der 2— Air = — 20; woraus æ 24 —ı. 
Es exiſtirt alfo Feine Zahl, die die verlangte Eigenfchaft beſitzt. 


2) m fei Null; q muß deshalb gleich 392 und pofitiv auf der eriten 
Seite der Gleichung (1) fein; alddann if =’ + px + q dns Qua⸗ 
drat von — ;p, und die Wurzeln find gleich; es ift dies der Ueber⸗ 
gang von den imaginären zu den reellen Wurzeln. 

3) m fei pofitiv; g iſt dann auf der erften Seite der Gleichung 
negativ, es fei denn, daß g pofitiv and <-zp* wäre, In diefem 
Falle ift (3. 6) | . 

HN nt pH Yrm)X (Hip —V m). 
Es find dies Die Factoren der erſten Seite der vorgelegten Gleichung (1); 
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die Wurzeln And —- ip — Yu und — ip -- Y m, Deren Summe —p 
und Produkt 50? — m oder g macht. 

4) FR m ein vollſtändiges Quadrat , fo find die beiden Wurzeln 
rational. 

5) Soden beide Wurzeln reell fein und einerlei Zeichen haben, 
fo muß ip die Radicalgeöße, welche das Zeichen + bat, übertreffen; 
alfo i» > YV m, sder 2! > ip" — og, oder endlich 4 >00. Wenn g 
alfo negariv ift, fo haben die Wurzeln verfchiedene Zeichen; ift ed aber. 
vofitiv und <ip2, fo haben fe einerlei Zeichen, und zwar iſt es dem von 
p entgegengefeßt. Siehe $.6, was die Auslegung der negativen Wurzeln 
anlangt. | 
Anmertung Dan foll.z. B. eine Zahl finden, deren Quadrat 

um das Fünffache diefer Zahl, und noch um 5 vermehrt, eine 
Summe, gibt, die aleih 1 if. Man bat alfo die Gleichung 
zit - 57 521, oder æ +sr— —i woraus r— —1 
md — 4. Die Zeichen — deutek anf eine in der Ausfage zu 
machende Modification bin. Man ändert hiernach die Aufgabe 
in folgende um: Eine Zahl zu finden, die die Eigenfchaft hat, 
dag wenn man ihr fünffaches Produft von ihrem Quadrat ab- 
zieht und zum Nefte 1 addirt, das Nefultat gleich 1 fei. Dan 
erbätt 2 — sr +51, der —se—=—4, was für z 
die pofitiven Wertbe A und 1 gibt. 

6) Hg=0, fo hat man, ohne zur Former (2) feine Zuflucht 
su nehmen, 22 + p?r—=r(r+p)=0; woraus æ - und æ -—- p. 

7) Iſt p = 0, fo bat man die reine quadratiſche Gleichung x? 
+g=0, woraus z—= +7 —g, ein reeller oder imaginärer Au 
druck, je nachdem das Zeichen von g beichaffen if. 

Anmertung. Man könnte'glauben, das doppelte Zeichen + auch 
vor z feßen zu müſſen, was geben würde = + 1 g. In 
diefem Falle hätte man. 

+r=-+/Y9, - 

-1r=—- Yı, — -V 
es iſt indeſſen leicht einzuſehen, daß mit den beiden obern Glei⸗ 
chungen die beiden untern zuſammenfallen, wenn man die Ick- 
tern beiderfeits mit — 1 multiplieirt: Er. —= +77 fagt alfo 
nichts mehr ad z — _+ Yo. Veberdied ik = ald Gtellver- 
treter der Unbekannten mit dem Zeichen —- in den Calenl cinge- 
führt worden, in dieſem Zuſtande alſo fein Werth zu beftimmen. 
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8) Eine unreine quadratifche Bleichung läßt fich auf eine reine 
auadratifche zurückführen. Dan ſetze nämlich æ y— ip. Diefer 
Werth für z in die Gleichung (1) ſubſtitnirt, verwandelt fie in „— 
ip? — , woraus y—=tYGp’ NV; ale æ — — LYGp’g). 

9) Hat die vorgelegte Gfeichung die Form Az?-- Br 0 0, 
fo können wir nach dem Gefagten das erſte Glied von feinem Coeffi⸗ 
cienten A befreien, indem mir alle Glieder mit diefem Eovefficienten 
dividiren. Wir können aber auch dieſes Glied zu einem volftändigen 
Quadrat machen, indem wir alle Glieder mit AA multipliciren. Wir 
befommen dann AA2rT? + AABr +AAC—=0O, 

Vergleichen wir, mie oben, diefe Gleichung mit dem Quadrate 
von 2Ar + n, fo fieht man, daß, um das Quadrat zu vollenden, 
mann — B zu ſetzen und B2 auf beiden Seiten hinzuzufügen bat. 
Bir haben folglich 


(2Ar + BJ? = B— A440, md z = 


Löst man auf diefe Weile die Gleichung 
Ay?+ Bzy+ Cr?--Dy +-Er -F=0 
in Bezug auf y auf, fo findet man 
„„3:-D +Y [B=4A0)72+2(BD—2AE)r+D?-AAF] 
2A . 
10) Dan bat Ar? -+- Br + C=A[(z + 1p)?— m]; die Bur- 
zehn find imaginär, gleich oder reell, je nachdem = negativ, Null oder 
pofitiv iſt. In den beiden erfien Fällen bat das Produft oder das Po⸗ 
lynom Ar? -+- Br -+- C, da der Multiplicator von Apoſitiv iſt, einer- 
lei Zeichen mit A, welchen Werth man auch dem — beilegen mag. 
Iſt aber m pofitiv, und find a und 5 die reellen Wurzeln, fo bat man 
Ar-+- Br-- C=A(z—a) (r—). Hieraus ift erfichtlich, daß 
das Nefultar einerlei Zeichen mit A bat, fobald man dem z größere oder 
kleinere Werthe ald a und 5 gibt; ein verfchiedenes Zeichen wird es 
aber erhalten, wenn z zwifchen a und 5 liegt. Das Trinom, welches 
in den andern Fällen für alle möglichen Werthe von = daſſelbe Zeichen 
beibehält, ändert folglich jetzt zweimal fein Zeichen, ſobald man nämlich 
z von einem zwifchen a und 5 gelegenen Zuflande zu einem andern, 
der entweder > oder < als a und 5 if, übergeben läßt. 


Anmerkung. Hier fchließt fich die Aufgabe an, für z nämlich 
einen Werth zu Inden, der das Polynom x? -—.pr-+ q gewiß 


—B+ r@: 140) 
A 
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pofitiv mache. Man fiebt Yeicht, daß der ungünſtigſte Hall der, 
jenige ift, wo p und g beide negativ find. Iſt me gleich ber 
größern von den beiden Zahlen > und g, fo wird die Größe, 
welche x2 > mr + m macht, offenbar auch =? > pr + g 
machen. Diefe Ungleichheit wird nun durch die Gleichung =? 
= mz + m+ 1 erfüllt, Durch Verſetzung erhält man aus der. 
ſelben 1 = m(z +1), der z—1=m, woraus 2 = 
m +1. Subkitnirt man alfo den größten der Cocfficienten 
des Polynoms, vermehrt um 1 flatt x, fo erhält dasfelbe einen 
pofitiven Werth, 


wenungsbeifpiehe: 

Erfier Fall: 
922-1278 —0,.. zitiV —ı, 

zweiter Fall: 
9xr—127--A=0 ... xy, 

dritter und vierter Fall: 
ger 12743 —0,,. 2itj, der zii, md ct, 
222 + 3210, ,. 434, der am, und u, 
2 — 7-20 ,.. 244, der 22, und ze —, 

fünfter Fall: 
zısr——#,.. 3, md 22, 

- Gebenter Fall: 

2-90, .. 23, und 2 mel, 
224+9=0,.,.. = t3 Vf —1. 


$. 50. Beifpiele zur Uebung im Anfchreiben der Gleichungen 
und zur Auslegung der Werthe der Unbekannten : 

I. Eine Zahl = zu finden, deren Quadrat um 2 verringert zum 
Reſte 1 gibt? Dan bt 2 — 21, woraus ⁊ 3. 

IL Eine Zahl a dergeftalt in zwei Theile gu zerlegen, daß das 
mfache des erften mit dem nfachen des zweiten multiplicirt das Pro- 
dukt » gäbe? Man bat 


men (a—x) —p, woraus x — a + V (er): 


Soll man a in zwei Theile theilen, deren Broduft gleich p fei, 
fo muß man m = n — 1 ſetzen. Da die Wurzeln imaginär werden, 
ſobald p > za2, ſo ſieht man, daß das Produkt das Quadrat der 
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Hälfte von « nicht überfieigen Tau, d. h. das Quadrat von !a iſt das 
größtmögliche Produkt, welches man aus den Theilen von «a bilden 
fan, ($. 6.) 

II. Aus dem Produkte p gweier Zahlen und ihrer Differenz d 
eine jede derfelben su finden? Man hat zy=—=p, C—yd; woraus 
s—id LVyGa+p),wWwy=——WLYCR—+p). 

IV. Die Summe zweier Zahlen if S a, und die ihrer Euben 
—b, Welche Zahlen find es? 
Man bat æ -- ya, 2’+ y’— 5; hieraus ergibt ſich a’-— 3air 
+ 3a72 — b, Get man 5 = af, fo findet mon = :a+ 
VCGITA sad), mdy—iıa— VYaf—ne) 

V. Welche Zahl iſt es, deren pte Potenz amal genommen, gleich 
dem mfachen ihrer (p4 2)ten Potenz ſei? = VX. 


VI, Mehrere Perſonen follen die Unkoſten eines Prozeſſes mit 
800 fl. tragen. Drei find aber unter ihnen unzahlfähig; aus dieſem 
Grunde find die übrigen genöthigt, auſſer ihrem Antheile jede 60 fl. 
mehr zu geben. Wie viel Berfonen find «8? Man bat = = — 
— 605 woraus 2? + 32 —= 40 und ze 5, Die negative Wurzel 
— 8 auszulegen, ift leicht. 


vı. AP». In den Punkten Aund B, deren Diſtanz ai, be⸗ 
finden fich zwei Lichter von verfchiedener Hellung ; die Lichtflärfe von Aver- 
hält fich au der von B=m?!1i. Den Punkt D in diefer Linie zu 
finden, wo beide Lichter gleiche Beleuchtung bervorbringen, wenn man 
weiß, daß die Erleuchtung von einem leuchtenden Punkte im umge⸗ 
fchrten Verhältniß des Quadrats der Entfernung vom leuchtenden 
Bunfte abnimmt, 


Es fein @ und £ die Sriudrungsgrabe der Lichtpunfte A und 
B in der Entferuung 15 , —— ‚ > ... werden dann diejenigen 
darſtellen, welche der Sant in den Entfernungen 1, 2, 3... von A 
erhält, alſo — die des Bunftes D, welcher der Entfernung z 
AD entfpricht, da BD—= a— z, fo if die von B ausgehende Be 


___ß a _ 
leuchtung in D= 5; Der Aufgabe zufolge It —; 


(a—r)?' 


Proportionen. 89 





& 
woraus B 





__ aYym 4 _ 
set ans, fo findet man endlih z — Fri oder = —— m} Y m). 








Im Allgemeinen muß man die doppelte Irrationalität in den beiden 
Bliedern des Bruches, namentlich die im Nenner, vermeiden. (Arith⸗ 
metit $. 66). Dan bat deshalb Hier oben und unten mit Ym +1 
multiplieirt, was den Nenner auf m — 1, und den Zähler auf ay'm 
(m + 1) bringt. In ähnlichen Fällen wird man ein Gleiches thun. 


vm. Ein Bruch ru ift gegeben; welche Zahl iſt es, die das 


eine Mat dem Zähler, das andere Mal dem Nenner hinzugefügt, das 
erſte Reſultat gleich Amal dem zweiten macht? Dan bat die Gleichung 


err_ ka ran | 
r2H(a+b)2r—ab(k—1); folglich 2a —;j(a+5) ti [(a—5)?+ dabk.] 





b 5b-+r 


— — 


Viertes Kapitel. 
Bon den Berhaͤltniſſen. 





Bon den Broportionen. 


4. 51. 1) Die arithmetifche Proportion a bi c+d iſt gleichgel- 
tend mit bc —d, wraud a + d—=c+b. In einer fir 
tigen Aeguidifferenz ik — a» 5 + d, woraus 25 = a + d. (Giehe 
Arith. $. 72.) 

2) Es fei die geometriſche Proportion a: 5 = c:d, oder — 75 FL ; 
man hat ad = dc, woraus d = =. In einer ſtetigen Proportion 


#a:btd bat man ð ad,. (Siehe Arith. $. 72). 


⸗ 
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3) Die Gleichung a — 32 — m — m? oder (a+b) (a - 6) — m 


(4 — m) gibt die Broportion +2 — ° — 1, _ Ehen fo leitet 








a—b 
man aus 1 — 2? — adie Broportion —— 1 = I — — ab. 
4) Man kann zu beiden Theilen der Gleichung = — 


eine und dieſelbe Größe = binzufenen, oder davon wegnehmen, fo 
daß man erhält 













< m _ : im, woraus 7 * * — — 
Iſt m = 1, fo wird man bios haben * = La (Giche Arith- 
metit $. —9 — 
9 — —7 — ſei eine Reihe gleicher Verhältniſſe, ſo daß ——g, 


oder a — 9 c=dg, e=fg.... Füugt man alle dieſe Steigungen 
Theil für Theil an einander, fo kommt a rc +e+.....= 


dE+d+ft..): woran ν — (Arith⸗ 
metit $. 73.) 
6) Aus der Proportion a4a36 6 d ſchließt man 
me —aım, md Yaıfi—=ro:ra, 
Anmeriung Wir fagen es wiederholt, die Lehre der Pro- 


portionen iſt unnöthig; einfacher iſt's, ſtatt derfelben die ihnen 
entfprechenden Gleichungen gu gebrauchen. 


Bon den arithbmetifhen Brogreffionen. 


$. 52. Es ſei + arbdec... sck- Leine arithmetifche Progreffion 
in der d das Verhältniß oder die Differenz bezeichnen. "Man bat die 
(nu — 1) Gleichungen = a+d,c—b+d,...I—=k+däd; 
werden fie addirt, ſo kommt Z=a+ d (n—1), wie in |, 85 der 
Arithmetik. | 

Dan nennt diefen Ausdruck für das nte Glied der Reihe das all. 
gemeine Glied derſelben; es fiellt, wenn man nach und nach n—1, 
2, 3.... ſetzt, ſaͤmmtliche Sueder dar. 
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Bezeichnet ⸗das ſummatoriſche Glied oder Summenglied der Pro⸗ 
greſſion, d. h. die Summe ihrer n erſten Glieder, fo wird man haben: 
s—=at+rb+c+...H+tirkri, 
oder e—=a+ (a+d) + (a+2d) +... [a+(n—t)d]. 
Schreibt man die Glieder des zweiten Theile in umgekehrter Ordnung, 

fo wird man ferner haben 
se —1 + (?—.d) + oo... + U (n—1)d). 

.Abddirt man die beiden letztern Gleichungen, fo iR, da jedes Paar 
eorrefpondirender Glieder eine und diefelbe Summe hervorbringt, 2 = 
ofienbar — (a + 3) , fo oftmal genommen, als Einheiten in» euthal- 
ten find, oder es ik e—in(a+l),. Man kann überhaupt bemerken, 
daß die Summe der beiden äuſſerſten Glieder gleich der Summe von 
je swei andern iſt, deren eins fo weit vom erſten Glieder als das andere 
vom letzten abſteht. Iſt die Anzahl der Glieder ungerade, ſo iſt die 
Summe der beiden Aufferfien Glieder gleich dem doppelten mittlern 
Bliede. 


$. 53. In den beiden Gleichungen 2a + (n—1) dmd = 
as fommen fünf Größen vor. Sind alfo drei von ihnen gegeben, 


{0 können die zwei andern mit Hülfe diefer Gleichungen gefunden werben. 
Anmerkung. Es entfpringen bierans eigentlich zwanzig ver⸗ 


fchiedene Aufgaben; die Aufftellung diefer verfchjedenen Faͤlle if 
Yeicht und. eine gute Uebung. 


Wir geben num einige Beifpiele zur Anwendung ber Lehre von 
den arithmetifchen Brogreffionen. 

L Man foll.n finden, wenn a, d und a befannt find? Die 
Elimination von I gibt s— an + i dn (n—1); woraus 


ni r/(# 28 + Bß-— 2). 


Ein freifallender Körper z. 8. fällt in der erſten Sekunde einen . 
Naum von A,9 Meter, und in jeder folgenden Sekunde immer 9,8 Me⸗ 
tee mehr als in der vorhergehenden. Wie viel Sekunden braucht der 
Körper zu einem Fallraum von 400 Dieter? Man hat = = 400, «= 


49, d — 2a — 9,85 woraus nZ /3_ = ⸗ 400 == 9",08 und 
a 49 
I = 83m , 6 ohngefähr. 
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II. Wie viel Schläge macht eine Uhr innerhalb zwolf Stunden? 
Schlägt fie nur die ganzen Stunden, fo kommt 1+2+3+ ....+ 12; 
moraud s — 6x 13 — 78, Zeigt fie auch die halben Stunden an, 
fo fommt 2 +3 +4.... + 135 woraus s = 90. 

IIL Es Tiegen eine Anzahl Kanonenfugeln in 18 Neiben über 
einander, fo daß jede untere Reihe immer zwei Kugeln mehr als die 
vorbergebende enthält, Wie viel Kugeln Tiegen in der unterfien Reihe 
und wie viel in allen diefen Reiben zuſammen, wenn die oberfte derkn 
3 enthält? Serit a3, n — 18, d— 2; man findet ! — 37 
und s — 360, 


IV, Dan fol zwifchen zwei gegebenen Zahlen a und 2 eine An- 
zahl m mittlere arithmetifche Broportionalen einfchalten. Da m + 2 


— a, ſo iſt Sa d(m+1), woraus d— —— wie ins. 85 
der Arithmetit. 





Bon den geometriſchen Brogreiftonen. 


$. 54. Es ſei 3 asdbictd....sil, eine geometrifche Progreſſion 
wo q das Verhältniß oder den Quotienten darſtellt. Dan bat die (n—1) 
Bleichungen = ag, c=dg, d=cg.... !=igz multiplieirt man 
diefe Gleichungen Glied für Glied mit einander und unterdrüdt die 
gemeinfchaftlichen Sartoren, fo kommt 2 = ag”, wie in $. 86 der 
Arithmetik, als Ausdrud für das allgemeine Glied. Man kann einer 
geometrifchen Reihe immer folgende Geſtalt = a: agrag?....: ag" 
geben; die ganzen und ſucceſſiven Potenzen einer und derſelben Größe 
bilden alſo eine geometriſche Progreſſion. Daſſelbe gilt bei jeder Reihe 
von Gliedern, deren Erponenten in arithmetiſcher Progreſſion ſtehen; 
eine ſolche Reihe iſt dm + dzm tb - dm tr ..., die auf die 
erfte zurückkommt, wenn man a — dzm und g— ri ſetzt. 

Addiren wir unfre (n—1) erſten Gleichungen, fo kommt 

(ö4+c+d+..-+D = (a+b+c+...+9g 
Bezeichnet man das fummatorifche Glied durch =, fo wird man 
Sb+c+d+... +1=s— a, Ma+b+rc.. +izs—t 
‚haben, woraus man fchließt 
g—a 


s=-4—= (s—l!)g, ders = 7 
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Bei einer abnehmenden Reihe finder dies Alles ebenfalls ſtatt, 
sur it 7 <i. In dem Maße aber als die Reihe fortgeſetzt wird, 


nähert fich die Summe s der in Betracht gesogenen Glieder immer 


mehr und mehr der Summe «S der ganzen Reihe. Es ſei nun a vie Dif⸗ 
ferenz S— a, eine ind Unendfiche abnehmende Größe; chen fo Tann 2 
Heiner als jede angebliche noch fo Tleine Größe werden. Hiernach 


(. 22) S — « 1 ß, wenn ß 17 geſetzt wird, woraus 


& 
19 
Wir haben folglich, wie in $. 8 , Die vollſtändige Summe eier 
ind Unendliche fortlaufenden geometrifchen Reihe, deren erſtes Gfied 
a und Verhältniß g il, wog < 1. Wir würden den nämlichen Ark. 
dend für .S gefunden haben, wenn wir in dem Werthe von = die 
Größe 7, als eine unendih 1 kleine Brite , gleich Null geſetzt Hätten, 


Anmerfung. 


ich die durch 1 ausgebrücten Bartiokfummen immer mebr und 

mebr nähern, Wenden wir dies auf die Progreſſion = 1:1: 

ddr. an, ſo IS 2 Je mehr Glieder wir folgtich in 

jener Brogreffion nehmen, defio mehr wird fich ihre Summe 
- der Zahl 2 nähern. 

Hymlı fo te = — = „we =. Die Pro⸗ 
greſſion tft aber in dieſem Falle a +a+atu...., die Summe 
der n erfien Glieder, alfo =ra. Der Grund der Unbeſtimmt⸗ 
beit liegt in der Gleichung ſelbſt, aus der ⸗ abgeleitet wurde, 
Wir baden nämlich SCg—1) = a(P—1), welcher Ausdruck 
für g = 1 identifch wird. Die Gleihung = (I—1) = 0, 
fagt aber dann etwas aus, was nicht blos der fraglichen Größe s, 
fondern jeder andern Größe zufommt. Es darf alfe nicht be 
fremden & — $ zu finden, obfchon ed nur einen Werth Bat. 

Mg>1, ſo wächst ag? mit n bis ins Umendfiche, und 
es wird fürn = :ouh S=i; 


Einige Auwendungsbeifniele : 


1. Nach dem Berichte eines arabifchen Schriftſtellers wurde dem 
Erfinder des Schachfpickes, Namens GSeſſa, die von ihm gewählte Beloh⸗ 


— 
— 
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nung durch ‚einen König in Indien bewilligt, die dieſer als eine zu 
mäßige Forderung betrachtete; es war folche nichts anders als die 
Summe der Waizentörner, die berausfommt, wenn 1 für dad erfte 
Feld des Schachbretts, 2 für das zweite, A für das dritte, und fh 
fort fir jedes der 64 Felder doppelt fo viel als für das vorbergehende 
gerechnet werden. Welches if diefe Summe? Dan bat a=i, 92, 
n 64; woraus 2 = 2" md e—=2*— 1. Man finde fire = 
184467740737095516156, Nun enthält ein Kilogramm Walzen ohn⸗ 
gefähr 26150 Körner; von einem Hectar werden etwa 1750 Kilo⸗ 
aramme Getraide gewonnen, alfo obngefähr 45762500 Körner. Wird 
die Summe s durch die letztere Zahl dividire, fo finder man, daß Sefla 
die Erndte von 403000 Millionen Hectare, d. h. von einer achtmal 
größern Fläche ald die der ganzen Erdfugel, die Meere, Ge, 
Büren ꝛc. ‚mit inbegriffen, gefordert hatte. 

I. Jemand wit fein Pferd unter folgenden Bedingungen ver- 
kaufen: Er verlangt 1 Heller für dem erften Nagel, 2 für den zwei- 
ten, A für den dritten, und fo fort für jeden der 32 Nägeln doppelt 
fo viel, als für den vorbergebenden. Wie hoch beläuft fich der Preis 
des Pferdes? Die Bezahlung wird in einer geometrifchen Progreſ⸗ 
fion verlangt, wo — 1, 92 und n— 32. Man findet hiernach 
se — 292 — 1 = 4294967295 Heller. Nun it 1 fd. 60.4 Heller; 
alfo find 4294967295 Heller gleich 17895697,0625 fi. 

Mir Hülfe der beiden Gleichungen = ag”! und s— a (s—N)g 
kann man von den fünf Größen a, d, n, q und s jede beliebige zwei 
finden , wenn die drei andern gegeben find. Uebrigens laſſen fich die 
bierbei vorkommenden Rechnungen sumeilen nur nach dem fpäter aud- 
einahdergefeuten Methoden behandeln. Iſt z. B. a, n und s gegeben, 
fo fann man g nur durch Auflöfung der Gleichung a — sg +5 =a, 
die vom nten Grade ift, finden. Iſt der Erponent » unbefannt, 2, a 
und q aber gegeben, fo muß man feine Zuflucht zur Lehre von den 
Logarithmen nehmen. 

Anmerkung. Wenn q und n ſich unter den gegebenen Größen 

befinden, fo führen die Aufgaben diefer Art zu Gleichungen 
vom erſten Grade. 


Bon den Rogarithmen. 
9. 85. Wir wollen x in der Gleichung 9 a“ fich ändern laſſen, 
md die entfprechenden Veränderungen von y näher betrachten. 
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1) Für a > 1 wird, wenn man 2 — 0 feht, y=1, und wenn 
z=1,fity=a In dem Maße als z’von Oo bis 1 wächst, wird 
y von 1 bis a wachfen; nimmt z von 1 an weiter bis ind Unendliche 
su, fo wird x von a bis ind Unendliche zunehmen. Dergekalt wird, 
Indem = durch alle möglichen Zwiſchenwerthe nach dem Gefege der Ste 
tigkeit fortfchreitet, auch 7, obgleich weit rafcher, ſich vermehren. 
Nimmt man hingegen z negativ, fo verwandelt fich unfre Gleichung 


8 y = 0, oder y = —, wo die Werte von y immer Heiner 


und kleiner werden, in dem Maße ald x: wächst, fo daß von 1 bie 
0 abaimmt , während = negativ größer wird; dem unendlichen x ne- 
gativ genommen entipricht 7 = 0. 


Anmerkung. Der Logarithme von Null if dem negativen Un. 
endlichen gleich, fol nichts anders heißen, ald dag der Loga- 
rithme einer ſehr Fleinen Zahl eine ſeht große negative Zahl iſt. 


2) Sr a <.1 ſetzen wir a = Ir fofgtich & > 1; alsdann ⸗ 


— — oder y — br, je nachdem z pofitio oder negativ genommen 


wird. Wir kommen alfo auf den erften Fall zurück, mit dem Unter⸗ 
ſchiede, daß x poſitiv if, wann y < 1, und negativ für y > 1. 

3) Ha — 1, fo wird man immer 7 = 1 baden, welchen 
Werth man auch der Größe = geben möge. 

In der Vorausſetzung, daß = von der Einheit verfchieden tft, 
fönnen wir alfo immer für z einen Werth finden, modurch a“ irgend 
einer gegebenen Zahl gieich wird. Der ausgehreitete Gebrauch, wel- 
chen man von diefen fchönen Eigenfchaften der Gleichung macht, er- 
fordert, daß wir ihren Theilen, um Ymifchreibungen zu vermeiden , 
beftimmte Benennungen beifegen. Der Werth von z wird darin 
der Logarithme der Zahl y genannt; die wiltführliche 
and unveränderliche Zahl beißt die Bafis oder Srund- 
zahl. Der Logarithme einer Zahl iſt Folglich nichts an— 
ders, ald der Exponent der Botenz, anf welche man dig 
Bafis erbeben muß. um dadurch jene Zahl zu erhalten. 

Schreibt man z — Log. y, um anzeigen, daß 2 der Loga⸗ 
rithme der Zabl y iſt, ader dab y = a“, fo wird die Baſis immer 
dabei ‚gedacht, da folhe, einmal gewählt, mnveränderlich Bleibt. 
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Aendert man dieferbe aber, fo muß man die neue Bafid angeben, d. h. an- 
zeigen, welches TLogarithmifche Syſtem in Betracht gesogen wird, 
So fagen die Gleichungen 10° — 1000 und 2° = 32, daß 3 der 
Logarithme von 1000, und 5 der von 32 iſt; im erften Falle dient 10 
als Baſis, im zweiten dagegen iſt 2 dieſelbe. 


4) Eine negative Zahl Täßt fich nicht ald Baſis eines logarithmi⸗ 
fhen Syftems annehmen, weil alsdann für + bald pofitive, bald ne⸗ 
gative , bald reelle Größen, bald auch imaginäre Ausdrücke gefunden 
werden. Alle möglichen Zahlen durch Potenzen einer und derſelben 
negativen Zahl darzuftellen ift unmöglich. 


$. 56. Aus dem Vorbergebenden ziehen wir jetzt mehrere Folge 
rungen : | 

1) In jedem Iogarithmifchen Syſtem ift Null der Logarithme 
von 1, und der Logarithme der Bafis ift die Einheit. 

2) Für die Bafis’a > 1 find die Logarichmen von den Zahlen 
> 1 pofitiv,, während fie von den eigentlichen Brüchen negativ find. 
Das Umgekehrte finder flatt, wenn die Baſis «a <1 ifl. 

3) Iſt die Baſis einmal fixirt, fo bat jede Zahl nur einen einzigen 
reellen Logarithmen; ändert fich aber die Baſis, fo ändert fich auch 
der Logarithme jener Zahl; jede Zahl bat demmach eine unendliche 
Anzahl von reellen Logarithmen. Für 92 — 81, 31— 81 4.2. find 
2 und A die Logarithmen der nämlichen Zahl 81, je nachdem 9 oder 3 
die Baſis if. 

4) Die negativen Zahlen baben Feine reellen Logarithmen, weil 
man für y nur pofitive Werthe von o bis : findet, welchen Werth 
von — 5 Bid + man auch der Veränderlichen z beilcgen mag. 
Die Aufſtellung einer Logarithmentafel befteht darin, alle Werthe von z, 
die, der Sleihung r — a” gemäß, den Zahlen y = 1, 2, 3... ent⸗ 


fprechen, zu beflimmen. "Nimmt man a — m, fo erhält man 
fr =0 « 20 30 4a 5a.,.. Logarithuren , 
baüsihy = 1 m! m2 m? m! m’.... Zahlen. 
Die Logarithmen gehen folglich in einer arithmetifchen Reihe fort, wäh⸗ 
rend die Zahlen in einer geomerrifchen Reihe vorfchreiten. O und 1 
find refpektive die erfien Glieder diefer Neiben, deren Verhaltniſſe 
die willkührlichen Zahlen « und m find. Man kann biernach die der 
Gleichung y == a“ enifprechenden Syſteme der Werthe von z und y 
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als im zwei Progreffionen sufammengeordnet betrachten, was die in 
der Arithmetik angeführte Definition von Logarithmen mit der hier 
gegebenen in Uebereinſtimmung bringt. (Arith. d. 87 und Alg. 1.55), _ 

Das Zeichen Rog. fol in der Folge dazu dienen, den Logarithmen 
einer Zahl in einem unbeflimmten Syiteme zu -bezeichnen, mährend 
unter dem Zeichen log. die Briggs’fchen Logaͤrithmen, mo 10 die Baſis 
it, verflanden werden. 


Anmerlung Man bedient fich bei dem Logaritbmen auch fol- 
gender Schreibart: log.'y —= 7, was gelefen wird: der Lo— 
garithme von > für die Baſis a ift gleich . 


Die Größen ax and alle die ſich Daraus berleiten laſſen, wer- 
den auch Erponentialgrößen genannt. 


5. 57. Wir wollen nun mit Hülfe der Algebra die Eigenfchaften 
der Logarithmen beweifen. _ 

1) Es feien und x die Logaritbmen der Zahlen y und y', ober 
x = Log.y, 7 = Log.y. Man hat a — y, ua" = y'; werden 
diefe Sleichungen mit einander multiplicirt und dividirt, fo erbält 
man atr7 — yy, u — I, i 
| Der Definition zufolge find aber die Erponenten c+ x und c—r' 
die Logarithmen von yy’ und * folglich 
Log. y + Log. 3’ Log. (yy), 
209.7 — 89.7 — Log. Z) 
208.7 — 808. Y g ( — 


2) Erhebt man die Sleihung — «a auf die mte Potenz, 
oder zieht aus ihr die mte Wurzel, fo dat man ym — am, 


Yy= am; die Definition gibt me = Log. ,() u 7 


Log. Yr; folglich Log. ye — un Log.y, 809. Frl Es find 


diefe Reſultate mit dem, was wir in der Arichmetit C$. 88) gefehen, 
übereinftimmend. 
3) WIN man die Gleichung c = a , in der c und a gesehen und 
x unbefannt ift, auflöſen; fo ſetzt man die Logarithmen der beiden 
I. Bd 28. Buch. 7 
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Theile einander gleich, mas Log. c = x Log.a gibt; bierans erhält 
man durch eine einfache Divifion x — Fri . 

Man kann hiernach den Erponenten » in der anf geometrifche Bro- 
areffionen Bezug babenden Gleichung Z=ag"-! ($, 54.) finden; näm- 
ich Log, Z= Log. a-+ (n—1) Log. g, woraus 

_ Log. 2— Log a 
» =1 + Tr u 7 
Es fei x unbekannt in der Steicung Aa‘ + Ba: + Ca: 


c He) = P, 
a° 


log. P— log. O \ 
log. a . 
In der Gleichum a — 5 if z von x abhängig, indem nämlich 
v = Azm + Bo! +. ... Da 2 — De — einer befannten 
Zahl X ift, fo hat man noch die Gleichung vom mten Grade, X — 
Ax® + Bæm-i +,..,, aufsulöfen. Es ſei z. B. 4 er +4_9; 
bieraus (22 —5r7+4) log. 3 = log. 5; folglich 2 — 642æ +4A=— 2, 
eine Sfeichung vom zweiten Grade, die x == 2 und =3 gibt. 
4) Esfeien y und y + m zwei Zahlen; die Differenz ihrer Loga- 
rithmen für irgend ein Syſtem ift 


_ — ytm\ _ 4 =) 
209.(y+m)—Log.r Log( 7 ) 209. ( + v7) 
eine Größe, die dem Logarithmen von 1, oder Null, in dem Maße fich nä⸗ 
hert, a abnimmt , und die deſto Meiner wird, je größer r iſt. 


Die Logarithmen zweier Zahlen find alfo deRo weniger von einander 
verfchieden, je größer die Zahlen find und je näher fie einander Lie- 
gen, wad gleichfalls mit dem in $. 91 der Arithmerif Geſagten über- 
einſtimmt. 





..... = P; daraus a* 
oder Oax — P; folglich 


er = 














). 58, Hat man eine Logarithmen⸗Tafel in einem Suftem, 
deſſen Baſis a ift, berechnet, fo kann man leicht eine andere Tafel, 
deſſen Bafis 4 if, daraus ableiten. In der Gleichung = — iſt 
z der. Logarithme von y in dem Syſtem, deſſen Bafis a if; nimmt 
man nun von beiden Theilen der Gleichung die Logarithmen in dem 
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Gyſtem, deſſen Baſis 5 ik, fo erhält man = Log. a — Log.y. Um 
alfo den Logarichmen von y in dem zweiten Syſtem au erbalten, muß 
man x oder den Logarithmen von y im erften Syſtem mit Log.« 
multipliciren; multiplicirt man daher fämmtliche Logarithmen der 
erften Tafel mit Log. a, fo erhält man eine neue Tafel für die Baſis 2. 
Diefer conftante Factor Log. a, der alle Logarichmen eines Syſtems 
a in ein Syftem 5 überträgt. wird der Modul genannt: es ift demnach 
derfelbe nichts anders, als der in dem Syſtem 5 berechnete Loga⸗ 
rithbme der erſten Bafid a. Dividirt man Log.y durch x, welches 
die Logarithmen einer und derfelben Zahl in den Syſtemen 5 und « 


find, fo hat man Log.a = en.y woraus man erficht, daB der 


Quotient der auf diefe Syiteme Bezug habende Modul tft, und daf 
derfelbe unveränderlich bleibe, was anch Y für eine Zabl fein mag. 
Sollte es daber in irgend einem Falle vortbeilbafter fein, ein 
anderes Togarichmifches Syſtem ald das für die Bafis 10 zu wählen; 
fo wird es Teicht fein, mir Hülfe einer einzigen Logarithmentafel, 
z. B. der Brigas’fchen, jeden Logarithmen für dieſes neue Syſtem zu 
berechnen. Für das Syſtem, deſſen Baſis = 5, iſt z. B. der Loga⸗ 
rithme von — = —— die Baſis iſt bier noch 
beliebig, nimmt man fie = 10 an, fo wird alles befannt, und man 





— 0,17609125 __ 
erhält — — 1,2050476 fir den geſuchten Logarithmen. 
Aehnlicherweiſe it für das Sufem 3 der Logarithme von 5; — 
09.5 __ 109, 2 — 08.3 _ _ 1; was fith Übrigens von ſelbſt ver- 





09.2 log. 3 — log. 2 
ſteht, da die Gleichung y = at In diefem ſpeciellen Falle — (D)ꝛr = 
G)= wird, wo = offenbar = — 1 ill. 

F. 69. Es iſt von Wichtigfeit, fich in dem Gebrauch der Loga⸗ 
rithmen bei den algebraifchen Rechnungen zu üben, daher folgende 


Beifpiele: 
1) log. (a.d.c.d...) = 10g.a+1og.5+log.c--Iog.d. .., 
2) log. (72) —= [098.0 + 109.5 + log.c—Iog.d— Ing. e; 


3) log. (am, du. „= mlög.a+nlog.d-+plog.c..., 


4) 109. ( ) — mieg.a+niog.5—p lag.c, 
7* 
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5) log. (a? — x?) = 199. [(a+x)x(a—z)]=10g.(a+r)+l0g.(a—x), 
6) log. Y’ (ax?) = 3108. (a+x) + 1109. (a—x) , 


7) log. (aa?) = 310g.a+}Ilog.a— % Ing. a, 
) 109.77 =" 1og.(a—z)+ 7 109.(ataz+ x) ($. 8). 


Wird ar dem Trinom hinzugefügt und wieder abgezogen, fo wird 
daſſelbe (a+x)? — ax; fest man z2=ar, mo 2 mittelft der Logarith⸗ 
men fich finden läßt, fo erhält man (a+ x)? — ar=(a+x)?— = 


(a-H2+2) (at); folglich 109. Y (ad = " [10g. (a—=) 


+ 109. (a+x+2z)+ log. (a +x—z)). Diefe Rechnungsweife löst 
a?-—- x in feine Factoren auf und geflattet den Gebrauch der Lo—⸗ 
aarithmen. 

9) Y(a2+xr?) wird, wenn man 2ax — 22 fet, gleich Y’|(a+x)2—=2', 
woraus log. Y (a? + x) — 3 [109.(a+r+2) + log. (a -2). 
rer) _ :.l0g. (a—x) — 310g. (a+r)) 

(a+ x) J ui 

11) Um zwifchen a und 7 eine Anzabl m mittlere geometrifche 
Proportionalen einzufchalten, muß man n — m + 2 in der Gleichung 
!= ag! ($. 54) ſetzen. Hieraus zieht man das Verbälmif 4 — 
m#+1 
* — und log. g = Iog. & — Top. « u <, 
ag?...., baben zu Logarithmen log. a + log. 9, log.a + 2109. y.... 
Um alio 11 mittlere geometrifche Proportionalen zwiſchen 1 und 2 ein- 
sufchalten, findet man, weil bier log. a— 0, lg. g — 4x Iig.2= 
0,0250858, und g—1,059463, Die Logarithmen der folgenden Glieder 
find 2 Iog.g, 3 log.g..., und die geometrifche Reihe fit ' 

::4121,059463 3 1,122461 : 1,189207 2 1,259921 : 1,334839 2 1, 414013 
1,498307 © 1,587401 : 1,681792: 1,781797 : 1,887748: 2. 
(Diele Progreffion ſtellt die Verhättniffe der Schwingungszahlen der 

Töne nach der gleichfchwebendeu Temperatur dar). 

12) Zn dem Syſtem für die Baſis a iſt ade :— z, weil nach der 

Erklärung von Logarithmen in der Gleichung © =z, Y der Loga- 


rithme von z iſt. Ebenſo his: — u) — zn. 


13) In der Gleichung Ir I—_ cmx, fxP fet x unbefannt, darans 
(n — ) log. 6b =mr. og. c + (a—p)log.f. Man bat demnach 


10) log. 








Die verfchiedenen Glieder ag, - 
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die quadratifche Gleichung (mlog.c-+ log. f) = — (a109.5+ plog. f)c 
+alog.5=0 aufzulöſen. 

log.a — [09.6 
mlog. c—nlog.5 
15) Wird in E°—d geſetzt c“ = u, fo fommt 5° = d,ulog.5 = log. d, 
log. d 
log. b 


14) cwx — 3,01 gi = = 


der X — 3 ; nimmt man von neuem die Logarithmen , fo findet man 


— log. Clog.d)—I0g.Clog.8) 

log. © 
In dieſem Ausdrud bezeichnet log. (log. 5) den Logarithmen von 
Log. 3, welcher erhalten wird, wenn man diefen Logarithmen als 
eine Zahl betrachtet. 


16) Die Bevölkerung einer Stadt vermehrt fich jährlich um ;;; 
wie groß wird die Bevölkerung, diefer Stadt nach einem Jahrhundert 
fein , wenn fie jetzt 100000 Geelen zählt? Gebt man 100000 — ax, 
fo wird die Volksmenge am Ende des erfien Jahres m + sm = 
nm fein, Am Schluſſe ded zweiten Jahres wird m’ ähnlicher, 
weife m’. = m (35)? fein. Nach 100 Fahren if hiernach die Ein- 
wohnerzahl 


x 


(og. 31 = 1,49136169 
— Iog. 30 — 1,47112125 


m (3)100 — x — 2654874, wie | 0,01424011 
der Calcul zeigt. 100 mal... 1,424044 . 


log. m = 5,000000 

log. ı — 6,424044 
Iſt die jährliche Vermehrung der Volk omenge der frühern, ſo 
findet man ebenſo die Vollsmenge x nach » Jahren durch die Glei⸗ 
hung x = m ( * — Man kann irgend eine der Größen , 


m, r oder n als unbefannt und die übrigen ald gegeben betrachten ; 
man finder fonach 


log. 2=1og.m+n[10g.C1 + r)—I09.r] ; log. mælog. 2 —n[log.A+r)— 108,77 


Iog. 2 — log. n 1 log. x — Ik ur m 
— pog.(i+r)—Isg,r 108. (1+- ) = 
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860. Einfache Intereffenrehnung. Die einfachen Zin- 
fen = eined zu p Prozent während 7 Tagen ausitehenden Kapitald a 
ap __ 1; 2 ’ 
ET 7177 Bo gefun 
den, die die in der Arithmetik ($. 80) gegebene Vorſchrift Anbfprich. 


Bufammengefegte Fntereffenrehnung Werden die 
Zinfen jedes Fahr zum Kapital gefchlagen und auf neue mit ver- 
sinfet, fo fogt man: dad Kapital iſt zu zuſammengeſetzten Zinfen ober 
Zinfeszinfen ausgeliehen. Sind r die jährlichen Zinfen vom Kapital, 
fo tft zu Ende des erfien Jahres das Kapital a angewachlen zu atar 
— ali+r) = ag, wenn man 1 +r, der Kürze halber, durch 4 aus⸗ 
drückt. Hieraus if zu Ende des zweiten Jahres geworden ag-g, 
oder 492; zu Ende des dritten Jahres ag’, u. f. w. Bezeichnet da- 
ber = den Werth nah » Fahren, p iſt = af =all+r). 

Sind drei von den Größen «a, n, x und r oder q gegeben, fo 
Tann die vierte Unbekannte mit Hülfe diefer Gleichung gefunden wer- 
den. Denn find die Brocente p gegeben, in diefem Falle if 
_ 100 +p 
100 100 


Wollte man z. B. wiffen, in wie viel Zeit ein Kapital von 10000 fl. 
auf 12000 fl. anwachfen würde, wenn daffelbe zu 5 Prozent anf Zin- 
fesginfen ausſteht, ſo müßte man p = 5, r = 3, g> 23 fen; man 
fände fo 12000 = 10000 X (43)° ‚- woraus (nach |. m) n = 3 Jahr 
und 9 Dionat obngefähr. 

In der.am Ende des Buches beigefügten Tabelle iſt angenommen, 
daß ein Kapital von 1000 fl. zu A, 5 oder 6 Prozent angelegt ſei, 
und die halbjährlich zu entrichtenden Zinfen wieder zum Kapital ge- 
fchlagen werden, um fie in der Folge mit der Summe zufammenge- 
nommen benuten zu Tonnen. Dan fiebt aus diefer Tafel, daß ein 
auf diefe Art zu 5 Prozent ausgelichenes Kapital von 1000 fl. nach 
11 Fahren auf die Summe von 1996,50 fl. angewachfen if. — Es 
it alfo einerlei, wenn die Zinfen von Zinfen zu 5 Procent in An- 
fchlag gebracht werden, ob man 1000 fl. gleich baar, oder 1996,50 fl. 
nach 14 Fahren zahlt. — Man ficht ferner aus dieſer Tafel,- daß bei 
5 Brocent in einem Zeitraume von nicht ganz 145 Fahren das Kapi- 


werden mittelft der Gleichung = — 
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tal fich verdoppelt, bei 6 Prozent in 19 Jahren es fich fchon verdreifacht 
bat. — Beträgt das Kapital 2 oder 3 tauſend f., fo muß man die 
in der Tafel angegebenen Zahlen verdoppeln, verdreifachen, überhaupt 


„fe für jedes andere Kapital demielben proportional nehmen. Hätte 


man 3. B. 2500 fl. zu 5 Procent auf Zinfeszinfen auf 12 Fahre Yang 
ausſtehen, fo würde das Kapital nach diefem Zeitraum auf 2,5 0 
1808,73 fl. = 4521,82 fl. angewachſen fein; es if alfo einerlei, ob 
man jet gleich 2500 fl. oder 4521,82 fl. nach 12 Fahren zahlt. — 
Soll Kemand 30000 fl. in 5 Fahren zahlen, fo kann er dafür die 
30000 x 1000 
Summe von  ——— = 23436,04 fl. auf der Stelle geben, 
1280,00 Ä 


wenn mit 5 Procent Zinfeszinfen verintereffirt wird.’ 
Anmerfung. Nah n ganzen Fahren wird a zu a (I-H-r)” an- 
felgen; diefe Summe trägt in rs Jahr, mo er. ein äch— 


ter Bruch if, noch ali+r). » ars Zlnſen, fo daß die ganze 
Summe nah n + -- Iapren=alitr)" (i+r2) if. Da 


P_ 
der leute Ausdrud mit dem Ausdrude a(i+r)? (1-+r)3 nicht 
2. 
einerfei ift, fo folgt bierand, dag a (I+r)ntı nicht ganz ge- 
nan den Werth des Kapitals a mach n —+- urn Fahren an- 
gibt. 


$. 61. Nentenrehnung Wird eine Zeitlang von einem 
Kapital a jährlich eine beflimmte Summe = begogen, fo daß durch 
diefeibe nach und nach das Kapital nebſt Zinſeszinſen verzehrt if, fo. 
nennt man diefe Summe eine Jahrrente, oder Zeitrente, oder An- 
nuität. 
Anmerkung. Der Gläubiger, welcher das Kapital = hergibt 
und dafür die Nente empfängt, beißt Rentier; der Schuldner, 
der das Kapital oder den Einfab a erbält, und die Rente © 
zu zahlen bat, heißt Entrepreneur oder Banquier. Das gesen- 
feitige Uebereinkommen beißt ein Annuitätsvertrag. 
Das Kapital, a bat zu Ende des erften Jahres die Größe ag; 
der Schuldner zahlt x, iſt alfo nur noch ag — x = ſchuldig. 
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Zu Ende des zweiten Jahres redueirt fih die Schuld a’ auf a’ g—z, 

oder ag? —gr— x. Fährt man auf diefe Weile fort, mit g zu multi. 

plieiren und mit = abzuziehen, um dem nach jedem Jahre noch fchul- 

dig geblichenen Heft -zw erhalten; fo findet man, daß der Schuldner 

nach der zten geleiteten Zahlung der Rente x, eine Summe 2 ſchul⸗ 
dig iſt, welche durch die Gleichung 

za - a — a... oT, 

— _ 12 beſtimmt wird. 

Iſt die Schuld abartragen , fo iſt z = 0; alsdann 

x - 11 a4), oder z[44r) — 1]=“(i-+r). 

Sind drei von den Größen x, a, q oder r und » gegeben, fo 
fann die vierte mir Hülfe dieſer Formel gefunden werden. 

Die Anwendung der Logarithmen ift bier fehr bequem, wird unter 
Umftänden ſelbſt unumgänglich nothwendig. Iſt die Gleichung in Be- 
zug aufden Exponenten » aufzulöfen, fo findet man g" (X +a—ag)=r, 
woraus log. (x4 ) log.( N 

_ 19.7 —109.(x Tra—ag on. x — 109.17 — ar 
Ta 7 TEE 7775: To TE 

Auf Diefer Lehre beruht auch die Berechnung der Leib» oder Le- 
bensrente, es ift dies eine Nente, welche der Gläubiger bid zu feinem 
Tode zu bezichen hat, wo Kapital und Zinfen als abgetragen angefchen 
werden. Dan nimmt bierbei eine gewiſſe Lebensdauer des Rentiers 
von der Zeit, wo er das Kapital dem Schuldner ald Eigenthum 
überläßt, an. Die Frage ift alddann, weiche Summe x er jährlich 
zu beziehen bat, wenn nach Verlauf von  Zahren feine Forderung 
als erlofchen betrachtet werden fol? Es wird diefe Rente nach der 
oben angegebenen Formel für = gefunden. Sit z. B. 4 — 100.fl., 


ran 100 · 5, __ 5-@)n 

und bei einer Leibrentep—= 5, ſo iſt x = Gy _ı 7 mr 
Es läßt fich zwar nicht im voraus beftimmen, wie lange der Ren⸗ 

tier noch am Leben bleibt; es wird aber zum Behuf der Nechnung 
eine gewiffe Lebensdauer angenommen, die nach den Sterbfichfeits- 
tabellen zu berechnen iſt. Die wirkliche Lebensdauer kann allerdings 
von der angenommenen abweichen; allein das Zufällige wird fich dabei 
um fo mehr ausgleichen, je größer die Anzahl der Nentiers ift, indem 
den einen gerade von der Lebensdauer das zu Gute kommt, was den 


oder 3 = al — 
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andern davon abgeht. Mittelſt dieſer Tabellen Tann man die wahr- 
fheinliche Lebensdauer eines Individuums, deffen Alter befannt if, 
angeben. Die nachiiebende erfte Linie enthält dag Alter des Indi— 
vidnums, die zweite die wahrfcheinliche Lebensdauer in den verfchie- 
denen Lebensperioden deſſelben. . 


Alter : | - 
1,5 „10.15.20 .25.30.35.40. 45.50,55.60.65.70.75.80 Jahre. 
Mahrfcheinliche Lebensdauer : 
37.455. 43.39.351.321.295.26.23.20.17.14.11. 8,.641,5.3 „ 


Nach diefer Wahrfcheinlichkeit der Dauer des menfchlichen Lebens 
verbunden mit dem Anwachſen der Kapitalien, die auf Zinfeszinfen 
ausſtehen, werden die Leibrenten berechnet. So bat alfo 3. 2. ein 
Denfch in feinem Aoten Jahre die Hoffnung , noch 23 Fahre zu leben; 
biernach findet man x — 7,4 , d. h. für die Einlage eines Kapitals 
von 100 fl. zu 5 Procent, bezieht die 40 jährige Verfon eine Tebens- 
längliche Rente von 7,4 fl. jährlich. Auf gleiche Art wird bei den 
unter dem Namen Tontinen befannten Inſtituten verfahren. 


Anmerkung. „Die Sterblichkeitstabellen zeigen an, mie viele 
von einer gegebenen Zahl, 3. B. 1000, in einem “Fahre gebor- 
ner Menſchen, am Ende eines jeden Jahres noch am Leben 
find. So leben 3. B. von 1000 Bebornen am Ende des Aoten Jah⸗ 
red noch 374. Ron 2000 Gebornen leben alfo am Ende des Aoten 
Jahres noch 748, und von 500 Gebornen leben am Ende des 
40ten Jahres noch 187. Leicht fit es num, mitteift folcher Tafeln 
die mahrfcheintiche Lebensdauer eines Menfchen vom gegebenen 
Alter zu finden. Man verſteht nämlich unter diefer Dauer die 
Zeit, nach welcher es chen fo wahrſcheinlich ift, daß man noch 
lebe, als dag man nicht mehr lebe. Es wird dies alddann der 
Fall fein, wenn die Hälfte der Berfonen jenes Alters geflorben 
if. Um z. 3, die wahrfcheintiche Lebensdauer eines 40 jährigen 
Denfchen zu finden, gibt die Sterblichfeitstabelle die Zahl 374, - 
die Hälfte davon ſteht bei dem Alter von 63, alfo ift die wahr- 
icheinliche Lebensdauer eines vierzigjährigen Menſchen 63 — 40 
= 23, 

Die Tontine ift eine von Lorenzo Tonti erfundene Art Leib- 
rente. Mehrere Individuen Iegen ein Kapital a in der Kafle 
der Tontine zuſammen an. Die Geſammtheit der Theilhaber 
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erbält dafür zur Entfchädigung jährlich von der Kaſſe die Summe. 
Stirbt num eines der Mitglieder, fo Fommt den überichenden 
deſſen Antheil zu Gute. Bei dem Tode des leuten Mitgliedes 
bört die Zahlung von Seiten der Kaffe auf. Kit rn die Zahl der 
Sabre, die bier bis zum böchften Alter der Sterblichkeitstabelle 
verflieffen müflen, fo erhält man diefeibe Gleichung wie oben: 
z[(I+r)? — 1] = ar (14r)". Die Summe = wird unter 
den Tontinenbefiger nach der Anzahl der Individuen, die jedes 
Jahr noch eben, vertheilt. 

Ueber Sterblichfeitstabellen, Zeitrenten, LZeibrenten ic. ſiehe 
J. J. Littrows Werfchen über Lebensverficherungen und andere 
Verſorgungsanſtalten. 

J. 62. Rabattrechnung. Bezeichnet man das Kapital 
durch a, dr Procente durch p, fo find 256 die Intereſſen in n Jah⸗ 
ren. Die nach n Fahren fällige Summe a hat alfo, wenn der Ra⸗ 
batt in 100 genommen wird, einen gegenwärtigen Werth 

z=al— 3»). 

Bei dem Nabatt auf 100 fagt man dagegen: auf was wird a re- 

dueirt, wenn 100 + pn auf 100 fich redueirt ?_ Hiernach 
j 100 a 
100+pn 

Win man bei der nach n Fahren fälligen Summe a die Zinfeo- 
zinfen während diefer Zeit in Anfchlag bringen, fo muß man zu ber 
Formel in $. 50 feine Zuflucht nehmen. Man bat in diefem Falle die 


Gleichung z — 


“ 








q 


Anmerkung Nimmt man bei der Nabattrechuung nur die ein- 
fachen Zinfen in Betracht, fo heißt diefelbe eine einfache Ra- 
battrechnung:; während fie eine zufammengefegte genannt wird, 
fobald die Zinfeszinfen in Anfchlag fommen. Bei der einfachen 
Rabattrechnung ift Die Frage eigentlich folgende: welche Summe 
wächst in » Fahren nebft den einfachen Zinfen zu p Brosent, 
sur Größe a an? Dian hat biernach die Gleichung: z(i+22,) 


= a, woraus — rn Die Differenz — om 4 = 
on a iſt der einfache Rabatt (Rabatt auf 100), — Der Ra⸗ 


Regula Falfi. 407 





batt in 100 (Disconto) iſt ser; der jetzt zahlbare Werth für « wäre 
demnach — a ("T). Der Rabatt auf 100 ift alfo immer 
kleiner als der Rabatt in 100; wie cd auch fein muß, da hier 
die Intereſſen von einem größern Kapital als vorhin genommen 
werden. Das Wnrichtige bei Berechnung des Rabatts in 100 
zeigt fich fehr auffallend, wenn pr — 100 ift, in welchem Falle 
auf eine in an Jahren fällige Summe a der Abzug a beträgt; 
alfo gar nichts bezahlt wird, was nicht möglich if. 


$. 63, Regula Falfi. Es fei and die Gleichung, welche 
die Theile einer Aufgabe mit einander verbinde. Nimmt man für x 
einen beliebigen Werth s an, und umterwirft denfelben den Bedin- 
gungen der Aufgabe, fo, wird es Zufall fein, wenn man as— 5 finden 
folte. Wir wollen demnach voraudfehen, daß man as — c erhalte. 
Dividiren wir diefe letzte Gleichung nun Glied für Glied durch ar, 
ſo fommt — — — Das gefundene Reſultat verhält ſich alſo zu 
dem zu findenden wie die angenommene Zahl zu der geſuchten. 

I. Dan fucht 3. 3. eine Zahl, deren 3, 3 und zter Theil zuſam⸗ 
men 456 if. Nehmen wir an, dag 200 diefe Zahl fei, fo ik ihre 
Hälfte plus ihrem Viertel plus ihrem Fünftel 190 anflatt 456. 200 ift 
alfo nicht die gefuchte Zahl; wir feren nun die Proportion: 190: 456 
— 200° x, woraus x — 480. 

I. In welcher Zeit wird ein Waſſerbehälter durch vier zugleich 
geöffnete Röhren gefüllt werden? Durch die erfte Röhre kann folches 
in 2, durch die zweite in 3, durch die dritte in 5, durch die vierte 
in 6 Stunden gefcheben. Nehmen wir an, daß man eine Stunde 
nötbig babe, fo füllt das erfie Rohr die Hälfte des Behälters, dag 
zweite ein Drittel, das dritte ein Fünftel, das vierte ein Sechstel, 
was in Summa $ macht. Die Vorausſetzung einer Stunde war dem⸗ 
nach falfch; wir fagen alfo: 23 = 1:7 = 5 Stunde — 50 Minuten. 

Obgleich diefe VBorfchrift bei der Gefellfchaftsregel, der Intereſſen⸗ 
rechnung u. f. w. anwendbar ift, fo ift fie es doch nicht bei allen Auf. 
gaben des erſten Grades, weil eine allgemeine Gleichung diefer Art die 
Form ax +5=cr + d hat. Macht die Annahme von x = s die 
Größe as -+ 5 nicht gleich ca + d, fo wird ein Fehler f ſtatt finden, 
fo daß as +5 — (os --A)=f. Ziehen wir hiervon ar +d— (cx+d) 
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— 0 ab, fo fommt (a—c) (s—ıx) = f. Eine zweite Annahme von 
x — 8, die den Fehler f nach fich zieht, gibt ähnficherweife (a—c) 
(s—x) = f. Dividiren wir die beiden letztern Nefultate durch ein- 
ander, fo erhalten wir —_- SL, woraus A. Hier⸗ 
— f ff" 
aus folgende Regel: Multipficire den erften Fehler mit der zweiten 
angenommenen Zahl, und den zweiten Fehler mit der erften angenom- 
menen Zahl, ziehe die Produkte mit VBerücfichtigung der Zeichen der 
Fehler von einander ab; dividire darauf das Nefultat durch die Dif- 
ferenz der beiden Fehler; der Quotient wird die gefüchte Zahl fein. 
Es ift dad die doppelte Regula Falſi, die zur Auflöfung von allen 
Aufgaben vom erften Grade angewendet werden Fann. 


II. In der zweiten Aufgabe gab die Poſitionszahl 1 Stunde das 
Refultat $, der Zebler war demnach +35. Die zweite Poſitionszahl 
; Stunde gibt dad Nefultat 3, der Fehler ift alfo —}. 

Man fchreibt diefe Zahlen wie bier Angenommene Zahlen. Fehler. 
neben geſchehen, multiplieire die im Kreuz 1 Stunde. + 
fiebenden Zahlen mit einander, und giebt * I ... — 
die Produkte von einander ab; man erhält u 
75 + 3 oder 35 die Differenz der Fehler ift 3 +; oder +; man dipidirt 
endlich 3 durch 3, woraus x — $ fich ergibt. 

IV. Ein Bater ift jetzt 40 Fahre, fein Sohn 12 Fahre alt; wann 
ift der Vater dreimal fo alt alsder Sohn? Man nehme 5 als erſte Poſi⸗ 
tionszahl: der Vater iſt alddann 45 Fahre, 
der Sohn 17 Fahre alt; das Dreifache von Angenommene Zahlen. Fehler. 


AM win 


17 gibt 6 mehr ald 45. Dan nehme 1 5 Jahre 6 
ald zweite Poſitionszahl: der Fehler ift 1 — 2 
—2, Die reciproken Brodufte der aus den 6 + 10 


Poſitionszahlen entitandenen Fehler geben | 
die Differenz 165; dividirt man died Reſultat durch die Differenz der 
Sehler, die 8 beträgt, fo erhält man zwei ald Zahl der Fahre, im 
denen der Vater dreimal fo alt, ald der Sohn fein wird. 
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Werthe eines Kapitals von 1000 fl. von 6 zu 6 Monat, 
mit Zinfeszinfen zu A, 5 und 6 Brocent. 


gabre.| 4 pCt. 5 p&t. | 6 pt. I Hahre. | A pet. | 5 per. | 6 vCt. 








1020,00 
1040,40 
1061,21 
1082,43 
1126,16 
1148,69 
1171,66 
1195,09 
1218,99 
1243,37 
1268,24 
1293,61 
1319,48 
1345,87 
1372,79 
1400,24 
1428,25 
1456,81 
1485,95 





1025,00|1030,00 
1050,63|1060,90 
1076,89|1092,73 
1103,81|1125,51 
1131,41\1159,27 
1159,69|1194,05 
1188,69)1229,87 
1218,40|1266,77 
1248,86|1304,77 
1280,08|1 343,92 
1312,09)1384,23 
1344,89|1425,76 
1378,51|1468,53 
1412,97|1512,59 
1448,30|1557,98 
1484,51 1604,71 
1521,62|1652,85 
1559,56|1702,42 
1598,65|1753,51 
1638,62|1806, 11 


11 





1515,67 
1545,98 


1576,90 


1604,44 
1640,61 
1673,42 
1706,89 
1741,02 
1775,84 
1811,36 
1847,59 
1884,54 
1922,23 
1960,68 
1999,89 
2039,89 
2080,69 
2122,30 
2164,74 





1679,58 
1721,57 
1764,61 
1808,73 


1860,29 
4916,10 
1973,59 
2032,79 


1853,94| 2093,78 


1900,29 
1947,80 
1996,50 
2046,41 
2097,57 
2150,01 
2203,76 
2258,85 
2315,32 
2373,21 
2132,54 
2493,35 
2555,08 
2619,57 


2156,59 
2221,29 
2287,93 
2356,57 
2427,26 
2500,03 
2575,08 
2652,34 
2731,91 
2813,86 
2898,28 
2985,23 
3074,78 
3167,03 


2208,04| 2685,06| 3262,04 


/ 
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Note 1 zu S. 6. 
Weber die Rechnungsarten mit einfachen entgegengefehten Größen. 


Die im Tert gegebenen Regeln der vier Rechnungsarten find für 
die negativen Größen ald Theile von Binomen, nicht aber wenn fie ganz 
einzeln ftehen, gefunden worden. Es dirfte daher nicht überflüffig fen, 
die Sache aus einem und dem andern Geſichtspunkte nochmals zu be: 
trachten. 

1) Zwei gleichartige Groͤßen, welche, wenn ſie mit einander verei⸗ 
nigt gedacht werden, ſich gegenſeitig ganz oder zum Theil aufheben, heißen 
entgegengeſetzte Groͤßen; im erſten Falle ſagt man, ſie haben einen glei⸗ 
chen abſoluten (numeriſchen) Werth; im zweiten, ſie haben einen ungleichen 
abſoluten Werth. In einer ſolchen entgegengeſetzten Beziehung ſtehen zu 
einander die poſitiven (additiven) Größen, d. h. mit dem Zeichen + ver⸗ 
ſehenen Groͤßen, und die negativen (ſubtractiven) Groͤßen, d. h. mit dem 
Vorzeichen — behafteten Größen. Die Zeichen + und — find mit den 
Größen, vor welchen fie ftehen, zufammengehörige Tinge, fie find gleich⸗ 
[am als Adjective bei ihren Subtractiven anzuſehen. Pofitive Größen find 
alfo die Größen, welche zu andern, wenn fie mit ihnen in Verbindung 
kommen, abdirt, während die negativen Größen von andern, mit benen 
fie in Berbindung fommen,, fubtrahirt werden follen, . 

2) Berbindet man die Größe a mit der Größe — 5b auf dem Wege 
der Addition, fo wird a — b das Nefultat diefer Vereinigung fein, das 
pofitiv oder negativ ift, je nadıdem a > oder < ale 5 iſt. Hieraus 
ergibt fich, daß eine Addition in der Algebra nicht immer eine wirkliche 
Bermehrung mit fich bringt, und daß das Wort Summe nicht ganz in 
demfelben Sinne wie in der Arithmetif genommen werden fann. 

Der Ausdud a&—b+%+d— e+ filt der nachflehenden Summe 
+JI+—b+etrd+HrDd+le-eg)+ (+) gleich‘, er wird des⸗ 
bald algebraiiche Summe genannt. — Leicht ift einzufehen,, daß (—a) + 

3) Eine Größe von einer andern fubtrahiren, heißt eine Groͤße (Reſt) 
finden, welche, zum Subtrabend abdirt, den Minuend gibt. Sol — 6 
von a fubtrahirt werden, fo it Reft + Subtrahend == Minuend, oder 
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Net b=a, woraus Reſt = a+ 5b; d.h. vertaufche das Vorzeichen 
des Subtrahends und addire dann diefen neuen Ausdruck zu Dem unverän- 
derten Minuend. Die Subtraction in der Algebra hat alfo nicht immer 
eine Verminderung zur Folge. 

La Place beweist die Subtractiongregel wie folgt: Sekt man zu einer 
Größe a die Größe b— 5 hinzu, die im Grunde nur Null ift, fo ändert 
man den Werth jener Größen nicht, a und «a + b— b find Demnad) einer- 
lei. Will man nun + 5 von a fubtrahiren, fo braudıt man ina+ b—b 
nur 5 wegzulaffen, was a—b gibt; will man hingegen — 5 fubtrahiren, 
fo läßt man —b weg, und es bleibt a+b. 

4) Eine Größe multipliciren, heißt eine Größe (Produkt) finden, 
welche aus dem Multiplicand eben fo gebildet wird, wie der Multiplica: 
tor aus der pofitiven Einheit gebildet iſt. 

Um zwei Größen mit einander zu multipliciren, multiplicire ihre ab⸗ 
ſoluten Werthe und nimm das Produkt poſitiv oder negativ, je nachdem 
die Factoren gleiche oder entgegengeſetzte Zeichen haben. 

Erſter Fall. (440) · (46) —= + ab. Kein weiterer Beweis noͤthig. 

Zweiter Fall. (+) · ) = — ab. — b entſteht aus + 1 das 
durd) , daß man das entgegengefeßte von +1, d. h. — 16 mal nimmt. 
Um alfo das Produft >Za-— 5 zu bilden, muß man b mal dad Entge- 
gengefeßte von +a, d. h. b mal — a nehmen, was — ad gibt. 

Dritter Fall. DI - (b) = — ab. +b entfieht aus +4 dar 
durch, daß man 5b mal + 1 nimmt. Am alfo das Produft —a- + b 
zu bilden, muß man —a felbft b mal nehmen, was — ab gibt, 

Vierter Fall. (a) · (-b) ⸗ +ab, —b entiteht aus +1, in- 
den man 5 mal — I nimmt. Um alſo bag Produft — a» — b zu bilden, 
muß man das Entgegengeiebte von —a, d. h. +a, b mal nehmen, was 
+!ab gibt, 

La Place beweist die Multiplicationsregeln wie folgt : Das Produkt von 
a—a mit b muß Null fein; da nun das Produkt von a mit b—=-+ ab 
it, fo muß das Produft von — « mit b nothwendig — — ab fein, um 
das Produkt Hab zu vernichten. Folglich muß —a mit + 5b multiplis 
eirt, — ab geben. 

Tas Produft von a mit 5 — db muß Null fein; da mm das Produkt 
vor amitsö—=+ ab it, jo muß + «a mit —5 multiplicirt = — ab fein, 
um das Produkt ad zu vernichten. Pa mit — 5 multiplieirt gibt folglich —ab. 

Tas Produft von —a mit bb muß gleich Null fein; da nun das 
Produkt von —a nit + b nad) dem Vorhergehenden gleich — ab ift, fo 
muß das Produkt von — a mit — 5 gleich + ad fein, um das erfte Pro- 
Duft zu vernichten. —a mit — 5 multipficirt gibt Daher + ad. 

Die Multiplicationsregel laͤßt fich auch auf folgende Art beweifen: 
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Ä et Den 
—cC 
alſo auch ac + dh “c- be, 
oder c + (—b)= —e. 
Man fee die zwei Gleichheiten: 
«—b=9. .dd,ce—dzk. . (D. | 
Addirt man in der erſten Gleichheit 5 auf beiden Seiten binzn ‚ zieht dann 
ſucceſſive « und g beiderfeitö ab, und verführt man aͤhnlicherweiſe mit der 
Gfeichheit (2), fo erhält man bie zwei Gleichungen : 
b—-0 = —9....089),wwd—c=— k....(N. 


. Muftiplicirt man die Gleichungen (1) und (2), und die Gleichungen (3) 


und (4) Glied für Glied mit einander, fo erhält man: 
ac—be—da+bi=kxg, md bd—ad— cdb+ac—=—kx—g. 

Da die erften Theile diefer Gleichungen einerlei find, jo werden ed auch 
die zweiten Theile fein, mithin Axkg——kx—g. Wird (1) mit (4) und (2) 
mit (3) Glied für Glied multiplicirt, fo findet man, daß ya —k—kx—g. 

Da der Divifor, mit dem Quotienten multiplicirt, den Dividend 
bervorbringt, fo braucht man, um pofitive und negative Größen durch 
einander zu bividiren, nur ihre abfoluten Werthe durch einander zu divi⸗ 
diren, und den Quotienten pofitio oder negativ zu nehmen, je nachdem 
der Tividend und Divifor gleiche oder entgegengeſetzte Zeichen haben. 


Note 8 zu S. 11, 


Bufammenfichung der zur Theorie des größten gemeinfchaftlichen Theilers 
gehörigen Saätze. 

Tie im Terte angeführten Hauptſaͤtze, auf denen bie Theorie des 
größten gemeinfchaftfichen Theilerd zweier Polynome beruht, find folgende: 

1) Ter größte gemeinfchaftliche Theiler zweier Polynome ift immer 
auch ein größter Theiler des Neftes, den ihre Divifion liefert. | 

2) Der größte gemeinfchaftliche Cheifer zweier Polynome wird nicht 
geändert, wenn man bag eine Durch eine Größe dividirt oder multiplicirt, 
die feinen gemeinfchaftlichen Factor mit dem andern Polynome hat: 
Diefer Sas erlaubt uns die einem Polynome zugehörigen Factoren, in 
ſo fern fie dem andern Polynome nicht gemein find, ganz auffer Acht zu 
laſſen. Ferner fett er und in Stand, die Theilbarkeit rücffichtlich der 
erften Glieder jedesmal herzuftellen. 

3) Der den Polynomen gemeinfchaftliche, von dem Ordnungsbuch⸗ 
ttaben unabhängige Theiler wird herausgenommen und bei Seite gefebt. 
Man findet den vom Ordnungsbuchſtaben unabhängigen gemeinfchaftlichen 
Theiler, indem man den größten gemeinfchaftlichen Factor aller Coeffi⸗ 
cienten des einen Polynome und den aller Coefficienten des andern auflucht. 

1.8. 26. Bud). 8 
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4) Das Verfahren, den vom Ordnungsbuchſtaben abhängigen Factor 
zu finden, befteht num darin, daß man das höhere Polynom durch das 
andere dividirt, bis das höchfte Glied des Reſtes niedriger ald das höchite 
Glied des Tivifors iſt; dann den Divifor durch den Neft, diefen Reit 
durch den zweiten Reit und jo fort; nur muß man dafuͤr Sorge tragen, 
daß die Theilbarfeit der höchften Glieder bei jedesmaliger Divifion gelinge. 

5) Der bei Seite gefchriebene, vom Ordnungsbuchſtaben unabhän- 
gige, gemeinfame Factor wird mit dem am Ende herausfommenden, 
vom Ordnungsbuchſtaben abhängigen Theiler multiplieirt. Tas Produkt 
wird nun ber verlangte Theiler fein. Zur Vervollſtaͤndigung diefer Lehre, 
die ſpaͤterhin uns von Wichtigkeit fein wird, mögen bier noch folgende 
Saͤtze ftehen. | 

6) Jedes Polynom ift entweder ein Primpolynom, oder ein Pro- 
duft von Primpolgnomen oder Primzahlen. Sft ein Polynom fein Prim⸗ 
polynom, fo kann man es, in feine Kactoren zerlegt, dieſe abermald in 
ihre Factoren aufgelöst denken, und dieſes fo fort, bis man endlich auf 
folche fommt, die feine weitere Zerfeßung zulaffen. Daß man endlich, 
weil feine Brüche vorkommen, auf bergleicdyen Primfactoren ftoßen müffe, 
läßt fich leicht einfehen. 

7) Seder größte gemeinfchaftliche Theiler zweier Polynome it ein 
Produft aller ihrer gemeinfamen Primpolynome. Denn nur diefed Pro- 
duft kann die beiden Polynome genau theilen,, daß Die Quotienten keinen 
gemeinſchaftlichen Factor mehr haben. 

8) Hat man überhaupt einen gemeinſamen Factor zweier Polynome 
erfannt, fo fchreibt man diefen heraus, und fucht nunmehr zwifchen den 
noch bleibenden Polynomen den größten gemeinfchaftlichen Theiler. Am 
Ende wird diefer Theiler mit den herausgenommenen Factoren multi⸗ 
plicirt. 

9) Da das hoͤchſte Glied des Ordnungsbuchſtaben in den vereinfadh- 
ten Polyuomen bei jeder Subtraction verjchwindet, mithin jeder Reit 
niedrigere Potenzen dieſes Buchftaben, als der vorhergehende Reit ent: 
halt, fo wird man am Ende, wenn die Divifion nicht eher aufgeht, zu 
einem Refte gelangen, wo der Ordnungsbuchſtabe nicht weiter vorfonmt- 
In diefen lekteren Falle haben die Polynome, wenn jener Reſt nicht 
Null ift, offenbar feinen von dem Ordnungsbuchſtaben abhängigen, ge- 
meinfchaftlichen Theiler, oder mit andern Worten: die vereinfachten Poly- 
nome, in denen die von dem Ordnungsbuchſtaben abhängigen Factoren 
namlich nicht mehr vorfommen, haben feinen andern gemeinfchaftlichen 
Theiler als die Einheit. Nachitehendes Beifpiel wird dies erläutern : 

Man ſoll für 
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(952 — 185c) a? + (215° — 425?c) a! + (365°c — 1854) u(A) und 
(156°? — 305c) a* + (1852 — 989) a, (B) 
ben größten gemeinfchaftlichen Theiler finden. = 

Man fieht hier bald, daß 3ad ein Beltandtheil des gefuchten Theis - 

lers it. Rad) Hinweglaſſung dieſes Factors erhält man 
(4), (35 — 6c) a® + (76? — 146c) a + 125°c — 653, 
(B), (58 —100)a + 6dc — 36°, 

Der größte gemeinfchaftliche Theiler der Eovefftcienten diefer Poly- 
nome it 5 —2c; flreicht man leßteren Factor in den Polynomen A’ und 
B’ weg, fo hat man die vereinfachten Polynome 

3a? + Tba — 65° und 5a — 32. 

Um die Theilbarkeit der erften Glieder herzuftellen, wird der Divi- 
dend mit 5 multiplicirt. Hier folgt die Rechnung: 
15a2 + 3564 — 305° | 5a — 35 


—15a? + 9ub 3a + 22 
Hab — 38? 
2422a — 156) Der Factor 25 wird weggeftrichen 
110a — 75 und dann mit 5 multiplicht. 
1102 + 665 | 
— % 


Man findet alfo fir die vereinfachten Polynome den Theile 15 wird 
diefer mit den bei Seite gelegten Factoren (b--2c) und 3ab multiplicirt, 
fo hat man 3ad (d&—2c) ald größten gemeinfchaftlichen Theiler ber gege- 
benen Polynome. 

Die Zufammenftellung vorftehendex Säge zeigt, daß das angegebene 
Berfahren, ebenfo wie bei Zahlen, ſtets zum Zweck führt, d. h. daß man 
durch daffelbe am Ende den größten gemeinfrhaftlichen Theiler der Poly: 
nome findet. 2 


Note 3 zu 8. 38. 


Eine jede ganzzahlige Potenz von P°—1 zu bilden. 
Auflöfung. Der Grad der verfangten Potenz werde durch 4 dividirt, 
der Neft der Divifion gibt die gefuchte Potenz. — Bezeichnen wir Y’—1 
durch 2, fo find ſaͤmmtliche gefuchte Potengen von Y’—1 in folgenden 
vier Formen enthalten : ‘ 
vr =er=eH) = +1. 
yet = at ermır=+l V-IsY—1. 
Yvr-Vprr_ arten 1—- 12—-1. 
Y-Der3= a. Dei er — — 1 
Aus diefen Gleichheiten erhellet die Nichtigkeit der Auflöfung.. 
- 8 








"| 


>» 
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Note 4 zu $. 48, 


Wenn A in der Potenz ab fo Hein, ald man nur immer will, wer- 
den kann, fo wird auch die Potenz der Einheit fo nahe kommen koͤnnen, 


als man nur immer wil. Man fee 4 — — und gs 2 1 —. Die 
letzte Gleichung gibt a — ey. So oft mum aber Z + mit ſich ſelbſt 
multiplicirt wird, ſo oft kommt mehr als — der enhe zu dem Pro⸗ 


dutte. Wird alſo “FT auf bie ste —* ern fo ir (I) > 








z+1 , si, 248 Folglich a > T% , woraus 
x X X x % 


x 


Da nun » größer ald jede noch fo große Zahl werden fann, fo muß 
* kleiner als irgend eine kleine Groͤße werden, d. h. der Unterſchied zwiſchen 


I 
a: und 1 ann jo Hein, ald man will, werben. 


Note 5 zu S 43. 


Defters wird Yla+b)mitYfa+Y’d, und Y(a—)mityfra— Yb 
verwechfelt , fo verfchieben auch Diefe Ausdruͤcke find, 

Es ift nämlich: 

1) Ya+y’d größer ald Yla+b). 

Offenbar fta+5+2 Yab>a+b, oder 
Va+rYb)>a+ b; folglich 
Ya+rvYı> Y(a+b.) 

2) Ya-Y kleiner als Y(a—b), wenn a>b ill. Man hat a>b; 
alſo ab>b!, oder Yab>Y’d; alfo auch 2Yab>%. Wird auf beiden 
Seiten Diefer Ungleichheit a— 5 hinzu abdirt, fo kommt die Ungleichheit 
a—b+2Yab >a+rb; woraus, wenn man beiberfeitd 2Y’ad abzieht, 


‚umb>a+b—Y ab; daher V’(a—5) > Ya— Fb, was zu beweis 


jen war. 
Note 6 zn S. 53. 


Auslegung der gebrochenen und negativen Werthe von » bei arith⸗ 
metischen Progreffionen : 


1. Aus den Beſtimmungsſtuͤcken a, d und I habe man für n einen 
Ausdruck von der Form p + — gefunden, wo p eine ganze Zahl und 





- 
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einen Achten Bruch darftellt. In ſolchem Falle ift Z eigentlich fein Glied der 
Progreffion, welche a zum erften Gliede und d zur Differenz hat. Schalten 
wir aber in diefer Progreſſion zwifchen je zwei Glieder (m—1) neue Ölieder 
ein, fo wird Zdem [np —(m—1) + g]ten Gliede diefer durch Interpolation er: 
haltenen Progreffion gleich; fein. Bezeichnet @’die Differenz jener neuen Progreſ⸗ 


[7 2 — a 
fon, ſo iſt = —— 7 weil dem gefundenen » gemäß d — 
(i — a) 77] ’ ’ . 
— 5 Da (p — HN (m—1) neue Glieder hinzukommen, fo wird 


die Geſammtzahl der Glieder gleich p + (m — 1) (p—1) fein. Nehmen 

wir in der neuen Progreffion noch g Glieder weiter hinzu, jo ift der Werth 

x dieſes [mp — (m — 1) + glten Gliedes durch die Gleichung x = a + 
(l—a) 

I(mp—m—N+g—1] 5— beſtimmt, woraus x = I, was zu 

beweifen war. 

Beifpiel. & fia=5, 1=15,d—=3, bwin — 4. 
Schalten wir zwifchen je zwei Nachbarglieder zwei neue ein, fo iſt die 
Zahl 15, obfchon Fein Glied der fruͤhern Progreffion, doch das eilfte Glied 
der neuen Progreffion, deren Differenz — 5; — 1 ill. 


. Erhalt man and den gegebenen Stiiden a, d und 7 fürn einen ganz 


zen negativen Werth, fo fagt ein folcher Ausdruck aus, daß Z auf der Im: 
fen Seite der von a fortgefegten Progreffion liege. Die negativen = find 
für die ruͤckwaͤrts von a verlängerte Progreffion gerade Dad, was Die po» 
fitiven » für die von a vorwärts gehende Progreffion barftellen. Sin der 
That ift die ruͤckwaͤrts fortgefeßte Reihe folgende: a—d, a—2d, a—Iu... 

deren Glieder offenbar mit den aus der Formel = a+ (n—1)d gewon— 
nenen Ausdruͤcken, wenn man für » ſucceſſive die Werthe 0, — 1, — 2.., 
ſetzt, uͤbereinſtimmen. 

Beiſpiel. Eifia—=10, !—= 4 und d—= 3; man ſoll die Stelle 
des Gliedes 4 finden. Man bat 4 = 10 + (n—1)3, woraus n—= — 1 
folgt, d. h. das Glied 4 fteht auf der zweiten Stelle zur Linfen von 10, 
indem 7 Die (1—1)te oder Ote Stelle, die. natuͤrlicherweiſe mitzaͤhlt, ein⸗ 
nimmt. 


Die auf beiden Seiten fortlaufende Reihe iſt hier:. 
....—5, —2,1,4,7,10,33, 1 19... 
Iſt n negativ und zugleich von ber Form p + 


Einfchaltung von (m—1) neuen lieder in ber vüchwrte fortgefesten 
Progreffion die Stelle des gegebenen Gliedes / gefunden werben. 


‚ fo wird durch 





a — — —— — —— — — — 
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U. Aus den Beftimmungsftüden s, a, I hat man = + — 


gefunden. Es zeigt ein folcher Ausdruck, daß s Feine eigentliche Summe 
ber vorliegenden-Reihe fei. Es fommt jedoch Diefe Summe heraus, wenn 
man zur Summe der p erften Glieder der Progreffion die Summe ber p 
erften Glieder ber auf Z rüchwärts folgenden Gfieber, fammt dem I ten 
Theile der beiden (p-H-I)ten Glieder hinzu addirt. Bezeichnen wir durch 
S’ die erfle und durch S” die zweite diefer gedachten Summen ‚fo erbals 
ten wir 


.__ _ (2! — u?) 
S=(ata+ß am 5, und 
_ _ za) \ pP 
=( +10 — 3 
Aufferdem ift der ante Theil des (p-+1)ten Gliedes der vorwärts ge: 


pa), 9 
28-(atHl)/ Um’ 
und a, berfelbe Theil des (p-Hi)ten Gliedes der ruͤckwaͤrtsgehenden 


Reihe, = (I- Pla?) 





nommenen Reihe, ben wir x’ nennen wollen, — (a + 





| 25 (a+H)/ Un 
Bir haben hiernach SS” +2 + 2"=(a+D (p + am) 
j FR Ism . 
Tem angenommenen » gemäß ift der a+! = 5 folglich | 


S+S"+27 +2" = 8, woraus fi die Nichtigkeit der Behaup- 
tung ergibt, 


Beifpiel. &fia—2,n— 0, s— 154. Man hatn — 
7 

Die vorwärts gehende Reihe ift: 2, 8,14, 20,8... . - 

Die rüchwärts laufende Reihe ift: 40, 34, 28, 22, 16. 


Hier iſt ⸗ — 24 und 8’ = 102, ferner 7 = 13 und z’ = 14, 
was in Summe 154 macht. Hat man nämlih n = p—1 +— ge . 
funden,, fo ſetzt man dafuͤr 

„= >» — 2 + tm, 
m 
was einerlei iſt. 
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III. Cine ähnliche Auslegung findet bei den aus der Formel » — 


3 
we (5 rd -7] gefundenen Werthe von der Form r — 2p 


I ftatt. 
73 


Beijpiel. Es ſei a=5,7=4, s—189; man findet un —g 
oder 8. Firm den Werth » — 8% haben wir a — 4. Hiernach 
die vorwärts laufende Reihe: 4, 9, 14, 19 .... 
die ruͤckwaͤrts gehende Reihe: 41, 36, 31, 6 . . 
Wir erhalten ⸗ —(4+19) 2—46, und "— 134; aufferdem 2’ ==%, 
und x” —?, was die Summe 189 gibt. 
Sn irrational, fo kann man auf diefen Wege, wenn anjtatt n eine 
rationale Zahl, die dem trrationalen n fehr nahe liegt, genommen wird, 
die Summe s beinahe erhalten. 





— Ja. ? 
IV. Der negative Werth von » — nt / + | 28 + nr) ] 
verlangt, daß die Reihe auf der linken Sei von a weiter fortgejeßt 
werde. Es laͤßt ſich darthun, daß wenn n = — %p, die Summe der p 


eriten Ölieder der Reihe a ,(a—d),(a—2d) . . . . und die Summe der 
p eriten Glieder der entgegengefett laufenden Reihe 4,2 — Ipd,a — (Yyp—Nd... 
zufammen eine Summe — s geben. 


Beifpiel. Es fei nn —5,d—=2, S=140. Die Forınel a = 
ty I FHr ey] gie » = 10 um = — 14. 2 Siehe 


alfo in der 15ten Side its von a amd ii. 9 — 2-15 = — 25. 
Die Summe der 7 erften Glieder der Reife5, 3, 1, —1, — 3, — I, 
— 7, und die Summe der 7 Ölieder der entgegengefeßt laufenden Reihe 
"23, —3,— 21, —19, — 17, — 15, — 13 machen zufammen 140, 
abgejehen vom Zeichen. 

Iſt = — (2p+1), fo nimmt Z die (2y+Dte Stelle ein. In die 
ſem Falle gibt die Summe der p erften Glieder von Z an nach der rechten 
Seite zu, plus der Summe der p erften Glieder von az an nach der linken 
Seite zu, plus dem Mittelgliede der Geſammtreihe eine Summe — 


Beiipiel. Efia-5,d=2,s=77. Wir erhalten n = 7 
und — — 11. Zfleht in der zwölften Stelle von a und ift gleich — 1% 
Die von a nach der Linken verlängerte Reihe ift folgende: 
5,3,1,—1,— 3, —5, — 7,9, —11, —13, —15, — 17, —19- 
Die Summe der 5 erfien Ölieder 19, 17, 15, 13, 11 nebft der Summe 
der 5 erſten Glieder —5, — 3, —1, 1, 3 plus dem Mittelgliebe 7 gibt 
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die Summe 77. Sn beiden Fällen alfo fehlen in der Reihe zwei ſymme⸗ 
trifch liegende Glieder. 


Hat man n—,— 2 — — ‚ fo nimmt man auffer den 2» er 


wähnten Gliedern nach den ten Theil der beiden in den pten Stellen 


von den Aufferften Enden @ und ! ftehenden Gliedern, um die gegebene 
Summe zu erhalten. 
| Note 7 zu $. 36. 

Der Logarithme einer ganzen Zahl ift entweder ganzzahlig oder in: 
commenfurabel. | 

Die volftändigen Potenzen von 10 haben offenbar ganzzahlige Loga⸗ 

P 

rithbmen. Wir müffen nun darthun, daß die Gleichung 107 — 2, wo 
— ein Bruch ift, nicht flatt findet, wenn » eine beliebige ganze Zahl 


bedeutet. 


& 


1) = und 10 feien Primzahlen unter jih. Wäre 3 — 107 ‚ fo würde 
man, wenn man beiderjeitd auf die gte Potenz erhebt, 10° = 21 erhalten; 


woraus 10P-3 — - , was unmoͤglich iſt. 


P 
2) E& ji s =" oder 5. Wäre z. B. 2 — (107, dann audı 
274 — 10P , waß ebenfalls unmöglich ift. 


3) Es fi — Fender — FT + nn; und 10 find Primzahlen 
unter fih, Hätte man 3. 2. 107 =—=2% . n; dann au 10P — 21 «u; 
woraus 2 27 , was ungereimt iſt. 

4) E&fis = Tx5txn,Vder —-rx5, wor mb IO 
Primzahlen unter fich find, Es kann 107 nicht gleich T x 5' x fein, 
weil hieraus I0P = Fix 5a x na, ober = = VIx 51x ar 
folgte, d. h. ein Bruch gleich einer ganzen Zahl fein müßte. Die Glei- 
hung z = 16 ift alfo in feinem Falle zuläßig. 


Die Logarithmen der Brüche 0,15 0,01. ... find negafive ganze 
Zahlen. Dagegen find bie Logaritbmen ber übrigen Brüche, fie mögen 


’ 
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Acht oder imaͤcht fein, incommenfurabel, Wäre log.) = rn, wo n 


eine beliebige pofitive oder negative ganze Zahl bezeichnet, fo bitte man = 


— 10 , was unmöglich if. Man kann auch nicht 103 ſeten, 


* mag poſitiv oder negativ ſein, weil dann ( ) = 10P wäre. — 


Alfo können nur die Logarithmen von den Zahlen 1, 10, 100.... und 
die von den Brücken 0,1; 0,015 0,001...; genau erhalten werben. 


Note S ung. 57. 


Zu zeigen, wie es möglich iſt, bie Logarithmen der ganzen Zahlen 
zu finden. 


Wir wollen annehmen, daß der Log.2 gefucht werden fol. Man 
ſetze 10° — 2. Man fieht, daß x zwifchen O und 1 liegt; man fihreibe 


daher z — , woraus 10°—2, oder 10 = %. Da 2 zwiſchen 3 und 
4 liegt, fo jeße man 3 + 4 . Man erhält dann 10 — * tr 
ExW, der i—%, oder 2 = @) Man findet, daß =» 
zwiichen 3 un 4 fällt, alſo —=3 + Zr Hiernach wird 2=(? )x 


(2)* ‚ woraus’ C92 — 3 Man findet durch Probieren, daß 
® 


"94 Til ⸗ 


Bleiben wir bei Diefer Annäherung ftehen, die man nadı Belichen 
weiter fortfeßen kann, ſo erhalten wir durch ſucceſſi ve Subſtitution der ge⸗ 
fundenen Werthe: „= 4,3 — A„ 2 33. Wir haben demnach an⸗ 
naͤhernd log.2 = 33 — 0,30107, ein Werth, der bis auf die vierte Ziffer 
genau ift, da der Sie auf 7 Decimalftellen berechnete 0,3010300 macht. 

Erhebt man alfo die Zahl 10 zu einer Potenz vom Grabe 3010300 
und zieht aus dem Nefultate die Wurzel vom Grade 10000000, fo erhält 
man eine Zahl, weldhe beinahe gleich 2 ift, 

Diefe Methode zur Berechnung der Logarithmen iſt zwar weniger lang⸗ 
wierig als die in der Arithmetif angegebene, jedoch iſt fie noch Aufferft 
mühfam; auch find die Logarithmen auf dieſem Wege nicht berechnet wor; 
den. . Einfachere Mittel zu ihrer Beltimmung werben fpäter vorkommen. 
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. Bemerft mag noch werden, daß man die Logarithmen aller zufanmenge- 
festen Zahlen leicht finden fann, wenn man die Logaritfmen der Prim- 
zahlen beſtimmt hat. 


Note 9. 
Einiges von den böbern arichmetifchen Brogreifionen. 


Wenn man in einer Reihe von Gliedern a, d, c, du. f. w. die 

Unterſchiede >—a, c—b u. f. w. ber naͤchſt auf einander folgenden Glie⸗ 

‚ der bildet, jo machen die auf Diefe Art erhaltenen Größen die erfte Diffe- 
renzenreihe aus. Nimmt man in diefer erften TDifferenzenreihe abermald 
die Unterfchiede der auf einander folgenden Glieder c—5—-(d—a), dc— 
(c—5) u. ſ. w.; ſo bilden diefe Unterfchiede die zweite Differenzenreihe. 
Auf diefelbe Art wird die dritte, vierte u. ſ. w. TDifferenzenreihe der ur- 
fprünglichen oder Hauptreihe abgeleitet. Gelangt man auf ſolche Art auf eine 
aus Tauter gleichen Gliedern beftehende ate Differenzenreihe, fo heißt die Haupt: 
reihe eine arithmetifche Progreffion der höhern Ordnung und zwar von der 
nten Ordnung. Die im $. 52 betrachteten arithmetiſchen Reihen ſ nd alſo 
hiernach arithmetiſche Reihen der erſten Ordnung. 

Die Quadrate der natürlichen Zahlen bilden eine arithmetiſche Reihe 
der zweiten Ordnung. In der That ſind ſaͤmmtliche ganze Zahlen in den 
Formeln 3n, 3n + 1, 30 +2 enthalten. Bilden wir Die Quadrate die⸗ 
fer Ausdrüde, Die erfte und zweite Differenzenreihe derſelben, ſo entſteht 
folgende Tabelle: 


Zahlen. | Quadrate. 1te Differenzenreihe.i2te Differengenreibe. 


3n On: 
3n +1 9n?°+6n-+1. 6r+1 2 
33 à 2 | 9219 44 6143 





Aus dieſer Zuſammenſtellung ergibt ſich, daß die zweite Differenz; —2 
it, welche drei auf einander folgende Quadrate man übrigens auch bes 
trachten mag. 

Die dritten -Potenzen der natürlichen Zahlen bilden eine arithmetiſche 
Progreifion der dritten Ordnung. Bilden wir die Guben der vier beliebig 
auf einander folgenden Zahlen An, An+1, An+?2, Anı+3, fammt der 
erften, zweiten und dristen Differenzenreihe jener Guben, fo erhält man 
- folgende Darftellung : 

Bablen. , Guben. ite Differenzenreihe. 2te Differz. [3te Differz. 
4 n 
An+1 \64r3+48n2 +12 +1 |482?+19a +1 
An+2 |64n3+96n?+A8n-+8 4822436047 24n-+6 
4n+3 '6403+1440? +108n+27'48n?+60n+19 24 +12 
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Die dritte Differenz bleibt alfo diefelbe fuͤr alle Werthe bon . 

Wir werden fpäter fehen, daß bie mten Potenzer@ber Reihe 1m, 2m, 
3m, 4u,... eine arithmetifche Progreffion der mten Ordnung bilden, 
deren mte Tifferen = I x 2x I3X....m, wo m eine ganze Zahl 
darftellt. | 


Note 10. 


Die Summe der Quadrate und Cuben der in einer arithmetifchen 
Reihe ftehenden Zahlen zu finden: 


Es fei die arithmetiihe Neibe a, d, c.... i, k, 4; die conftante 
Differenz werde wie gewöhnlich durch d dargeftellt. Der Natur der Pro» 
greffion zufolge haben wir 6 = a +d, c=d+d....I=k+d. 

Erheben wir dieſe Gleichungen beiderfeitd aufd Quadrat, auf ben 
Cubus und auf Die vierte Potenz, fo erhalten wir folgende Syiteme von 
Gleichungen: | 

I U 


B—atUdt+d | B—adr Zad! + d3 

2 tr | 3b + Wid+ 3b + di. 

" PL —R+Ud-+d.. P— k3 + 3Kid + 3kd? + a’. 
mi. 


34— as + dad + 6a?d? + Add + d*. 
ot — 53 + Ab’d + 65’d? + Add + dd. 


a4 ki+ Akdd + 6K?d?+ Akd? + d. 

1) Addiren wir die Gleichungen des erften Syſtems Glied für Glied, 
fo haben wir nach Hinweglaffung ber gemeinfchaftlichen Glieder und Ver- 
jegung von a? in den eriten Theil : 

R—-a . ... 2à ) +ln—Nd, ober 
Ba — ls —D+n— Da, 
wenn S, die Summe ber n ©lieber der arithmetifchen Reihe bedeutet. 
Hieraus folgt 


(—aH) — (nV +2Ud, 
Sy MT TI 


2d 
feßt man für Z feinen Werth, fo fommt _ 
__ nQa+le—I)d]| __ d ,, 2a—d 
Sı —= 7 n? + — n. 


2) Abdiren wir ebenfo die Gleichungen des zweiten Syſtems zu ein- 
ander, fo erhalten wir 
V—a3=3dla?+5?+,..+h)+3dt!latb+... Hk) — Na, oder 
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Erstes Rapitel. 


Von den Combinationen und Potenzen. 


Permutationen und Combinationen. 


F. 1. Wenn Glieder aus mehreren gleichartigen oder ungleich- 
artigen in verfchiedener Ordnung an einander gereibten Buchſta⸗ 
bes (Elementen) befteben, fo nennt man folche Zuſammenſtellungen Ber. 
mutationen (Verfehungen), dagegen aber Combinationen, 
wenn meniaftens in jedem Gliede einer jener Buchſtaben verfchie- 
den if, und dabei auf die Drdnang der Buchflaben Feine Rück⸗ 
fiht genommen wird. So 3. 2. find abe, bac, cha, bca, 4 Ber 
muttationen, und abc, abd, bed, acd, 4 Kombinationen zu 3 und I. — 
Die Anzahl aller mögfichen Bermutationen von m Buchflaben, p zu p 
genommen, wollen wie im Allgemeinen durch das Symbol [m Pp], 
die Anzahl fämmtlicher Eombinationen hingegen durch [m Cp] dar- 
fellen. — 

Anmerfung. Gegebene Größen permutiren beißt gemöhn- 
ich, fie alle zufammen, fo oft ed möglich iſt, in einer andern 
Ordnung an einander reiben. Gegebene Größen combini— 
ren beißt, fie in Klaffen von 2, 3, 4... ., fo oft es mög. 
lich ift, an einander reiben, wobei nicht mehr auf die Ord⸗ 
nung der Größen gefeben wird. Nimmt man aber sugleich jede 
Sombination mit allen ihren Permutationen, fo nennt man diefe 
Operatlon auch das Bariiren. 

Es fei jetzt unfere Aufgabe, die Anzahl fämmtlicher Ber 

mutationen vou m Buchſtaben, p su p genommen, oder 
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y= [m Pp] zu finden. Wir betrachten zu dieſem Behufe zuvör⸗ 
derft jene Anordnungen, welche mit einem Buchftaben wie z. B. a 
anfangen, jedoch von einander verfchieden find, fei es binfichtiich 
irgend eines andern Buchflabens zur Nechten von a, ſei es auch nur 
in Rückſicht der Stellung, in der ſich gedachte Buchftaben neben ein- 
ander befinden. Läßt man nun überall diefen Anfangsbuchſtaben a 
weg ‚, fo bat man eine gleiche Anzabl von Verbindungen aus (p—1) 
Buchſtaben: es find die offenbar alle mögliche Verſetzungen der (m—1) 
übrigen Buchftaben b, c, d..., zu (p—1) und (p—1) genommen, 
Drüden wir die Anzahl diefer Verfegungen durch 2 aus, fo haben 
wir, der gewählten Zeichenfprache zufolge, » = [(m—1) P (p—1)]. 
Nimmt man demnach diefe (m—1) Buchflaben b, c, d...., bilder 
dann mit ihnen alle mögliche Bermutationen zu je p—1, ſetzt endlich 
jeder einzelnen anf folche Weile gefundenen Permutationsform a vor; 
fo bat man alle Bermutationen zu je p mit dem Anfangöbuchfiaben a. 
In der That follte eine von diefen Permutationen weggelaſſen fein oder 
mebreremal wiederholt vorfommen, fo müßten, nach Wegftreichen des 
an der Spite ftebenden Buchftabens a, die übrigbleibenden Anord- 
nungen den nämlichen Fehler darbieten, d. h. es müßte irgend eine 
VBermutation aus den Buchilaben b, c, d.... zu je (p—1) eben⸗ 
falls weggelaſſen oder wiederholt worden fein, was gegen die Bor- 
ausfegung flreiter, da diefe Permutationen als richtig entwidelt an- 
genommen find. — 6 gibt folglich eben fo viele Verfeßungen aus 
m—1i Buchflaben zu je p— 1, ald Berfegungen aus m Buchſtaben zu 
je p mit dem Anfangsbuchſtaben a vorkommen; ihre Anzahl iſt da- 
ber = 9, Verfährt man auf ähnliche Weife mit b, wie mit a ge- 
ſchehen, fo finder man ꝙ Bermutationen, die mit b anfangen; des⸗ 
gleichen ꝙ Bermutationen, in denen c der erſte Buchftabe ift, n.f.w.f. 
Da nun jeder unferer Buchflaben die erſte Stelle einnehmen kann, 
fo wird die gefuchte Zahl y die Zahl » fo oftmal enthalten, als 
Buchſtaben vorhanden find; d. h. es ift 
y= mo, oder [m Pp] = m [(m—1) P (p—1)]. 

Hieraus ergeben fich nachitebende Reſultate: 

1. Für die Anzahl y’’ der VBerfeßungen von m Buchſtaben zu 
sweien hat man y’’— m (m—1). weil die Anzahl ꝙ der Verſetzungen 
von m— 1 Buchflaben, zu 1 und 1 genommen, offenbar gleich m—1 iſt. 

11. Um die Anzahl der Verfeßungen von m Buchftaben zu dreien 
zu finden, wird man p = 3 ſetzen; ꝙ drüdt dann die Anzahl der 
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Verſetzungen, deren m—1 Buchflaben zu 2 und 2 fähig find, aus, 
eine Zahl, die aus y’’/ dadurch abgeleitet wird, daß man m in m—1 
umändert. Hiernach it 2 — (m—1) (m—2), und y’’’= m (m—1) 
(m—2), 

111. Dan finder ebenfo für die Anzahl der Permutationen von 
m Buchftaben gu A und 4, yw — m (m—1) (m—2) (m—3); u. f.f.— 
Es iR Leicht einzufchen, daß, um von einer diefer Gleichungen zu 
der darauf nächſt fommenden zu gelangen, man m in m—i1 verwan⸗ 
dein und alddann mit m multiplieiren, oder, was auf daffelbe bin- 
ausläuft, den Factoren m, m—1, .... das der letztern diefer Zah⸗ 
len unmittelbar folgende Ganze beifügen muß. Für p Buchſtaben 
wird diefer leute Multiplicator m — (p—1) fein, wonach 

y=[m Pp] = m (m—1) (m—2)...x (m—p+1)...(1); 
die Zahl der Factoren it p. Die Anzahl aller möglichen Verſetzungen 
aud 9 Dingen zu je 4 wird alfo durch das Broduft der 4 Factoren 
9.8. 7.6 = [9 PA] = 30 24 angegeben: auf fo vielerlei Arten kön⸗ 
nen biernach 9 Berfonen 4 Bläbe fo einnehmen, daß fie jedesmal eine 
andere Ordnung beobachten. — Die Verſetzungen von m Dingen zu 
je 1 machen mit denen zu je 2 sufammen m + m (m—1) =m2, 

IV. Gebt man m = p, fo erhält man die Anzahl z aller mög. 
lichen Verſetzungen von p Buchftaben, wo diefelben in jeder Anord- 
nung zuſammen vorfommen, nämlich 
z=|pPpl=p(p—1)...3.21.=123......P:..() 
Die Zahl der Permatationen der 7 Noten der gewöhnlichen Tonlei- 
ter beträgt 1. 2. 3,... 7 = 50 40; man erbält 479001600, wenn 
die halben Töne mitgerechnet werden. | 

§. 2. Wir wollen jept die Zahl x der verfchiedenen Com- 
binationen von m Buchftaben, zu p und p genommen, 
oder x — [m Cp] finden. Wir nehmen an, daß diefe x Combina⸗ 
tionen gefunden und fucceffive neben einander in derfelben Horizon- 
tallinie gefchrieben feien. Wir feben darauf unter die erfte jener 
Eombinationen nach einander alle Permutationen der darin vorfom- 
menden p Buchſtaben; es entficht dadurch eine aus z Gliedern zuſam⸗ 
mengefeute Verticaleolonne (SI. 2). Die zweite Eombination in ge- 
dachter Horizontallinie wird ebenfo eine aus z Gliedern gebildete Ber- 
tiealeolonne liefern, welche fämmtliche Permutationen der in jener 
zweiten Sombination enthaltenen p Buchſtaben in fich begreift, von 
denen einer wenigſtens von denjenigen Buchſtaben verfchieden if, 

4 % 
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die in der ſchon betrachteten Combination vorkommen. Die dritte 
Sombination gibt gleichfalls z Glieder, die von denen der andern 
Parthieen verfchieden find, m. f. w. fe Man bilder alfo auf diefe 
Weife eine Tabelle, welche x Eolonnen jede mit z Gliedern enthält, 
im Ganzen demnach xz Reſultate, welche offenbar alle möglichen Ver⸗ 
feßungen unferer m Buchſtaben, p gu p genommen, ausmachen, obne 
daß irgend eine weggelaffen oder wiederholt vorkäme. Da diefe lebte 
Zahl y ik (Gl. 1), fo hat man „ex, woraus —2— im Ppl ] 
z ([p Ppl 
nämlich 
x—[mCp] — m. —. ... zer. (63), 
Die Formeln (1) und (2) enthalten jede p Factoren; die Gleichung 
(3) bat daher derem ebenfalls p, welche als Brüche erfcheinen, de⸗ 
ren Glieder ganzzahlig find, und die natürliche Zahlrenreihe befol- 
gen, in der Art, daß diefelben von m anfangend für den Zähler 
abnehmen und für den Nenner bis p wachſen. Da x feiner Natur 
nach eine ganze Zahl ift, fo muß die Formel (1) durch (2) theilbar 
fein; was fich übrigens auch direct beweifen Tieße. 


$, 3, Man bat 
[(mCql=r = a ....OTZIT/ IE. 

Es fei p > g; alle Factoren der letztern Gleichung kommen in der 
Gleichung (3) vor, die demnach wie folgt geichricben werden fann: 
tg, m—g-i  Mopmi 

qti q+r2 p 
1. Wir wollen vorerfi unterfuchen, ob x—x‘ fein kann. Es if 
Har, daB in folchem Falle das Produkt aller diefer Brüche fih auf 
1 redneiren muß, oder die Zähler dasfelbe Produkt wie die Nenner 
liefern. Nimmt man die letztern in umgefebrter Ordnung, fo bat 
man 





(m—q) (m-q—1) ... =p (p—1) ... (q+1). 
Da nun diefe beiden Glieder eine gleiche Anzahl ſtetigfortlaufender 
und abnehmender Faetoren befiten, fo fünnte die in Frage ſtehende 
Gleichheit nicht Beftand haben, wenn nicht jeder Factor auf der ei⸗ 
nen Seite demjenigen gleich wäre, der auf der andern Seite die 
nämliche Stelle einnimmt, weil font, nach Hinmweglaffung der ge⸗ 
meinfchaftlichen Faetoren die noch übrigbleibenden auf der einen Seite 
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fümmtlich größer ald die auf der andern Seite in gleicher Anzahl 
vorhandenen fein würden. Damit xx’ werde, muß alfo durchaus 
m—q=p fein. Es erzeugt dieß folgende Formel: 
[m Cp] = [m Cgq], wobei m =p+-q: 

Die Anzahl der Combinationen von 100 Dingen zu je 88 tft alfo eben 
fo groß, als die zu je 12. In der That hat der Ausdrud [100C 88] 
zum Zähler 100.99......13, und zum Nenner 1. 2. 3..... 88; wer⸗ 
den die gemeinfchaftlichen Factoren 13. 14... .... 88 oben und unten 
mweggeftrichen, fo bleibt nn we = [100 C 12]. Diefe Bemer- 
fung Tann dazu dienen, die in der Formel (3) angegebenen Rechnun⸗ 
gen zu erleichtern, wenn p > z m, weil man wirklich eber [100C4] 
als [100 C 96] = 3 921 225 gefunden hat. 

Hieraus fchliehen wir, daß, wenn man die Combinationszahlen 
der m Buchflaben, zu je 1, zu je 2, zu je 3.... ſucceſſive an ein- 
ander reibt, die nämlichen Wertbe in umgekehrter Ordnung jenſeits 
des mittlern Gliedes wieder zum Vorfchein kommen. Für 8 Buch⸗ 
ftaben find diefe Zahlen 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8. (Siche die nach- 
ftebende Tabelle.) 

I. Machen wir q=p—1, fo beſitzt x nur einen Factor mehr 
als x’ und man bat 


m—p—+1 


sr, , oder 


[m Cp] = [mc (pH1. FRE... @. 
Hieraus ergibt fich nachftebende Negel, mit Hülfe welcher man Die 
Anzahl der verfchiedenen Kombinationen von m Buchſtaben, au je 1, 
zu je 2,... . nacheinander ableiten kann. Dan fchreibt nämlich die 
Brüche -" m m, mt I. 
dufte ale vorhergehenden. Um ;. B 8 Buchſtaben zu combiniren, 
fchreibt man ®, 2, 5, wonach man bat 85 8x1 285 28 X756... 
In 8 Nummern der Lotterie find alſo 8 Auszüge, 28 Amben, 56 Ter⸗ 
nen, 70 Quaternen und 56 Quinternen enthalten. Die 90 Nummern 
geben 90 Auszüge, 4006 Amben, 117480 Ternen, 2555190 Quater⸗ 
nen, 43949268 Quinternen. — 
{m—2 


‚Die Zähler unferer fueceffiven Factoren rer nd, "Tre: 








‚an und multiplieirt jeden mit den Pro⸗ 


6 Bermutationen und Eombinationen. 





nehmen ab, während ihre Nenner wachſen. So Tange mithin Diele 
Brüche > 1 find, iſt das Produkt im Steigen begriffen; es fällt da- 
gegen, fobald die Stelle i des Gliedes von der Art ik, daß man 


re, oder in „u 


bat. Ueberdieß wiffen wir, daß man die näimfichen Produkte in um- 
gelchrter Ordnung wicherfinder. 

Für den erfien Fall, in welchem m = einer geraden Zahl 2« ifl, 
bat man i > a + 3: die Glieder wachen alfo bis zur Stelle ia, mo 


der letzte Factor ni wird, Das entfprechende Glied ift [Im Ci m], 
oder 


Hiernach ſchreibt man in den Nenner die natürliche Reihenfolge 1. 2. 3.. 
a, und ſetzt dieſelbe im Zähler bis 20 weiter fort. Indem wir den 
Zähler durch die Factoren 1. 2.3... @ vervollſtändigen, haben wir 
u—23.. 2a 
(1.2,3....0)! 
Die geradzsabligen Factoren, welche abwechielnd In einer um der an- 


dern Stelle fich befinden, geben aber 2.4.6... 2u=2"&x1.2.3.4..0; 
dag größte Glied, oder das in der Mitte ift folglich 
M=[m 4a] = te Bo te), 

Für den zweiten Fall, in weichem m eine ungerade Zahl = 2441 
it, verwandelt fich die oben angeführte Bedingung in i>c+41: die 
Glieder nehmen alfo erft dann ab, wenn die Stelle i die ae a1 über- 
trifft. Da für dieſe Stelle der letzte Factor fich auf = = 41 red. 
eirt, fo ift dies Glied dem vorhergehenden gleich; es wird fich dasſelbe 
Demnach in den Stellen « + 1 und a oder 3 (m+ 1) wiederhoien. 
Seen wir daher i=a, fo haben wir für die beiden mittlern Glieder, 
welche die größten find I C!i(m+1)]= 

m— (2% +1) 20. at _(e+2) (a+3)..... Get!) 

1,2. 3... 1.2.3... 

Indem wie oben erfahren wird, findet man 


—gm-1) 13.67. m 
M=[mCi(m+1)]= 2 1.2,.3.4...!1(mFi)' 
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Für die größte Anzahl der Sombinationen, deren 18 und 19 Buchita- 
ben fähig erbält man alfo 


— [18 C 9] = 2x — 48620; 


1.3.5. 
1.2, 3. 
M=[19C 9] = 2 RE — 92378, 
Uebrigens if jede Anzahl folcher Combinationen ſtets eine ganze Zahl. 
III. Die Gleichung (A) gibt auch 
st, 21 mtri,m,, mopt2 
p 


1 2 p 
weil ‘= =T - “ro. IE undq=p—1i. 


Die Iufammenftellung des zweiten Gliedes der vorbergebenden Glei- 
chung mit der Gleichung (3) Tiefert 
[(m+1)Cp] = [mCp] + [mC(p—1)]. 

Diefe Relation ſetzt und in den Stand, mittelft einer einfachen 
Addition die Eombinationen von m-+ 1 Buchftaben aus denen von m 
Buchflaben berzuleiten. Auf folche Weife beträgt in der nachfteben- 
den Tabelle, welche man das arithmetifche Dreieck von Pascal nennt, 
jede Zahl die Summe der beiden entfprechenden Glieder der vorher⸗ 
gehenden Linie. Go z. B. finden fich in der Tten Linie die Zahlen: 

1,7, 21, 35, 35, 21, 7,1 
Um die ste Linie zu erbalten, macht man 1 +7 =85 721 28; 
21 +35 = 56; 35 + 35—= 70; 0.5, f. 

Es erklärt dich Geſetz zugleich das Wiederkehren der nämlichen 
Glieder in umgekehrter Ordnung, weil es hinreicht, daß dasſelbe in 
einer Linie ſtatt hat, um auch in der nächſtfolgenden wieder zum Vor⸗ 
ſchein zu kommen. Uebrigens können wir die Glieder einer und der⸗ 
ſelben Linie nach und nach von einander ableiten, indem man dabei 
das Verfahren in II auwendet, oder die Glieder der voranſtehenden 
Linie benust, oder endlich auf direete Art, wenn man die Sleichung 
(3) zu Hülfe nimmt, welche Gleichung der Ausdrud ihres allgemei- 
nen Gliedes iſt. 
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Eoefficienten bes Binoms, ober Anzahl der Combinationen. 




















1| 1 

ı| 2 

1| 3 

1| 4 1 

11 5 so i 

1| 6 15) 6 | 

| 7 ss 1 7 d___ 

1| 8 66 70) 56| 28 | ı1___ 

1 9 84| 126) 1265 84 36 9 1 

1 120] 210) 252) 210 1201| As] 10 1 
1 165) 3301 462] 462] 330) 1656| 56| 41 
1 220 495| 792] 924 792| Ars] 2201| 66 
1 286] 716| 1287| 1716) 1716| 1287| 7165| 286 
1 36411001) 2002) 3003| 3432| 3003] 2002] 1001 
1 455|1365| 3003| 5005| 6435| 6435| 5005| 3003 
1 56011820! 4368| 8008111440| 12870| 11440| 8008 
N 680/2380| 6188 12376119448 | 24310| 24310) 19448 
1 816|3060| 8568118564131824| 43758 | 48620| 43758 
1 96913876111628127132|50388 | 75582| 92378 | 92378 
1 190 |1140|4845|15504|38760]77520|125970 |167960 | 184756 





5 zu 516 30 6| 7407| 83u 8 | 940 9 10 zu 10 





0 |1 3u1l23u213 zus 4 zu4 








IV. Es feieni,m, a,b,c....b,a,m, 1, die Zahlen irgend 
einer Linie; die der nächſt folgenden find nach III: 4, A-+m, m+a, 
a--b, ... am, m+1, 1. Die Summe der geradfteligen Slieder, 
nämlich IHm+a+b+...+ m + 1 if einerlei ſowohl mit der der 
ungeradfielligen, als auch mit der Summe der Glieder in der vorber- 
gehenden Linie. Indem man fämmtliche Glieder der m-+- 1!" Linie 
addirt, erhält man folglich das Doppelte der Summe der m!" Linie. 
Die Glieder der zweiten Linie addiert, geben aber 1+2+1=4=2?; 
die folgenden Linien haben daher. zur Summe 2°, 2%,...2”, Die 
Summe der Combinationen von m Buchftaben macht alfo 2=, die der 
geradftelligen oder ungeradftelligen Glieder beträgt 227, welche Summe 
man auch für die Combinationen von m—1 Buchflaben finder, 


9. 4 Wir theilen jest die m Buchſtaben a, b.c,d... in zwei 
Klafien ab, wovon die eine m’, die andere m’/ jener Buchflaben ent- 
bält (dabei it m==m‘ -——- m’’); hierauf fuchen wir alle Sombinatio- 
nen zu je p, die aus einer Anzahl p/ der erftern Buchflaben, verbun- 
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den mit einer Anzahl p der zweiten hervorgehen (dabei iſt p—=p’+p’'‘). 
Wir bilden zu diefem Behuf alle Eombinationen der erfiern Buchftaben 
zu ie p’, und die der andern zu je p‘‘s die Anzahl derfelben wird be- 
ziehungsweiſe fein Im’ Cp‘/] und [m Cp’’). Verbinden wir jekt je⸗ 
des einzelne erftere Nefultat mit jedem zweiten, wobei p’ Factoren 
einerfeits zu p Factoren andererfcits binzugefügt cine Anzahl p 
derfelben bervorbringen; fo ift einleuchtend, daß diefe Syſteme die 
gefuchten ausmachen werden. Ihre Zahl ift folglich 

X=[m/Cp‘/] x [m”Cp‘)... (5). 
Hiernach laſſen fich leicht folgende Aufgaben löſen: 

I. Wie viele unter den fämmtlichen Combinationen von m Buch- 
flaben a, b, c... gibt es, worin der Buchftabe a vorfomm? Man 
bat m’=p 1 und X=|(m—1) C (p—1)). 

I. Wie viele gibt es darunter, welche a ohne b und b ohne a ent- 
balten? Hier it m/=2, p/=1; woraus X = 2x [(m—2) C (p—1))]. 

111. Wie viele find darunter, worin a und b zuſammenbleiben? 
m’=p/=2; X = [(m—2) C(p—2)). 

IV. Wie viele gibt ed, welche weder a noch b enthalten? m/’—2 
und ps; X = [(m—2) Cp]. 

V. Wie viel gibt es unter den Sombinationen von m Buchila- 
ben zu je p, die zwei der drei Buchflaben a, b, c enthalten? m’=3, 
p=2; X = 3x [(m—3) C(p—2)). 

VI. Die Zahı der Combinationen non 10 Buchflaben, zu 4 und 4 ge- 
nommen, beträgt 210. Wenn man drei Buchſtaben a, b, c heraus⸗ 
bebt, fo fragt es ſich, wie viele gibt es unter jenen Combinationen, 
welche feinen diefer drei Buchſtaben enthalten; wie viele darunter, 
die nur einen davon haben; mie viele, worin zwei vorfommen; wie 
viele, worin fie alle drei beifammen bleiben? 


1) Für die Anzabl der Combinationen , wo feiner der drei Buchſtaben 

vorfommt: » «2 2 0 200 ..8C00,7C4=1xX357 355 
2)nnn nn wonureinervorfommt: . 3C1.763=3x35— 1055 
3) yon nn» Mozmweieinreen:.. . . 302.702=3x21= 63; 
4) nn nn» woalledreierfcheinen: . 3C3.7C1=1x 7= 73 


Geſammtzahl der Sombinationen 210. 


Was die Anzahl der Permutationen von m Buchſtaben zu je p 
betrifft, welche pe Buchſtaben, unter den m’ gewählten genommen, 
enthalten; fo ift die Anzahl derfelben Y= X x 1.2.3...p. Es reicht 


10 Bermutationen und Sombinationen, 


in der That bin, jede der X Combinationen einzeln zu nehmen und die 
daferdft vorfommenden p Buchſtaben zu permutiren. 


$.5. Um alle mögliche Bermutationen su je p der 
m Buchflaben a, b, c... v zu finden, verfabre man wie 
folgt: Man nehme eine Anzahl p—1 derfelben, wie i, k, .... v da⸗ 
von weg, fchreibe dann einen, wie i, neben jeden der m—p-+ 1 übri- 
sen Buchflaben a, b,c.... bh; woraus ia, ib, ic.... ih. Dan 
ändere hierauf nach und nach i in a,b, c, ... h um; dadurch fom- 
men fämmtliche Verfegungen zu zweien von den m—p-+2 Buchftaben 
i, a,b... h zum Borfchein. Dan fese alsdann diefen Reſultaten 
den smeitweggelaffenen Buchſtaben k vor, wodurch kia, kib, ... kih. 
Aendert man jebt fucceffive kin i,a, b.... hum, fo befommt man 
alle Bermutationen zu dreien der m—p+3 Buchſtaben k,i,a,b...b; 
u. ſ. wef. — Um z. B. die Permutationen zu dreien von den fünf Buch- 
ftaben a, b, c, d, e zu erhalten, nimmt man d und e weg und fest d 
neben a, b, c, was und da, db, de gibt. Indem nun d mit a, b, c 
vertaufcht wird, finder man fämmtliche Permutationen zu zweien der 
vier Buchflaben a, b, c, d, nämlich: 

da, db, de, ad, ab, ac, ba, bd, bc, ca, cb, cd. 

Es erübrigt nur noch jedem diefer Glieder den Buchſtaben e voranzu⸗ 
feen, woraus eda, edb, ede, ..., und endlih e mit a, b, c und 
d zu vertaufchen, um die verlangten Verſetzungen zu gewinnen, de- 
ren Anzahl ſich auf 60 beläuft. 


Anmerkung Dan kann das Vorhergehende zur Bildung von 
Anagrammen anwenden, d. h. der Verfegungen der Buchflaben 
eined Wortes, oder der Worte eines Satzes, fo daß die Ver- 
fegung wieder einen Sinn gibt. Dergleichen mühſame Spie- 
lereien Tiefern zumeilen glückliche Nefultate. In den Worten 
Frere Jacques Clement, dem Namen des Mörders Heinrichs 
des dritten, findet man Buchflaben für Buchflaben das Ana- 
gramm: C'est l'enfer qui ma cree. — Jablonski bildete Ana⸗ 
gramme mit den Buchflaben der Worte Domus Lescinia zu Ehren 
Stanislas, aus dem Haufe der Leszinski abflammend; er fand 
dabei die Wortes Ades incolumis, omnis es lucida, mane si- 
dus loci, sis columna Dei, J scande solium. Der Jette Aus- 
ſpruch mar infofern prophetiſch, als Stanisias König von 
Polen wurde, 
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$.6, Um die Sombinationen su je pam finden, ver- 
fährt man auf folgende Weile: Man fuche zuvörderſt die Combina⸗ 
tionen zu zweien; man nimmt deßhalb den Buchflaben a weg, um 
folchen jedem andern beizufeßen, was ab, ac, ad, ... gibt: es find 
Died die Sombinationen zu zweien, worin a vorfommt. Geben wir 
ferner ebenfo b neben c, d. .., dann c neben den Buchſtaben d, e..,, 
welche ihm zur Rechten fieben; fo erhalten wir fämmtliche Sombinatio- 
nen zu zweien, — Will man su 3 und 3 combiniren, fo nimmt man 
a weg und verbindet die übrigen Buchflaben b, c, d.... zit zweien, 
wie fo eben angegeben worden; bierauf febt man a neben icde Ver⸗ 
bindung, b neben jede derfelben, worin fein b vorhanden iſt, c zu 
jeder, worin fich weder b noch c vorfindet, m. f. w.: auf folche Weife 
werden wir die Combinationen zu dreien erhalten. — Im Allgemeinen 
um unfere Buchfiaben zu p und p zu combiniren, laffe man p—2 
Buchflaben i, h,... v weg, und combinire zu zweien die übrig biei- 
benden a, b, c... h; bierauf fee man neben jedes Reſultat einen 
von den mweggelaffenen Buchflaben i; dann a neben die Verbindungen 
in welchen Fein a vorfommt, b neben dieienigen, welche weder a noch 
b enthalten, u. f. w.: auf diefe Art gelangt man zu den Combinatio- 
nen zu dreien der Buchflaben a,b, c... h,i. Man bringe nun von 
nenem k neben jede Verbindung, a neben diejenigen; in denen fein a 
fich befindet, m. f. f.; es entfieben hieraus die verfchiedenen Combi- 
nationen zu vieren der Buchſtaben a, b... i, k. Dan feße diefes 
Verfahren fo weiter fort, bis die fämmtlichen (p—2) weggelaffenen 
Buchftaben eingeführt find. — 


Bildung der Botenzen eines Bolynoms. 


5.7. Nimmt mona=b=c..,., fo verwandelt fich das Pro- 
dukt der m Binomialfactoren (x+a) (x+b) (x +c).... in (xta)”: 
die Bildung der mien Potenz eines Binoms Läuft alfo dahin aus, je⸗ 
ned Produkt zu entwideln, und bierauf die zweiten Theile a, b,c... 
der Binomialfactoren einander gleich zu ſetzen. Durch ein folches 
Verfahren find wir im Stand, das Geſetz, welches die verfchiedenen 
lieder eines folchen Reſultats befolgen, zu erkennen, ebe in ihnen 
eine Reduction ftattgefunden bat. Aus $. 6 der niedern Algebra wif- 
fen wir, daß dieſes Produkt von der Form iſt: 


zm 4 Axnt 4 Bea ,,,,,.4+ Nm=,,+abed..., 
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wo A die Summe a+b + c.. . der zweiten Glieder der Binomial- 
faetoren, B die Summe ab+ac+be... . der Brodufte diefer Glieder 
zu zweien, C die Summe abc+abd.... der Produkte derſelben zu 
dreien bedenter u. f. fe Macht man jetzt a=b=c...., fo verwan- 
dein fich alle Glieder von A in a, die von B in a9, die von C in a, 
die von N in aa, u. ſ. w. 

Aus A wird dann a, ſolches m mal genommen, oder ma. 

Aus B entſteht as, fo vielmal wiederholt, als es verſchiedene 
Vroduts· zu zweien gibt, oder B=a? [mC2] ==; m (m—1) as. 

C gibt a3, fo vielmal genommen, als fi) m Buchflaben zu dreien 
combiniren laſſen, oder C= Em (m—1) (m—2) ad; u. f. f. 

Für das Glied Nam in einer befichigen Stelle n hat man N= 
[mCn] ar. Das letzte Glied endlich iſt am. Hieraus ergibt fih fol- 
gende, von Newton entdeckte Formel: 

(x+a)"—,ım + max®-!_Lm, 


m—1 a Zgm—2 





4m. NZ 3 m—2 3,04, ‚„-au(6), 
Das allgemeine Glied ift 
T = [mCn]. axm,,,(7). 
Dasfelbe hat n Glieder vor fich und erzeugt, wenn darin nach einan- 
der n=1,2,3....gefeßt wird, ale Glieder der Entwidiung von 
(x+a).” — | 

Um (x—a)” zu entwideln, bat man nur nöthig, bier — a für a 
zu ſubſtituiren, d. h. die Glieder, in denen a einen ungeraden Expo⸗ 
nenten bat, mit entgegengefegtem Zeichen zu nehmen. 

F. 8. Die Formel (6) beſteht aus (m+1) Gliedern, deren Coef⸗ 
fieienten ſämmtlich ganze Zahlen find; es find diefelben bis zur 20ften 
Potenz im $. 3 aufgeführt worden. Die Erponenten von a nehmen 
von Glied zu Glied um eine Einheit zu, und die von x um eben fo 
viel ab, fo daß die Summe der beiden Erponenten von a und x für 
jedes Glied m beträgt. Hieraus entſteht folgende Negel: um auß ei- 
nem Gliede das nächſt folgende zu erhalten, multiplieire man das er» 


ſtere mit — und dem dafelbft vorkommenden Exponenten von x, divi⸗ 


dire darauf das Nefultat durch die Zahl, welche die Stelle dieſes 
Gliedes in der Reihe angibt. Diefe Regel auf (x-+a)? angewendet, 
liefert: 
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(x+a)?=x? + 9ax® + 36227 + 84u3x0 + 126a/xd + 1262. 
Um (2b?—5c9)9 zu entwickeln, braucht man nur in der vorftebenden 
Öleihung —=2b? und a=—5c? zu ſetzen; man wird alddann erhalten: 
(2b3?.—5c3)9—=512b27—45,256c?b24 + 36 25,12800b?!—84,125.64c9b18, ,, 


Die Formel (6) Liefert überdieß folgende Reſultate: 


L Nach dem mittlern Gliede kommen die Coefſieienten in umge- 
kehrter Ordnung wieder vor. Die vom erfien und letzten gleich weit 
abſtehende Glieder haben eineriet Eoefficienten. Es wachſen diefe 
Eoefficienten bis zur Mitte der Formel, wo der entfprechende Werth 
in $. 3 aufgefunden wurde, 

I. Jeder Eoefficient der min Potenz zu dem nächft folgenden 
addirt, liefert den Eoeffieienten der (mi)! Borenz, welcher die näm⸗ 
liche Stelle bier, als jener zweite dort einnimmt ($. 3). 

II. Die Summe aller Eoefficienten der mtr Potenz if = m = 
der Summe der geradfiellinen oder ungeradftelligen Toeffleienten der 
(m-H1)! Potenz, was mit dem früher Gefagten übereinftiinunt. Denn 
fest man in unferer Formel a1, fo findet man 2= = der Summe 
aller Eoefficienten. 


IV. Sir x=1 und az verwandelt fich die Formel (6) in 
(i4+z)”" = — 1-H-mz „eV 22 4... ‚(8 ) 
Da diefer Ausdruck viel einfacher if, fo fucht man die Entwidlung 
jeder vorgelegten Potenz darauf surüczuführen. Für (A+B)” divi. 


dirt man das Binom durch A, nm das erftle Glied auf 1 zu reduci⸗ 
ren, und multipfieirt bieranf mit Am, um unferer Größe ihren pri. 


mitiven Werth — an(1+,)" wiederzuverfchafften. Indem man 





den Bruch —z fest, findet man die Formel (8) wieder. Man er- 


bält alfo, wenn die fueceffiven Produfte der Factoren m, 3 (m—1), 
2(m—2), 3 (m—3)...., nach dem im $. 3 angegebenen Verfahren 
gebilder werden, die Eoefficienten unferer Entwicklung, welche Coef- 
fieienten man hierauf mit den fleigenden Potenzen von z multipliciren 


u 3bN\ 8 
muß. Für (2a-+3b)8 4.3, fehreibe man (2a)® (i +2) und mache 


=. Dann fee man die Brüche ?, 7, 5, $ an, aus denen durch 
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fueeeffive Multiplicationen die Soeffieienten 8, 28, 56, 70 bergeleitet 
werden; geht man über dies mittlere Glied hinaus, fo find die fol⸗ 
genden 56, 28, 8. Bringt man die fleigenden Potenzen z, 2°, z?,... 
an die geeigneten Stellen, multiplicirt dann das Ganze mit 25643 
und ſubſtituirt endlich für z den dadurch ansgedrückten Bruch; fo 
wird man haben : 
(2a+3b)8=25628+3072 a7b-+16128 ab? + 48384 a5b? + 90720 atb* 
4108864 adb’+ ... 


$. 9. Man führt die Entwicklung der Potenz eines Polynoms, 
wie (a+rb+c+... i)m, auf die Bildung der Potenz eines Binoms zu⸗ 
rück, indem man b+c+ ...i—z febt; 
das allgemeine Glied von (atzIm il . . . + [mCoJafzr, 
wo « und p beliebige Werthe haben, jedoch fo, daß . co +p=m. 
Sept man nunc+d+..+i=y, fobat manz =b+y und daß 


alfgemeine Glied von zei . . -» 22. [pCBIbßya, 
mit der Bedingung, daß A + q — p, nämlich ae+ß+g—=m, 
Setzt man ebenſo Are +.. .i=x, fo bat man y=c + x, und das 


allgemeine Glied vn hl > 2 2 2 ren. [golex, 
wobeiy+r=g, der. . . .  a+-ß+y-+-r=m, 

Durch finfenweife vorgenommene Subfitution diefer Werthe fin- 
der man für das allgemeine Glied der gefuchten Entwidiung 

N=[mCe],. [pC£]. [gC>]... ale), ie, 
wobei a+ß+7+... + u=m fein muß. 

Uebrigens bezeichnen &, 8, y . . . beliebige ganze Zahlen, welche 
die Stellen eines jeden unferer allgemeinen Glieder in ihrem betref- 
fenden Reihen angeben. Der Nenner des Eoefficienten von N ift 
1.2,3,..0xX1.2,3,..BX.,., indem man eben fo viele Factoren⸗ 
reiben nimmt, ald es Exrponenten gibt, mit Ausnahme des letztern. 
Der Analogie halber führen wir das Produft 1.2.3... u im Nenner 
und Zähler ein, wodurch der Teutere die Form erbält: 
m(m—1)..(m—a+1)xp(p—1)..(p—B+1)g...(g—7+1)..u (u—1)..2.1. 
Nun if p=m—a; die Faetoren p, p—L,. . . ſetzen mithin die Reihe 
m(m—1).... bis (p—ß+1) fort, die ihrerfeitd durch q—=p—ß fort- 
gelegt wird u. f. w., bis u (u—1)... 2.1. Der Zähler bilder da- 
ber die fallende Factorenreibe m(m—1)...5i8 2.1, die man auch 
folgendermaßen: 1.2.3.... (m—1)m fchreiben kann. Das gefnchte 
allgemeine Glied ift alfo | 
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1.2.3...mxXa® bfe 7, , ie (0) 
41.2,3,..0x1.2.3,,,8BxX1.2.3...7..x1.2.,.u α«. 
Die Erponenten =, B, y... find finfenweife alle ganzen und pofitiven 
Zahlen von o bi m, jedoch fo, daß ihre Summe = m bleibt. Es 
gibt hiernach fo viele Glieder von diefer Form, ald man verfchiedene 
Werthe nehmen kann, welche derferben in allen möglichen Verbindun⸗ 
gen Senüge leiſten. Für (arb+c)! z. B. ift eins der Glieder 

1.2.3...10.a0bdı?  __ ; 
1.2.3.4.5% 1.2.9521.2 5202°bic}; 
mit dem nämlichen Coeffieienten find die Glieder adb2c5, a?bdcd,,. 
behaftet, 


Anmerfungen, I Nimmt man an, daß das Polynom (a+-b+c+..) 
fih auf das Binom (x-+a) redueire, fo wird das allgemeine 
Glied N im letztern Falle Le wobei «und 
ß veränderlich, aber an die Gleichung «-+-L=m gebunden find. 
Dieß allgemeine Glied Tann daber, wenn man n für £ febt, 
auch wie folgt gefchrieben werden: 
_m(m—1).., 3.21 
—4,2,3,,.0x1,2,.(m—n)" 
m (m—1)... (m—n +1) 
1,2.,.n 
was mit der Formel (7) übereinſtimmt. — 


11. Bezeichnet p die Anzahl der Glieder des Polynoms und drüdt 
m eine ganze pofitive Zahl aus, fo iſt die Summe aller Zahlen. 
eveffieienten der Glieder der Entwicklung von (a-+-b-+c-+..)m 
gleich pr, zu welchem Reſultate man fofort dadurch gelangt, 
dag man a=b=c... —=1 madt. 


N= 


N 


ya-ı un 


men 
an x 


F. 10. Das Vorhergehende ſetzt durchaus voraus, daß der Ex⸗ 
ponent m eine ganze und poſitive Zahl iſt. Hat dies nicht ſtatt, fo 
weiß man nicht, welches die Entwicklung von (1+z)= iſt; es han. 
delt fich darum zu zeigen, daß diefelbe in allen Fällen die nämliche 
Form (8) beibehält. Hierauf reducirt fih in der That der Sag für 
die Bildung einer jeden- Botenz eines Polynoms; denn indem man die 
Gleichung (8) mit x” multiplicirt, erbält man die Entwicklung von 
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’ 
(st+xz)® oder (xta)=, wenn sz—a geſetzt wird. Durch diefen Calcul 
ergibt fih dann die Gleichung (6), welche demnach für jeden beliebi⸗ 
gen Erponenten m ald ermiefen betrachtet werden kann; das im vor- 
bergebenden Paragraphen Geſagte findet hierauf obne weiteres feine 
Anwendung. 


Wir nehmen alfo an, daB m und n belichige Größen darftellen 

und fen x—=1+mz +3;m(m—i) 2? + 16, 
—1+ 0n2 +4n (n—1) 22 + ı. 

Hieraus folgtsy — 1+pz+:p (p-Vy +, 
wobei p=m+ n if. 
In der That, ohne uns dabei aufzuhalten, die Multiplication der 
Polynome x und 5 zu verrichten, was uns die erflen Glieder einer 
unbeftimmten Reihe Tiefern würde, aber nicht das darin berrfchende 
Geſetz erfennen Tieße, bemerfen wir, daß, im Falle m und n ganze 
und pofitive Zahlen find, die Gültigkeit der Gleichungen = (1-+z)n, 
y=(1-rz)" nachgewiefen wurde. Hieraus entſteht sy=(1+z)m+tn 
—=(1+z)P, wo in diefem Falle das Produkt xy gerade eine ſolche 
Schalt, wie oben voraudgefest worden, befommt. Da nun das Pro- 
duft xy in allen Fällen einerlet Form behalten muß, fo wird es, wenn 
m oder n nicht ganzzahlig und pofitiv wäre, nothwendigerweiſe mit der 
obigen Form übereinftimmen, weil die Regeln der Multiplication der 
beiden Bolynome keineswegs von den Größen abhängig find, welche 
man den Buchftaben der Factoren beilegen Fann. Das Glied in 2 
3. 3. unſers Produktes wird aus gewiſſen Gliedern von x und y zuſam⸗ 
mengefeßt fein, welche offenbar ungeändert bleiben, was auch die be 
fondern Werthe von m und n fein mögen; nun iſt dies Produkt für 
einen Fall zp (p—1) z?, es wird mithin auch für alle übrige das- 
felbe fein. Wir betrachten jet nach einander folgende Fälle: 


l. m fei eine ganze negative Zahl. Dan willführfich ift, fo 
ſetzen wir n=—m, mithin bedeutet n eine pofitive, ganze Zahl. Nun 
willen wir, daß alsdann „—1-+z)°. Die dritte der obigen Glei⸗ 
ungen gebt für p=o in xı=1 Über, woraus s=y"'"=(1+z)" = 
(1+2)®, Alſo 


Fa = tm tm EN rn Et 23... 
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= tmHmH2) ... mt) ze = z2 [(([m+n—-14)Cn] 


— ati, Ya). , (nt m— (n+m—1) za za ((n+m—1)C(m—1)] 


— 1 m—1 
(sta)-1 hat au Eveffieienten | ı | Fi i+1 I Fi | Hi .... 
(xt3)>-? . 2... .. 1172143 |F4lH+65.... 
(xta)-? 0. . [1173 |+46 | Fi0l +16... 
(t32)-? . 2... 0.0. 174 | +10 F20| +35,... 
Man fehe die in $. 3 aufgeſtellte Tabelle nach, tin welcher man 

dad Geſetz diefer Eoefficienten findet. 
IL m fei eine gebrochene, pofitive oder negative Zahl, Wir machen 
n=m, woraus p=2ın, xy=x?; 








alfo x32— 1+2mz-+2m Gm) 224 %c. 
Multipliciren wir diefe Sfeichung mit —=1+mz+ 

fo fommt x?®—1-+3mz+3m tz; ie. 
Edenfo x#—=1-+4mz-+4m (Am Am) 224 ı£, 
Endlich xi—1+kmz+ um * 2 22426e., 


weiche ganze Zahl auch A fein mag. 
Iſt nun k der Nenner des Bruches m=—- mithin km=1; fo 
I i 


bat man 

xx — 4124 (9 224 e.=(1+2z)!, 

weil 1 eine ganze, poſitive * negative Zahl darſtellt. Folglich 
xk —({+z) m und ;V., 

II. m fei irrational oder transcendent. n und h mögen zwei Zab- 
len darftellen, zwifchen denen m enthalten if. Da jedes Glied von 
xs=1+mz+ ...fich zwifchen feinen correfpondirenden in den Reihen 
(142)* und (i+z)% befindet, fo ift Har, daß x zwifchen dieſen bei- 
den Ausdrüden, deren Unterfchied auf jeden beliebigen Grad von 
Kleinheit gebracht werden kann, liegt. Die Größe (1 42)0 ift folg- 
lich von x um deko weniger verfchleden, je mehr ſich n dem m nähert. 
Es fei a der Anterfchied, oder (1-+z)" sta. Ehbenfo fei der Un⸗ 
terſchied zwifchen (1+z)" und (142)2, oder (1+2)" =(1i+Z)"+ß; 

11 Bd. 18. Buch. 2 
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hieraus sta —=(1+z)2+P. Die Größen « und 4 können Fleiner 
als jede gegebene Größe werden, man bat daher —=(1+z)"., 

IV. Der Exponent m fei imaginär. Nach Webereinfunft werden 
dergleichen Ausdrüce nach den für die reellen Größen geltenden Re⸗ 
gein des Calculs behandelt, Man kann fich in der That unmöglich 
einen Elaren Begriff von einer Rechnung machen, deren Elemente nur 
Symbole fein würden, die gar Feine Spur von einer Größe an fich 
tragen: es ift alfo bier nichts zu beweiſen. 


F. 11. Wir wollen die Formel (6) auf einige Beiſpiele an- 

wenden. 
1 

IL. Um —— + Br = =, x I Ihr wobei —R iſt, zu entwickeln, 
bilden wie die Reihe von (1 4kx)1. Die Soeffieienten baben be 
güglich zu Factoren — 1, 3 (—1— 1), 7 (—1—2) ...., welche fi 
fämmtrich auf — 1 redueiren. Die Glieder find wechfelfeitig pofitiv oder 
negativ, wonach die geomerrifche Brogreffion A—kx+k2x2—13 ı?,,,. 
ensitebt, deren De — ıx if, Folglich 

9 3.8 WR 

u =r(1-2 + HF.) 


ak a u. ar 
u. git (e*42%) (reiben wira / (14 5)=e7 49) 


indem x—ay gefegt wird. Um den Ausdruc 3 (1+y?) zu entwickeln, 
bifden wir die Factoren der Eoeffieienten, nämlich: !, 2 (i—1), 
ICI— 2m oder , — , — dr tr... Die Coefficienten find 
Brüche, deren Zähler die ungeraden Factoren 1.3.5.7.... und deren 
Nenner die geraden Factoren 2. 4, 7.8, ... ausmachen. Folglich 
_ 2 Bu 1.3.76 __ 2.3.5y8 
rusn=it 20T aa aa de 
F 1.x.“ 1.3316 1,3.5.x8 
Varta 1455 2 2 Da” rt) 


Auf dieferbe w ſudet man: 





























2 —— 1. > r — 1 IT 1.3.5.7y® 
-i — 3.626 1.3.6.7x8 _ 
2, T— — — din 
—J —F at 1a 2.4.08 + (amt) 
+2 23 ar 1 ar I 
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3 3 x x? 5x3 10:* 222° 
BARS r 3a 9u9 + Siad 24304 72925 °'* ) 


6 9 19 15 
⸗ (1-y?)=1 9 81 243 755 * 


(1-a) * =1+2a+32?2+42?,,.+ (a+H1)ar ... 


$. 12. Sämmtliche Eoefficienten von (x+a)= find, mit Ausnahme 
von xm und am, Vielfache von m, wenn m eine Primzahl if. Die 
Gleichung (3) gibt in der That, 


1.2.3... .. PX [mCp] =m (m—1) (m—2).., (m—-p+1). 


Da num das zweite Glied ein Vielfaches von m if, fo muß «6 
auch das erſte fein, mithin tft [mCp] nothwendigerweiſe durch m theil- 
bar, weil m eine Primzahl und >p if. Dian beweist auf die 
felbe Art, daß alle Glieder von (a+b+c... )=, mit Ausnahme der 
von am, bm,cm,... Bielfache von m find. Dan bat folglich 


(a+b+c,,.) ?=a@ +bmrcean,. , +nK, 


wobei K ein Ganzes darſtellt. Wird a=mb=c=,...=1 gefekt, und 
die Zahl der Glieder des Polynoms durch hausgedräcdt, fo finden wir 
hv=h-+-mK. Hieraus hv— h= einem Vielfachen von m, oder 


AN — einer ganzen Zahl. Dividirt daber die Primzahl m 


nicht h ohne Ref, fo muß fie ha- 1 — 1 genau theilen. Diefer 
von Fermat berrübrende Lehrſatz läßt fich auch folgendermaßen aus⸗ 
drüden: Iſt m eine Primzahl und heine befichige, aber durch m 
nicht theilbare Zahl, fo if der Neft der Divifion von hu -1 durch 
m der Einheit gleich. 


Man kann dieſen Lehrſatz auch auf folgende Art geben: Dam—ı 
eine gerade Zahl 24 darfielt, und he-1— 1 — (ha —1)(hı+1) 
it; fo muß m einen der beiden letztern Faktoren tbeilen, d. b. der 
Reſt der Divifion von ht durch m iſt +1, wenn m eine Primzahl 
>2md q=i(m— 1) if. 


2* 
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Bon der Wurzelausziehung des vierten, fünften. ... 
Grades. 


$. 13, Die in der Arithmetik gegebene Verfabrungsart, um die 
Quadrat⸗ und Cubikwurzeln aus Zahlen zu finden, kann jetzt auf 
die Wurzel irgend eined Grades angewendet werden. Um z. B. die 
vierte Wurzel aus 548464 au ziehen, fielen wir die größte, Inder vorgeleg- 
ten Zahl enthaltene Ate Botenz durch A, dagegen durch a die Zehner und 
durch b die Einer der gefuchten Wurzel dar. Da A=(a+b)! 
—a444 9—... fo fieht man bald ein, daß die Are Potenz der 
Zehner diefer Wurzel keinen Theil der vier erften Ziffern sur Nechten 
ausmacht. Werden daber die vier Ziffern 8464 abgefondert, fo 
if einienchtend, daß man in 54 diefe Ate Potenz der Ziffer der Zehner, 
forche als einfache Einheiten betrachtet, zu fuchen bat. Nun ift die 
größte, in 54 enthaltene Are Potenz die Zahl 16, deren Ate Wurzel 
2 beträgt, weiche man fofort für die Ziffer der Zehner nimmt. Man 
ziehe jet 16 von 64 ab, umd feße neben den Ren 38 die abgefon- 
derten Ziffern herunter, Die hieraus entfpringende Zahl 388464 
wird die vier andern Theile von (a+ b )* oder Aa?b+-Ga2b?,., 
entbalten., Das böchite diefer Glieder ift 4a3b umd endigt fich mit 
3 Nullen, die von a? herfommen. Um dieſes befonderd zu betrachten, 
fehneide man die drei Ziffern 464 zur rechten Seite ab; die zur lin⸗ 


fen übrigbleibende Zahl 388 wird das fragliche Glied, d.i. das vier - 


fache Produkt aus den Einern b in den Eubus der Ziffer 2 der 
Zehner ſolche abermals als einfache Einheiten angefeben, oder 
AXBb—=32b, und Überdieß die aus den folgenden Gliedern ent- 
fpringenden Taufende enthalten. Der Quotient 10, welcher fich bei der 
Divifion von 388 durch 32 heramsftellt, wird daher b oder >b fein; man 
muß aber b auf 7, oder die Wurzel auf 27 reduciren, wie fich aus 
einer ähnlichen Unterfuchung wie bei der Cubikwurzel ergibt, indem 
man das Produkt b(4a? -+-6a2b+4ab?-+-b3), mie hier un- 
ten gefcheben, bilder. Dan finder auf diefe Art den Reſt 17023. Um 
die Annäherung weiter gu treiben, ift es erforderfich, noch vier Nul- 
len anzubängen, von denen man vorerfi drei abfondert, und 170230 
durch Aa’ 3 dinidirt, wobei — 27. Dada ’—Aad --i2a?b+ 
12ab?+-Ab3, fo fiehbt man, daß, um diefen Divifor a’? zu befommen, 
6a2b + 8ab? + 3b? dem obigen, zwiſchen den Barenthefen fichenden 
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Theile Hinzugefügt werden müſſe, und ſofort. Hiernach läßt fich die 
Dperation folgendermaßen anordnen: 
64.8464 | 27,2 
16 32 erſter Divifor . . dad... 0... 53063 
388.464 168......... 6a283b....... 168 
371 441 3892......... 4abꝰ. . 2mal.. 784 
17 0230 3438........ bBBß.. Smal.. 1029 
63063><7—371441 zweiter Diviſor 78732=4,273. 


Es iſt leicht einzuſehen, daß dieſer für das Aufſuchen jedes par⸗ 
tiellen Diviſors bequeme Gang der Rechnung ganz allgemein iſt, 
welches der Wurzelgrad auch ſein mag. 


6, 14. Das Geſchäft des Wurzelausziehens wird durch die Lo⸗ 
garithmentafeln bedeutend erleichtert; fie reichen jedoch nicht aus, 
fobard man die Wurzel genauer, als es die Grenzen dergleichen Ta- 
fein geftatten, haben wit. Man nimmt alsdann zu folgenden Näber- 
ungsmethoden feine Zuflucht. 

I. Mit Hilfe der in $. 11 entwickelten Reiben läßt fich die Qua⸗ 
dratwurzel mit einer großen Genauigkeit finden. Um N zu erbal- 
ten, wird man N in zwei Theile a? und +.x? dergeflalt zerlegen, daß 
der erfte ein vollfommened Quadrat und eine weit größere Zahl als 
der zweite il. Y’N=Y (a?+x2) wird alsdann durch eine fchnell 
eonvergirende Reihe ausgedrüdt fein. Es werde z. B. 72 verlangt. 
Sch ſuche YE=2Y7 2. Wegen 8=9 —1 fette Ih a=3, 1 
bieraus 83 (1 — — ar...) Um die Neihe noch flärfer con- 
vergirend zu machen, nehmen wir die drei erften Glieder, welche 
2,829 betragen, und vergleichen das Quadrat diefes Bruches mit 
8. Bir werden fo finden 8—=2, 82 92— 0,003 241, woraus 


324 _ 


* wir die Hälfte, ſo haben wir endlich 
Y 2=1,41421 35623 732. 

Die Logarithbmentafeln Tiefern die erfie Annäherung , welche hier⸗ 
anf mitteift des chen gezeigten Verfahrens weiter fortgefeßt wird. 
Man trägt dabei Sorge alle diejenigen Glieder der Reihe beisubehal- 
ten, welche, in Decimalbrüche verwandelt, Werth habende Ziffern im 
den Deeimalfiellen, welche für die Wurzel gefucht werden follten, 
befiven. Das, erfte vernachläffigte Glied muß demnach mit 0,000... 
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anfangen, folche bis zu einer weitern Stelle fortgerüdt, als der Grad 
der Annäherung erfordert. 

11. &8 werde vorausgefeut, daß a der genäherte Werth der mten 
Wurzel von N, und b der Ynterfchied zwiſchen N und am ſei; der 
noch fehlende Theil der Wurzel, der z beißen mag, foll ferner fchon 
ein kleiner Bruch fein. Demzufolge iſt m &b=(atz)". Hier 
aus entfteht, wenn man entwicelt und die Coefficienten der Gleichung 
durch m, A’, A”... . darſtellt: 

»—z(mam-1+ A’zam-2 + A”z2am-3+,,,,) 


Für eine erfte Annäherung, wo nur das erſte Glied diefer Reihe 
beibehalten wird, bat man b—mzam-!, Zieht man hieraus den Werth 
von z, fubflitwirt folchen dann in das zweite Glied + A’zan-2 und 
vernachläßigt die übrigen; fo finder man 

2ab N— am 
°— Imamt(m—1)b —t2aX< (m+1)am + (m—1)N’ 
indemb=+(N—a=) eliminirt wird. 
(m+1)N+(m—1)am 


Man bat folglich yv N=ax<< (m—1)N+(m 1)am? woraus 
— 3N+a2 3, 2N-+a° 
ie er TE ent 


4 N 4 5 ad 
— — — — u. ſ.f. 
Es diene als Beiſpiel V66. Man nimmt a8; hieraus 65 
—8X = 8,0022 7, ein bis auf die Ste Decimalſtelle ge- 
naues Reſultat. Man gelangt fchnell zu genaueren Näberungsiwertben, 
wenn man mehreremal hintereinander die Formel in Anwendung bringt. 
So 4.2. für 8 fest man zuvörderſt a=2,8, und findet 2,82842. Hier- 
auf macht man a—2,82842, woraus fich a? und b ergibt. Man er- 
hält endlich denfelben Werth von 78, den wir oben gefunden haben, 
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$. 15. Man gibt diefen Namen nachftebenden Zablen: 
1te Ordnung 1. 1. . . 1. 1. 1. 1.1 m 
2te..... 1. 2. 3. 45.967289 10.... 
zte..... 1 36 10. 15 21. 28. 36. 45. 685.. 
ate..... 1 


.. 


. 4 ‚10. 20, 38, 56, 84, 120, 165, 220.... 


Von den figurirten Zahlen. 23 


ste Orduung 1. 5. 15. 35. 70. 126. 210. 330. 495. 715.... 
bie... 6. 21. 56. 126. 252, 462, 792 1287. 2002.... 
Tte......4. 7. 238. 8A, 210. 462. 924. 1716 3003. 5005, ıc. 


Dad Geſetz, nach welchen dergleichen Zahlen gebilder werden, 
lautet folgendermaßen: Jedes Glied entfieht aus der Summirung des 
zu feiner Linken zunächſt vorhergehenden und des tiber dem erfiern un- 
mittelbar darüber befindlichen Stiedes. Go 5.8. 2002—=1287-+-715. 
Aus der Vergleichung diefer Entſtehungsart mit der im $. 3 aufge⸗ 
führten Tabelle ergibt fich, daß die Zahlen in beiden Fällen die näm- 
lichen find, mit dem Unterfchiede, daß fie nur in einer andern Ord- 
nung vorfommen. Bine Zahlenreibe jener frübern Tabelle, wie z. B. 
1.7.21, 36..... , bilder Hier fogufagen eine Hypotbenufe. Man bat 
Daher für den Werth irgend eines Gliedes von der pten Ordnung, 
oder des in der pten Linie auf der mten Hypothenuſe ftebenden Glie⸗ 
des den Ausdend T—[mC(p—1)]. Nehmen wir zwei aufeinander- 
folgende Reihen, nämlich von der 


(p—1)ten Ordnung. 1.a.... q. r. 8. t V...., 

pten Ordnung. .... 1. A... QRST.....; 
fo haben wir der Definition zufolge: 

A=A1-+a,.,.R=Q+r,S—=R+s, T=S+t.,... 


1. Auf einer Hypothenuſe ſtehen in den confeentiven Reihen die 
Glieder um eine Stelle von einander ab, wie 3.8. T und v. Wenn 
nun T dad nte Glied von der pten Ordnung ift, oder fich in der 
nten Columne und der pten Reihe befindet; fo iſt v dad (n-+1)te 
Glied von der p—iten Ordnung: ebenfo ift das Glied der vorber- 
gehenden Reihe dad (n+2)te von der (p—2)ten Ordnung. Um auf 
ſolche Weife bis zur zweiten Ordnung 1.2.3... m aufzufleigen, muß 
man demnach zu der Stellenzabf n die Zabl p— 2, den Unterfchied 
der beiden Ordnungen addiren, oder mit andern Worten, das Glied 
m, d. i. die Nummer der Hypothenuſe nimmt daſelbſt die (n+p—2)te 
Stelle ein. Dan bat folglich m —=n +p— 2, wonach die Sleichung 

T—[mC(p—1)] in 
T=[(n+p—2)C(p—1), oder (n—1)] (10), oder 
T— 1. nt1 . n+2 n+p—2 —2 
1 2 3 p— 
T=t. BI PTR... are übergebt, wenn man der 
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Gleichung (3) im $. 2 gemäß entwicelt und die Faktoren des Zäh- 
lers in umgekehrter Ordnung fchreibt. Man wählt vorzugsmweife den 
erfien oder zweiten dieſer Ausdrüde des allgemeinen Gliedes T, ie 
nachdem p < oder >n if. Es ſtellt fich bier zugleich heraus, daß 
das nte Glied von der pten Ordnung mit dem pten Gliede von der 
nten Ordnung einerlei iſt. 
Gebt man p—3, 4, 5,.... fo hat man 
3te Ordnung 1.3. 6. 10... T—!n(n+1)—[(n+1)C2]; 
Ate ..... 1. 4. 10. 20... T3 —[(n+2)C3]; 
te ..... 1.5.15. 35... T= Zaln+1)(n+2)(n+3). 
‚2. Vergleicht man die Glieder T,t und S, fo bat man 
—[mC(p—1)), t=[(m—1)C(p—2)), S=[(m—1)Cp-1)]. 
Indem wir nach GT. (3) im $. 2 entwickeln und reduciren, finden wir 


ee m. 





Es dienen diefe Formeln dazu, die einzelnen Glieder, entweder die 
der pten Linie oder die der nten Columne nach und nach von einan- 


der abzuleiten. p=6 5. B. gibt T= ar 8. Macht mann—2, 3, 4... 


fo findet man —,3, 3, 3.... für die (ürceffven Multiplicatoren jedes 
Gliedes von der 6ten Ordnung, um daraus zu dem unmittelbar 


fommenden Gliede T zu gefangen. Für n=7 fommt T= —* t, 


woraus die Factoren 7, 3, 3.... entfpringen, mit Hülfe deren man 
aus einem Bliede t der ten Solumme das nächftfolgende 1 erhält. 


3. Addirt man die beiden Glieder in der (n—L)ten und nten Stelle 
von der Iten Ordnung, fo finder man , daß Ihre Summe n? beträgt. 
Die Summe zweier fneceffiven Zahlen von der dritten Ordnung macht 
alfo ein vollſtändiges Quadrat, und ein jedes Quadrat ift in zwei 
Zahlen von der dritten Ordnung zerlegbar. So z. B. ift 121, daß 
Quadrat von 11 die Summevon 55 umd 66, weiche Zahlen die 10te 
und 11te Stelle in der dritten Ordnung einnehmen. 

4 Addirt man die Wertbe von A.... R,S,T, fo fonmt T=1 
+a,..tr+s+t, Ein beliebiges Stied T ift alfo gleich der Summe 
aller Glieder der zunächſt vorbergebenden Zahlenreihe bid zu dem 
Bliede t, welches in derfeiben die ebenfonichte Stelle einnimmt als 
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T in feiner Ordnung; oder mit andern Worten, das allgemeine Glied 
von der pten Ordnung if gleich dem fummatorifchen Gliede von der 
(p-i)ten Ordnung. Am folglich das fummarorifche Glied T oder 
die Summe der erftien Glieder von der pten Ordnung zu erbalten, 
muß man in der Gleichung (10) p mit p+1 vertaufchen. Hiernach ficht 
S=[(n+p—1)Cp oder (n—1)]. 

Für die Tte Ordnung bat man 3.8. Z—|(n+6)C7]; die Tte 

Zahlenreibe bis zum Hten Gliede hat zur Summe [15C7]—6435. 


5. Man wird ebenfalls leicht fehen, daß irgend ein Glied unfers 
Schema's die Summe der Glieder der zunächſt vorbergebenden Co⸗ 
lumne bis zu derſelben Ordnung gehend, ausmacht. Es ift dieß 
übrigens eine Folge von dem, dag die erfiere Columne aus den näm- 
lichen Zahlen wie die pte Horizontalreihe beſteht: denn diefe Glieder 
find, je zwei und zwei, gerade diejenigen, welche in derfelben Hypo⸗ 
thenufe wieder zum Vorſchein kommen, indem fie gleichweit von den 
äußerſten abſtehen. 

$. 16. Wir nahmen bis hierher die Reihe 1.1.1.1.... als An- 
fangsreihe unferes Schema’s. Wählen wir dafür die Reihe 1.8. ö. ö. ..., 
and behalten diefelbe Entflebungsart bei; fo wird aus der arichme- 
tifchen Brogreffion 1. 14+d.1+25.1+33..... die Neibe von der 
zweiten Ordnung entfpringen, aus welcher die Reihe von der dritten 
Ordnung bervorgebt, u. ſ. w, wie es aus der bier unten fichenden 
Tabelle zu erfeben iſt, von der die früher betrachtete nur einen be 
fondern Fall ausmacht. 

1te Ordnung 1. 6. 6. ö. 8. ... 

2te..... ddr 142 1 30 AHA... 


Ste... 1. 244. 3433. 4 6. 5-H-1058.... 
AMAte..... 1 3-46 6-+-4d. 10--1059. 15-205... . 
Ste. 1. 4-+-.d. 10-+58d. 20-155. 35-+-356. . . . 


Gte..... 1. 5+6 15-468. 354216. 70-4668... . 


Sämmtliche Glieder find offenbar von der Form TZA-+BI, 
Durch Zufammenfichung diefer Zahlen mit denen der erfien Tabelle 
findet man, daß A das Blied von demfelben Range in der zunächſt 
vorbergebenden (p—i)ten Ordnung und B das Glied von der näm- 
lichen pten Ordnung in der (n—1)ten Stelle it. Hiernach 

T= dem nten Glied von der (p—L)ten Ordnung 
+ölln—1)ten Glied von der pten Ordnung], 
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— a, Hi nt+p—3 , (p—1 
T=6-1)3 — 3 600 p—1 @ +3). 

Es if dich das allgemeine Glied unfers letzten Schema's. Das 
fummatorifche Stied S von der pten Ordnung fält, wie bieroben, mit 
dem allgemeinen Gliede von der (p+i)ten Ordnung zufammen. p=3 
z.B. gibt für die 3te Ordnung 

Y—n+!nd(a—t), F=in(n+1) [1+15(n—1)], 

Set man d—=2, fo entfpringen, wie man aus dem erſten der 
bier unten fiebenden Beifpiele fiebt, die Quadrate 1.4.9 16.... aus 
der natürlichen Reihenfolge der ungeraden Zahlen 1.3.5.7... Fu 
dem zweiten Beifpiele iſt 33, in dem dritten dA gefeßt. 











1.2.2.2 2..11.3. 3. 8. 3.]| 1.24 4... 

1.3.5. 7. 9. 1,4 7.10.13, .. 1,56. 9.13... 

4. 4. 9. 16. 25. .+I1. 5. 12. 22, 36. .. 4. 6. 15. 28... 
T=n? T=n T==n(2n—1) 

— „n+1 , 20+1 3. 0nt+1 . — ‚nti Int, 

—n > 3 Z=n 2 Sn 3 3 


$. 17. Theile man die Seite al des Dreiecks alm In den Punk⸗ 
ten b,d,f... (Fig. 23) in (n—1) gleiche Theile und zieht dann die 
Linien be, de, fg... zu der Bafid Im parallel; fo wachen diefe Längen 
wie die Zahlen 1.2.3.4... Seht man nun einen Punkt auf a, zwei 
Bunfte anf bc, drei auf de, vier auf fg,u. ſ. w.; fo beträgt die 
Summe diefer Punkte, von a an gerechnet, fucceffive 1.3. 6.10... 
Das Dreieck alm erhält demnach ebenfoniele Punkte als Einheiten 
in der nten diefer Zahlen von der dritten Ordnung vorfommen. Es 
ift dieß der Grund, warum man die letztern Zahlen auch Triangular- 
zahlen oder dreiecige Zahlen nennt. Die oben gedachten Bunfte 
fieben gleichweit von einander ab, wenn das Dreieck gleichfeitig iſt. 
Zieht man ferner in einem Polygon von n Seiten and einer feiner 
Winfelfpigen a Diagonalen, theilt dann die letztern und die Seiten 
des Winfeld a in (n—1) gleiche Theile, verbindet hierauf die Punkte 
von der nämlichen Nummer durch gerade Linien; fo entſtehen (n—1) 
Polygone, welche den Winkel a gemeinfchaftlich und (m—2) Seiten 
parallel haben. Die Umfänge diefer Polygone verhalten ſich wie die Zahlen 
1,2, 3,4... Setzt man nun einen Punkt in jede Winfelfpige, einen 
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Bunft in die Mitte der parallelen Seiten des zweiten Polygous, 
zwei Bunfte auf jede Scite des dritten, u. f. w.; fo werden diefe Sei⸗ 
ten 1.2.3... Punkte mehr enthalten, von denen jeder Umfang der 
(m—2) parallelen Seiten (m—2) mehr ald der vorhergehende bat. 
Geben wir d=m—2, fo wird der Flächeninbalt unfers Polygons 
ebenfoviele Bunfte (ſolche ſtehen beim regelmäßigen Polygon gleich- 
weit von einander ab) enthalten, ald es die Menge der Einheiten in 
dem nten Bliede der Zablenreibe von der dritten Ordnung, welche 
aus der Reihe 1.25. 30.... entipringt, anzeigt. Aus diefem Grunde 
beißen die Zahlen jener Reiben vierecige oder Duadratzablen, fünf- 
eckige oder Pentagonalzablen, fechdedige oder Hexagonalzahlen; wir 
baben ihr allgemeines ſowohl als ihr fummatorifches Glied für 42, 
3,4... oder m—=4, 5,6... bier oben angegeben. 

Ueberhaupt nennt man fämmtliche and der Reihe von der dritten 
Ordnung für verfchiedene Werthe von 5 entfpringende Zahlen viel- 
edige oder Polygonzahlen, weil fich immer fo viele Punkte, als eine 
forche Zahl Einheiten enthält, durch Polygone darftellen laſſen. 

Befolgt man ein ähnliches Verfahren bei der dreifantigen Ede, 
fo wird man feben, daß die Reihe 1.4.10. 20... die Anzahl der 
Bunfte ansdrückt, welche man auf parallelen Ebenen daſelbſt ver- 
tbeilen kann; man nennt deshalb die daraus bervorgebenden Zahlen 
dreiſeitige Pyramidalzahlen. Byramidalzablen find überhaupt alle 
. Zahlen von der vierten Ordnung; ihr allgemeines und funmatori- 
ſches Glied wird dadurch beftimmt, daß man p— 4 und 5 macht. Der 
Analogie halber dehnte man diefe Bildungsweiſe jolcher Zahlen wei- 
ter aus, und nannte alle diejenigen, welche dem im $. 15 aufge- 
ſtellten Geſetze unterworfen und in dem vorbergebenden Schema ent- 
halten find, figurirte Zahlen, obfchon fie fich nicht fämmtlich 
Über die vierte Ordnung binaus wirklich durch geometrifche Figuren 
darſtellen laſſen. 

Anmerkungen. Die Formeln für die figurirten Zahlen finden 
ihre Anwendung bei Berechnung der Kugelbaufen in Zeug— 
häuſern. 

1. Ein Kugelhaufen in der Form einer dreiſeitigen Pyra⸗ 
mide bat n Schichten; man foll die Anzahl der Kugeln in der 
leuten Schichte, ſowie die im ganzen Haufen angeben. Das nte 


Glied der Reihe der dreifeitigen Pyramidezahlen si + 
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für die Anzahl Kugeln in der nten Schicht, und das fumma- 
torifche Glied Liefert — E— Kugeln. 


2. Der Kugelhaufen habe die Form einer vierſeitigen Py⸗ 
ramide, welche ausen Schichten beſteht; die Kugelzahl der Py⸗ 


ramide zu finden. Man findet reantt) Augeln. — Für 


die unvollftändige vierfeitige Byramide, bei welcher m? Kugeln 
in der oberftien Schicht Tiegen, beträgt die Summe aller 
Kugeln ran) m mtVeett), 


Es haben übrigens die figurirten Zahlen bei weitem nicht 
jene Wichtigkeit, die man ihnen früher beilegte. 


Bon den Bermutationen und SCombinationen, infofern 
die Buchſtaben nicht ſämmtlich von einander ver 
fhieden find. 

4. 18. Wir wollen das Produft des Polynoms a .... (A), 
wo folches mebreremal ald Factor erfcheint, in der Art aufſtellen, 
daß in jedem Gliede der Multiplicator⸗Buchſtabe die erſte Stelle 
einnehbme und jeder Buchſtabe des Multiplicators an feinem Plage 
gelaffen werde. Hiernach ſteht: 


A., atb+c..... 
a+b+c 0 d40400 
B..... aatab+tac, .... 


ba+bb-+bec Dur vr vr) 
ca+tcb-+cc vor. 


a+b+c..,... 
C. ... aaa-paab Paac. ... tabarabb-tabe,...+acatach+... 
baa-ᷣbab-bac. ... +bba+bbb+bbe... +bca+beb+... 
caa+cab+cac,...+cba.,. u. ſ. fort. 


Das Produkt B beſteht aus den Anordnungen zu zwei und zwei 
der Buchſtaben a, b,c,...; C aus den Permutationen zu drei und drei 
u. ſ. w, wobei angenommen wird, daß jeder Buchflabe 1, 2,3... mal 
in einem Gliede vorhanden fein Tann. Kämen nämlich zwei Anordaun- 
gen zu je drei, in denen a der Anfangs-Buchflabe it, zweimal im 
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C vor, oder fehlte daſelbſt eine von ihnen; fo müßte das Syſtem 
der beiden Buchflaben zur Nechten von a eine Berfebung von 2 Buch- 
fiaben ausmachen, die man in B wiederholt oder weggelaſſen hätte. 
Das Produft B bat m Glieder in jeder Linie und m Linien, wenn 
m die Zahl der Buchſtaben a,b,c,... darftellt. Die Zahl der Anord- 
nungen zu zwei und zwei beträgt demnach m?. Das Produzt C bat 
m Linien, jede mit m? Gliedern, was m? Anordnungen zu drei umd 
drei gibt. ma endlich drüdt die Zahl der Permutationen der m Buch- 
flaben, zu n und n genommen, aus, wobei jeder Buchflabe 1, 2, 3... 
bis nmal in den Refultaten vorlommen kann; übrigens darf bier 
n>m fein. So z. 3. liefern 9 Ziffern, vier zn vier genommen, 9' 
oder 6561 verfchiedene Zahlen. 

Die Summe der Verfeßungen von m Buchfiaben zu 1 und i, 
zu 2 und 2, 3 und 3,.... zu n Und n genommen, macht m+m?+ 


N, Mit 5 Ziffern zu 1, oder 2, oder 3 ge⸗ 


nommen, kann man alfo 3(5?—1) oder 155 Zahlen fchreiben. 

Es feien n Würfel A, B, C...deren f Seiten mit den Buch- 
haben a, b, cc... . bezeichnet find. Einem Wurfe mit diefen Wür⸗ 
fein wird eine gewiffe Verbindung, die durch abacc.... darge 
ſtellt ſein mag, entfprechen. Nimmt man jetzt den erften Würfel A, 
und bringt nach und nach feine verfchiedenen Seiten hervor, ohne 
dabei an den übrigen Würfeln etwas zu Ändern; fo wird die obige 
Verbindung deren f erzeugen: unfere n Würfel geben folglich f Re- 
ſultate mehr als die (n—1) übrigen Würfel B,C.... 

Zwei Würfel bieten alfo fR Fälle dar, 3 Würfel liefern deren 
P, 4 Würfel PF,... n Würfel mir £ Seiten geben fr Fälle. Wir 
betrachten bier die identifchen Reſultate als von einander unterfchie- 
den, fobald fie durch verfchiedene Würfel herbeigeführt werden. 

Hat der erite Würfel F Seiten, der zweite deren f/, der dritte 
ft! ,..., fo wird fih die Zahl aller möglichen Fälle auf EX<F<f’ ... 
belaufen. 

4. 19. 88 feien m leere Plätze A, B,C...; man foll dieſelben 
mit m Buchſtaben befegen, nämlich = Plätze mit a, 8 Pläge mit b, 
n.f.f. Es frage fich, auf wie vielerlet Arten man eine folche Ver⸗ 
tbeifung bewerfitelligen fann. Es ift Mar, daß, um die = Buchſta⸗ 
ben a anzufchreiben, es hinreichend ift, eine Anzahl « von den Buch⸗ 
Raben A,B,C... zu nehmen und dieferben gleich a zu ſetzen; was 


m3,..ma oder m 
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anf fo vielerfei Arten gefchehen fan, als man a Buchſtaben A,B,C... 
gleich a anzunehmen vermag: [mCa] drückt folglich aus, anf wie viel 
mögliche Arten man « Pläpße unter den m Iceren mit a befeßen kann. 
Es bleiben jet für jede ſpecielle Verſetzung m—a leere Bläpe übrig, 
von denen B mit dem Buchflaben b ausgefüllt werden ſollen: Ilm—a)CPl 
drückt fofort aus, wie oft fich folches bemerffichigen läßt. Das 
Produkt [ImCa]><[lm—a)CPß] zeigt daher an, auf wie vielerlei Arten 
ſich « Buchladen a und 4 Buchflaben b in die m leeren Plätze ver- 
theilen laffen. Zn die (n —— 4) übrigbleibenden Plätze kann man nun 
y Buchllaben c ſetzen, was [lm—a—B)Cy] Fälle liefert; und dieß fo weiter 
fort, bis keine leeren Plätze mehr da find, was flattfinden wird, wenn 


(SCH)—1. Will man alfo die m Faktoren re auf alle möglichen 
Arten unter einander verfegen, oder alle mögliche Verſetzungen bilden, de- 
ren jene Faktoren fähig find; fo wird die Zahl der fraglichen Fälle durch 
die Formel (9), welche den Toefficienten des allgemeinen Gliedes ei- 
ned Polynoms gibt, angezeigt werden. So z. 3. Fönnen die 10 Fak⸗ 


1.2,3....10 
23 123 3503 —12600 Arten permatiet wer- 


den Die 7 Buchllaben des Wortes Etienne laſſen fich auf 420 ver- 
fchiedene Weifen unter einander vertheilen. 

Diefer Coefficient drückt zugleich aus, mie vielerlei Fälle es 
gibt, um mit m Würfeln, deren jeder f Seiten bat, ein beitimmteg 
Reſultat berbeisuführen. Denn haben diefe Würfel auf ihren Sei⸗ 
ten die Buchflaben a, b,c... fieben, und will man, daß « Würfel 
den Buchflaben a darbieten follen; fo ift dieß gerade fo viel, ald ob 
man verlangte, = Buchſtaben a in folhe Stellen zu feßen, deren 
Anzahl m beträgt: bierand ergeben ſich [mCa] Fälle, um « Buch- 
ftaben a hervorzubringen. Damit 4 von unfern Übrigen (m—«) 
Würfeln die Seite b darbieten, muß man auf ähnliche Weife / Plätze 
unter den (m—a) Ieeren ausfüllen; jedes der vorbergebenden Reſul⸗ 
tate Tiefert mithin [lm—a)Cß] Fälle u. f. fort, 


4. 20. Wir wollen die Sombinationen der Buchflaben a,b,c... 
fuchen, unter der Vorausſetzung, daß jeder Faktor mebreremal in 
den verfchiedenen Gliedern vorkommen könne, wie folches in $. 8 ge⸗ 
fcheben, mit dem Unterfchiede, daß dabei auf die Ordnung der Faktoren 
Feine Nücficht genommen werde, 


toren a’b?c?d auf N= 
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a b+ c+ d,... 
a- b+ c+ d,,.:.. 
at bb+- cc dd.,.... 
+ ab+- be-+ cd....., 
+ ac+ bd,.... 

— ad ..... 
aaa— bbb --cec--ddd.,... 
+ sbb--bec—+cdd..... 
— ab-+-acc —bdd,.... 
—bbce--add,.... 

+ abe ced ..... 

aac — ...... 


Wir multipliciren deshalb das Polynom mehrmal mit ſich ſelbſt, 
indem wir dabei als Faktoren eines Gliedes a,b, c.. nur die Glieder 
des Multiplicands nehmen, welche fih mit jenem in der nämlichen 
Columne oder zu feiner Linken befinden. Es if einleuchtend, daß die 
fuceeffiven Reſultate die verlangten Combinationen zu je 2, zu je 3... 
fein werden. Was die Anzahl der Kombinationen anbelangt, fo be- 
merken wir, daB jede Columne eines Produftes ebenſoviele Glieder 
enthält, als deren in der darüber befindlichen Columne und den danc- 
ben zur Linken ſtehenden zuſammen vorhanden find. Stellen demnach 
1,0, B, y.... die Zablen der Glieder der Kolumne eines Produktes 
dar, fo find die für das folgende Produft 1+, 1+a+ß, i+a+ 
B+tYr.... Es gebt diefe Reihe nach dem Bildungs⸗Geſetze der ſigu⸗ 
rirten Zahlen aus 1.0. ß....($.15) hervor. Hiernach beſtehen für 
die Combinationen zu je 2 die fueceffiven Kolumnen aus 1.2.34,... 
Gliedern; für die Eombinationen zu je 3 beträgt dieſe Anzahl fuecef- 
five 1.3. 6.10... .5 für die Combinationen zu je p bat man die 
Reihe von der pten Ordnung. Die Geſammtanzahl der Combinatio⸗ 
nen oder die der Glieder eines Produktes it die Summe der Reihe, 
folche bis auf 2,3, 4,.... Columnen ausgedehnt, je nachdem man 
1,2,3... Buchftaben zu combiniren bat. Füren Buchſtaben muß man 
dien erfien Blieder der pten Ordnung, d. h. das nte Glied von der 
(p+i)ten Ordnung nehmen. Die Menge der Eombinationen von 
n Buchflaben, zu p und p genommen, vorandgefeht, daß deren jeder 
1,2, 3... pmal vorfommen kann, iſt demnach die ute Zahl von der 
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(p+i)ten Ordnung. Um diefelbe zu erhalten, muß man folglich im 
der Gleichung (10) p+1 mit p vertaufchen; wonach ücht 

Tzpn kann . az +P- —1 —=(p-+1) * ..eo in .... (12); 
n fann bier >, oder <p fein. Go 3.3. geben 10 Buchladen, 
zu 4 und A genommen, 715 NRefultate; 4 Buchkaben, zu 10 nud 10 
genommen, liefern deren 256. Dan ficht übrigens, daß n Buchſtaben, 
zu p und p genommen, dicfelbe Anzahl Combinationen bervorbrin- 
gen, weil man p+1 fatt n und n—1 flatt p feben fann, ohne da- 
durch T zu ändern. 


Anmerfung. Aus der Gleichung (12) ergibt fich, daß die 
Anzahl der Combinationen von n Elementen zu je p mit Wie- 
derbolungen gleich der Anzahl der Eombinationen von n+p—1 
Elementen zu je p ohne Wiederholungen if. 


$. 21, Die Entwidlung von (a+rb+c+...)P beficht aus eben⸗ 


fo vielen Gliedern von der Form NAT In ($. 9), ald man ver- 
fchiedene Zahlen für die Exponenten a, ß,y.... nehmen kann, wobei 
ihre Summe — p bleibt. Die Sefammtanzahl der Glieder if dem- 
nach der Zahl der Combinationen der n Buchflaben a,b,c..., zu 
p und p genommen, gleich, indem man ihren Expouenten alle Werthe 
von Null bis p beilegt. Hieraus erhellt, dag der im vorigen Bara- 
grapben gefundene Werth für T die Zahl der Glieder der pten Bo- 
tens des Polynome a+b-+c.... anzeigt. 

Wil man die Summe der Kombinationen von n Buchllaben zu 
je 1, gu je 2,... gu je p haben, fo muß man die nte Zahl der ſue⸗ 
eeffiven Ordnungen 1.2.3...(p-+1) des im $. 15 aufgeſtellten Sche⸗ 
mas, oder die diefer Summe gleichgeltende (n-+Hi)te Zahl der (p-+i)ten 
Ordnung nehmen. Wir erhalten biernach für die verlangte Summe, 
indem n41 mit n vertaufcht wird, 

S=[(n+p)Cp. oder li. 

Die fubtraetive Einheit entfpricht der Combination Nut zu Null, 

weiche man bier weglaffen muß. 5 Buchſtaben von je 1 bis zu je 4, 
oder A Buchflaben von je 1 bis zu je 5 combinirt, geben auf folche 
Weife — 7 1=123 Nefultate. 

Will man bloß die Combinationen von zu je p bis au je p/ ba- 

ben, fo wender man unfere Formel zweimal an, nämlich für die 
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Zahlen p und p/, umd zieht bierauf die aefundenen Nefultate von 
einander ab. 5 Buchſtaben, zu ie 4 bis zu je 6 genommen, liefern 
461—125, oder 336 Kombinationen. 


$. 22, Man fol ale Combinationen für die Buchſtaben des Ans. 


druckes a! HP 0... zu1 und 1,2 und 2,... Did gu je atß+ 
rt... genommen, finden. Für a können 1, 2, 3... die Erponen- 
ten fein, ebenfo 1, 2,3... 4 für b, u. ſ. w.: die Aufgabe läuft offen- 


bar dahin aus, fämmtliche Theiler vou a” pe ce? ... zu finden. Die 
Anzahl aller Zahlen diefer Art oder die aller Eombinationsformen iſt 
gleich der Anzahl der Glieder, welche das Produft 


(i+a+22+.,.0. Wırb+b2+...P)Wite.. N)... 
enthält, wenn man es vollſtändig entwickelt, mithin beträgt die ge- 
fuchte Zahl (aHIICRH)IOH) ... 3.8. ad b* c? d2 hat 360 oder 
6,5, 4, 3 Theiler, wenn die Einheit mitgerechnet wird. Es gibt alfo 
im vorliegenden Falle 359 Arten, die Faktoren zu i und 1, zu 2 und 2, 
u. ſ. w. zu combiniren. 


Will man von dieſen Theilern nur diejenigen herausheben, welche 
a enthalten, fo finder man für die Anzahl derſelben (1 )(14.. 
infofers man von der Geſammtanzahl die Größe (1+A)(ti-+Y)..0 


d. i. die Zahl der Theiler von Pr... abzieht: es iſt dieß gerade fo 
viel, ald ob man mit jeder Combination ohne a die Faktoren a, a? 
a’... vereinigt hätte, 


Um zu willen, wie viele unter den Theilern an? 7 ..es gibt, 


weiche aw bhe enthalten, nimmt man alle Theiler von ec’ af ..., de⸗ 
ren Anzahl (1+y)(1+-9)- beträgt, und ſetzt neben jedem amb” : der⸗ 
gleichen Reſultate ſtimmen folglich der Anzahl nach überein. 


Anmerkung. Sind die Erponenten a, B, y... ſämmtlich 
gleich 1, d. b. find keine Wiederholungen geftattet,, fo iſt die 
Anzahl fümmtlicher Combinationen für n Elemente in allen 
Klaſſen = —1, 

Dan vergleiche übrigens das bier Geſagte mit der Hten 
Note in der Arithmetik. 


I. 8. 16 Buch. 3 


56 Grundzüge der 


Sindungen, während die a’ Piques deren [a/Cm’/) liefern. Indem 
man diefe Syſteme zufammenftellt, findet man [aCm‘] . [a’Cm‘’] für 
die Zahl der günftigen Fälle. Dan würde dafür [aCm/][a’Cm‘] 
[a’’Cna’) befommen, wenn Überdieß noch 2 Carreaux vorhanden 
wären, von denen man m’! ziehen wollte, 


IV. Wie groß iR die Wahrfcheinlichkeit, daß in einer Lotterie 
von m Nummern, bei welcher jedesmal p gezogen werden, von m? 
befeuten Nummern gerade p’ herauskommen? Die Zahl aller mög- 
Fichen Fälle oder der gefuchte Nenner it [ImCp]. Die Zahl der gün⸗ 
fligen Eombinationen oder der Zähler ift | 

X=[(m—m’)C(p—p‘)] [m’Cp. 

In der gewöhnlichen Zahlenlotterie bat man m==90, p=5; 
biernach ift der Nenner —=[90C51=—43949268. Beſetzt Jemand 3. B. 
20 Nummern, mithin m/=20, fo hat er, wenn von diefen Nummern 
beransfommen follen, nämlich : 


1=p'! Zähler 20 [70C A], Wahrfcheinfichfeit 0,4172 


2=p ,...20.0 [1003] ......... 0,2367 
3=p/....20.77[70C2]) ...... ... 0,0626 
Amp! .x..7% [2004] ......... 0,0077 
=... [2005] "x se... 0.0. 0,0003 


Will man, daß von den befegten Nummern wenigſtens eine ber« 
austomme, d. b., daß davon 1, 2, 3,4 oder 5 herauskommen; fo muß 
man die Summe der einzelnen Wahrfcheinlichkeiten nehmen, was 
0,7245 gibt. Sollen von den befetten Nummern wenigſtens 2 heraus. 
kommen, fo muß man die vorigen Nefultate, mit Ausnahme des 
erſtern, addiren; hieraus entſteht die Wahrfcheinlichfeit 0,3073; 
u. ſ. w. Für den Fall, daß keine Nummer herauskommt, macht man 
p— Nun, oder zieht 0,7245 von 1 ab; hierdurch kommt 0,2755. 
Es laſſen ſich dieſe Probleme auch folgendermaßen ausdrücken: Man 
bat- m Karten, unter welchen ſich m’ auf eine gewiſſe Art bezeichne⸗ 
ten befinden; wie groß if die Wahrfcheinlichkeit, daß, wenn p Kar⸗ 
ten gezogen werden, von diefen bezeichneten gerade oder wenigſtens 
p‘ berausfommen? Aus den 12 Karten 3. B., welche ein Piquetfpieler 
fchon in Händen bat, fchlieht er, daB unter den 20 übrigen Karten 
noch 7 Caeurs vorhanden find; wie groß ift die Wahrfcheintichfeit, daß 
unter den 5 moch zu erbaltenden Karten gerade 3 Cours fein wer- 
den? Hier ifl m=20, m/=7, p==5, p/=3; woraus 
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Indem wie oben verfahren wird, finder man — ohngefähr 


2 für die Wahrfcheintichkeit, daB wenigſtens 3 Cours kommen 
erben. 


Eine Urne enthalte 12 Kugeln, worunter A weiße find; man fol 
die Wahrfcheinlichkeit beftimmen, dab, Indem man 7 daraus zieht, 
darunter gerade 3 weiße fein werden. Es if m=123, m =4,p 
= 7,p/=3: woraus man für die gefuchte Wahrfcheintichkeit 153, 
ohngefähr 5 finder. Die Wahrſcheinlichkeit, daß unter den 7 Kugeln 
wenisftens 3 weiße fein werden, ift z 


$. 24. Zwei Ereigniffe A, A’ werden bezüglich durch p, p’ Um. 
Bände herbeigeführt, während ſich q,q/ Umfände ihrem Stattfinden 
entgegenfeßen; dabei wird angenommen, daß die Ereigniffe getrennt 
oder zuſammen eintreffen können, und von einander unabhängig find. 
Dan fol die Wahrfcheinlichkeiten aller Fälle ausmitteln. Wir den- 
ten uns deßhalb zwei reguläre Polyeder oder Würfel (dieſes letztere 
Wort in einem ausgedehnteren Sinne als gewöhnlich genommen) von 
welchem der einep-ra farbige Seiten bat, davon p Seiten weiß, die übri- 
gen q fchwarz find, und der zweite p/-+q‘ farbige Seiten befikt, da- 
von p/ rotb, die andern q’/ blau find. Man ficht leicht ein, dab der 
Wurf mit einem jeden diefer Würfel für fich Reſultate berbeiführe, 
welche mit unfern beiden Ereigniffen verglichen werden können. Ay 2. 
findet fatt, wenn man eine von den p weißen Seitenflächen erhält, 
während es nicht eintrifft, wenn man eine von den q fchwarzen Sei⸗ 
ten wirft; m. f. w. Die Anzahl aller möglichen Fälle iſt (p+g) 
(p/+q/) und gibt den gemeinfchaftlichen Nenner aller Wahrfchein- 
lichkeiten ab. Soll eine ſchwarze und eine rotbe Seite zuſammen⸗ 
treffen, fo bat man qp’ günflige Fälle, weil fich auf fo vielerlei Arten 
die q fchwarzen Seiten mit den p/ rotben verbinden laffen: die Wahr- 
fcheintichkeit des Eintreffend von A’, ohne daß A ſtatt hat, iſt folg- 
P’ — 
lich =. x er Aehnliches gilt von den übri 
gen Fällen. 


a0 Brundzüge der 


Kugeln in eine Urne zuſammenthäte und ſodann die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit, daraus eine weiße Kugel zu ziehen, ſuchte. Man 
fände für die letztere Wahrſcheinlichkeit den Bruch 5, welcher 
von der oben gefundenen Wahrfcheintichteit 37 verfchieden iſt. 
Allein man darf die Kugeln nur in dem Fall in eine Urne 
sufammenwerfen, wenn jede Urne gleichviel Kugeln enthält, 
mithin die Wahrfcheinlichkeit, eine jede Kugel zu sieben, gleich 
groß if, was ſonſt nicht ftatt bat. Denn die größere Anzahl 
der Kugeln in der zweiten Urne verurfacht keineswegs, daß 
daß man cher in die zweite als in die erite Urne greifen werde; 
während, wenn fümmtliche Kugeln in einer Urne vereinigt 
find, die Kugeln der zweiten Urne cine größere Wahrfchein- 
Fichfeit, als die der erftern gezogen zu werden, für fich ba- 
ben. Diefe Ungleichheit verfchwinder, wenn man die Wahr- 
fcheinlichfeiten, eine weiße Kugel aus der erfien und zweiten 
Urne zu sieben, nämlich die Brüche 3 und 3 auf einerlei Be 
nennung bringt, was 3 und % gibt, demnach annimmt, die 
erfte Urne enthalte 8 weiße und A fchwarze Kugeln, und die 
zweite Urne 9 weiße und 3 ſchwarze. Bereinigt man nun alle 
Kugeln in eine Urne, fo beträgt ihre Anzahl 24, morunter 
17 weiße find; bie Wahrſcheinlichkeit, eine von dieſen zu zie⸗ 
ben; iſt folglich 3, wie oben. 
$. 25. Für das Eintreffen eines Ereigniſſes A gibt es p günſtige 
und q ungünflige Fälle. Wie groß if die Wahrfcheinlichfeit, daß ge 
dachtes Ereigniß unter n Verſuchen kmal nach einander eintrete? 


Es iſt Mar, daß bei jedem Verſuche der Bruch die Wahrſchein⸗ 


lichkeit des Eintreffens von A und der Bruch g — ae des Gegentheils 


ausdrüde, Für das kmalige Eintreffen *  Ereignifes bat man die 
hie Potenz des erften Bruches, dagegen die (n—k)te Potenz des zwei⸗ 
ten Bruches, wenn folches bei den n—k Übrigen Verfuchen nicht der 
Fan iſt. Durch Multiplikation diefer beiden Potenzen erhält mad 
die zufammengefeßte Wahrſcheinlichkeit 

—_ ee* ° q* „X 

(Pro: ’ 
weiche ausdrückt, daß unter n Verſuchen A genau kmal eintreffe, 
wobei die Ordnung, im welcher die Ereigniffe auf einander folgen; 


Wahrfchreinlifeitsrehnung. Fr 





im Borans beſtimmt wird. AR dieſe Ordnung aber beliebig, fo muß 
man z fo vielmal nehmen, als fich dergleichen Refultate combiniren 
laſſen, nämlich die Anzahl Fälle, wo A eintrifft, mit denen, mo 
ſolches nicht Rast finder, was den Faktor [nCh] liefert: z><[nCh] 
ſtellt folglich die Wahrfcheintichkeit dar, daß das Ereigniß A unter 
n Verſuchen kmal vorfommen werde, ohne die Ordnung zu berück⸗ 
fichtigen,, in welcher folches gefchieht. 


Will man, daB A wenigſtens mal eintreffe, fo ändert man bier 
kink, k+1,... bi n um, und nimmt die Summe der Reſultate. 


Der Nenner der gefuchten Wahrfcheintichkeit iſt alfo (pꝓq)a, 
während der Zähler dadurch gefunden wird, daß man das letzte Bi⸗ 
nom entwidelt und an demjenigen Gliede, wo p* vorfommt, ſtehen 
bleibt; man nimmt alsdann dies letztere Glied ohne oder mit feinen 
Eoeffieienten, je nachdem die Ordnung der k Fälle, in denen A um- 
ter n Berfuchen zutrifft, berüchichtigt oder unbeachtet gelaffen wird. 
Will man, dab A wenigſtens kmal und höchſtens k/mal unter n Ver⸗ 
fuchen ftattfinde, fo addirt man ſämmtliche Glieder, in denen p die 
Erponenten k, k+1,... bh’ bat. 

Einige Beifpiele hierüber: 


1 Bon den 6 Seiten eines Würfels find 2 einem Spieler gün- 

ſtig; damit er gewinne, muß ee in 4 Würfen I3mal die eine oder die 

andere Seite werfen (oder in einem einzigen Wurfe mit A Wilrfeln 

find 3 Seiten günftin). Dan fol die Wahrfcheinlichkeit des Gewin⸗ 

nes beſtimmen. Es ift bier p=2, a4, ferner (p+gq)'=61=1296— 
p’= 16 Fälle, welche Amaleine der günftigen Seiten herbeiführen: 

+4ptg =128, .......35 

46p2 384.......2 9 

+ipgQ=512.......19 

+ q4 266.......0 


Summe —1296 (p49)*, Nenner der verſchiedenen Wahrſcheinlich⸗ 
keiten. Die Wahrſcheinlichkeit, daß genau 3mal einer der günſtigen 
Fälle eintreffe, iſt folglich Zu — . Man dividirt mit dem Coeffi⸗ 
rienten 4, wenn die Ordnung der einzelnen Fälle beachtet wird, wo⸗ 
Durch  entfichbt. Für die Wahrfcheintichkeit, daß die günſtigen Sei⸗ 
ten wenigſtens 3mal vorkommen, findet man E55 oder 5, indem die 
beiden erſten Zahlen addirt werden. 


48 Grundzüge der 


I. Dan wirft eine Münze, deren beide Seiten mit Kopf umd 
Wappen bezeichnet find, in die Höhe. Wie groß iſt Die Wahrfchein- 
lichfeit, dag in zwei Würfen wenigfiens einmal Kopf zu oberfi zu 
liegen komme? 


Die geſuchte Wahrfcheinlichfeit if offenbar gleich F at 


En wobei p=q=}, weil die Wahrſcheinlichteiten, daß Kopf 


oder Wappen falle, gleich groß find; biernach iſt unfere Wahrfchein- 
lihfeit =} 

IL Die Anzahl der erforderlichen Würfe mit 2 Würfeln zu be 
flimmen, damit die Wahrfcheinlichfeit, zwei Sechfen zu werfen, =; 
fei. Dan bat 5) =!, woraugx— 24,6. Die Wahrfcheinlichkeit, 
2 Sechſen zu werfen, ift mithin nach 25 Verſuchen fchon größer als z. 


IV. Welche Wahrfcheintichkeiten haben zwei Spieler, die im 
Spiel eine gleiche Stärke befiben, wenn dem M noch 6 Punkte, dem 
N dagegen 4 Punkte fehlen, um die Parthie zu gewinnen? Die Summe 
der Punkte beträgt 105 ich bilde die 9te Potenz von p-+-q, und be 
balte für M die vier erften Glieder (mo der Exrponent von p mwenig- 
ſtens 6 ift), für N aber die fechs übrigen Glieder, und ſetze endlich 
p=qg=1, Auf dieſe Weife finde ich einerfeits 130, und anderer 
feitd 382, und die ganze Summe 512. Die Wahrfcheinlichkeit, daß 
M gewinne, ift 33, und die von N macht 3, Wird das Spiel ab- 
gebrochen, bevor noch von den Spielern ein weiterer Verſuch ge 
macht worden ift; fo muß der Einſatz zwifchen M und N in dem Ver⸗ 
bältniß von 130382, fehr nahe wie 123 vertheilt werden: es iſt dieß 
zu gleicher Zeit der Werth, für welchen fie ihre Anfprüche auf den 
Einſatz verkaufen follen, wenn fie darauf zu verzichten übereingefom- 
men find. Befigen die Spieler im Spiel Feine gleichen Kräfte, 3. 3. ver- 
halten fich diefelben wie 3 zu 2, d. h. gewinnt M, indem er mit N 
fpielt, auf 5 Bartbien 3, oder gibt M auf 3 Punkte einen an N ab, 
um die Kräfte gleich zu machen; fo ift die Rechnung ganz die näm⸗ 
liche, wenn man p—=3 und q=—2 feßt. In dieſem Falle findet man, 
daß die Wahrfcheintichkeit von M zu der von N fich obngefähr wie 
14215 verbalte. 


Anmerkung. Die Regel, nach welcher der Geſammteinſatz, 
bevor noch das Spiel geendigt ift, vertbeift werden muß, beißt 
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die Theilungsregel; dieſelbe wurde zu gleicher Zeit von dem 
berühmten Pascal und dem ſcharfſinnigen Fermat entwickelt, 
weiche die eigentlichen Gründer der Wahrſcheinlichkeitsrech⸗ 
nung find. 


Man bat bier nur zwei Ereigniffe betrachtet; kommen aber 
deren mehrere vor, fo benubt man, um die Wahrfcheinlichkeit 
des zuſammengeſetzten Ereigniſſes zu finden, flatt des Binoms 
das Polynom, das aus fo vielen heilen beſteht als verfchiedene 
Ereigniffe berücfichtigt werden. Sind A,B,C... die Ereigniffe, 
und a,b,c... ihre bezügrichen einfachen Wahrfcheinlichkeiten; 
fo wird die Wahrfcheinlichkeit, daß bei mn Verfuchen pmal A, 
qmal B, rmal C, u. f. w. in beliebiger Ordnung eintreffe, durch 

n(n—41)(n—2).....3. 2,1 P,g,! 


1.2..px1.2...gx1.23. 0.0100. a Co 


ausgedrückt, wobei die Bedingung beftebt, daB p+ra+r .. .. 
—nif, Man läßt den Zahlenevefficienten weg, wenn die ein- 
fachen Ereigniffe in einer vorgefchriebenen Ordnung bervor- 
geben follen. 


$. 26. Es trifft fich öfters, daß die Urſachen zu verborgen lie 
gen, oder fich anf zu maniafaltige Weile durchfreugen, daß ed unmög⸗ 
ich ift, fie fämmtlich zu entwickeln und ihre Menge zu zählen: die 
früher aufgeftellten Grundfäbe können in folchen Fällen Feine Anwen⸗ 
dung mehr finden. Dan nimmt bier fofort zu der Erfahrung feine 
Zuflucht, um fich zu vergewiffern, ob in den Erfcheinungen eine Art 
von periodifcher Anfeinanderfolge fichtbar wird, woraus fich mit 
WBahrfcheinlichfeit vermuthen Tieße, daß die unbekannte Urſache, welche 
in einer regelmäßigen Ordnung jene Erfcheinungen häufig bervorge- 
bracht hat, diefelben abermals, infofern fie noch wirkſam ift, in der 
nämlichen Ordnung erzeugen werde. In der Wahrfcheinlichkeitärech- 
nung gilt alddann die Zahl jener beobachteten Aufeinanderfolgen für 
die Zahl der Urfachen ſelbſt. Um dieß durch ein Beifpiel deutlich zu 
machen, mollen wir annehmen, daß ein 10mal hintereinander in die 
Höhe geworfener Würfel 9mal die Seite a herbeigeführt hat: es muß 
daher in der Art des Werfens, in der Geſtalt, der Subſtanz des 
Würfels irgend eine verborgene Urſache liegen, welche dieſes 9malige 
Wiederkehren der Seite a hervorbringt. Wäre ebenfo bei 100 Ber 
fuchen 9omaF die nämliche Seite wieder zum Borfchein gekommen, 





& 


4 Brüundzüge der 





fo erlangt die diefem Wiederfehren günftige Wahrſcheinlichkeit % ein 
ziemliches Gewicht, dad in dem Maße gefleigert wird, als die wie⸗ 
derbolten Berfuche mir diefer Annahme in Uebereinſtimmung find, 
weil man Gewißheit über die Nichtigkeit der Annahme baben würde, 
wenn bei einer unendlichen Anzahl von Verfuchen jedesmal 9 davon 
unter 10 die Seite a bervorbrächten. Auf folche Art hat die Erfab- 
eung die Beſtändigkeit folgender Thatfachen nachgemwiefen, deren Ur⸗ 
fachen anzugeben unmöglich iſt: 


1. Die Anzahl der in einem Lande vollzogenen Heiratben, für 
irgend eine beflimmte Zeit, verbäft fich zu jener der Geburten und 
der Bevölkerung wie 35145 396, 


2. Die Anzahl der Geburten der Knaben ſteht zu jener der 
Mädchen in dem Verbältniffe wie 16:15. 


3. Die Bevölkerung, die Zahl der Geburten, die der Todesfälle 
und die der Heirathen verhalten fich wie 2037615: 718962677003 
15345., In einem Jahr betragen fehr nabe die Geburten den 28ften; 
die Todedfälle den often, die Heiratben den 132fen Theil dei DBe- 
völferung. Der Unterfchied z3s der Geburten über die Todesfälle iſt 
der jährliche Zuwachs der Bevölkerung, 

4 Die Dauer der Generationen von Vater auf Sohn iſt etwa 
33 Kahre. 

5. Die Zahl der männlichen Sterbefälle verhält fich zu jener der 
weiblichen wie 24:25. Die Zahl der männlichen Lebenden ſteht zu 
der der weiblichen in dem Verhältniſſe von 33 29, 

"6. Die Sterbefälle an Mannsperfonen betragen den 5siten, die 
an Franensperfonen den Hiften Theil der Bevölkerung. In Paris 
macht die Zahl der Todesfälle nur den 32ften Theil der Einwohnerzahl 
aus; die Sterbfälle belaufen fich jährlich im Durchfchnitt auf 22700, 
und die Geburten auf 24800, 

7. Die Hälfte der ganzen Bevölkerung ſteht unter 25 Jahren; 
und alle 25 Jahre iſt eine Hälfte erneuert. 

8. In Frankreich verbeiratbet fich jedes Jahr der 6öfte Theil 
der Bevölkerung. Die mittlere Lebensdauer beträgt 28: Jahre. 

9. Die auf den Poſten in Frankreich zurücdgebliebenen Briefe 
betragen jährlich etwa 19000, 
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10. Es find, ungeachtet der Verändernungen, welche einzelne 
Sahre hervorbringen mögen, die Erzeugniſſe eines Landes für einen 
beftimmten Zeitraum, wenn man fie aus einer bedeutenden Anzahl 
von Fahren ableitet, fehr nahe beftändig. Auf dergleichen Betrach- 
sungen geftügt find die Sterblichkeitstabellen und Bevölkerungsliſten 
aufgeſtellt worden. 

Wir wollen nicht weiter in die Wahrfcheinfichfeitsrechnung ein- 
geben, die von folcher Ausdehnung iſt, daß darüber eigene Werke 
exiſtiren. Einige der Teichtern hierüber find: 

1. Lehrbuch der Wahrfcheinlichleitsrechnung von Lacroig, über⸗ 
feßt von E. Unger, Erfurt bei Keyfer- 

2. Die Wahrfcheinlichfeitsrechnung in ihrer Anwendung auf das 
wifienfchaftliche und praftifche Leben von Littrom, Wien bei Bed. 

3, Bicquilly, Rechnung des Wahrfcheinlichen, überſetzt von 
Nüdiger, Leipzig bei Schweikert. 

4 Die Wahrfcheinlichfeitsrechnung von Jahn, LZeinzig bei 
Schweitert, 


zweites Bapitel. 
Bon der Auflöfung der Sleihungen, 





Bon der Zufammenfepung und Transformation der 
Gleichungen, 

$. 27. Die allgemeine Gleichung eines jeden Grades Tann, 

wenn man alle Glieder anf eine Seite bringt und redneirt, durch 
kan + pa + 2-13 . .. +tx+um=ofl) 

dargeftellt werden, wobei k, p,q . . „u bekannte Zahlen find, die po⸗ 
fitio, negativ und zum Theil auch Nun fein können. Jeder reelle 
oder imaginäre Ausdruck a, welcher in eine folche Gleichung flatt x 
gefeut, das erfte Glied gleich Null macht, nämlich kam + pamT +... 
+u=o gibt, heißt Wurzel der Gleichung. Wir werden die Glei⸗ 
chung (1), der Kürze wegen, bänfig durch f(x)=o bezeichnen, 


a40 Bonder 8 ufammenfebung und Transformationen 


Anmerfung. ever Ausdruck, welcher von einer veränderlichen‘ 
Größe x anf irgend eine Weile abhängt, beißt eine Funk⸗ 
tion von x, Algebraifhe Funftionen nennt man vor- 
zugsweiſe dieienigen, in welchen fich auf die veränderlichen 
Größen bloß algebraifche Operationen, nämlich Addition, Sub- 
traetion, Multiplifation, Divifion, Potenzirung mit ganzen 
oder gebrochenen, jedoch beftäntigen Exponenten besichen. So- 
bald aber eine Funktion variable Exponenten, Logarithmen, 
Kreisbogen, trigonometrifche Linien enthält, wird fie eine 
transcendente genannt. 

Die algebraifchen Funktionen zerfallen in rationale und 
irrationale Funktionen. Rational find diejenigen, in welchen 
. Die Veränderliche nur auf ganze Potenzen erhoben vorkommt; 
im Gegentheil ift die Funktion irrational. Die rationalen Funk⸗ 
tionen werden wieder in ganze und gebrochene getheilt, 
welche letztere Quotienten zweier ganzer Funktionen find, ohne 
feldft einer ganzen Funktion gleich zu fein. Dan drüdt im 
einer Funktion nur die Größen aus, welche man nach dem je⸗ 
desmaligen Zwecke gerade berücfichtigen will. flx), alx) bes 
zeichnen die Formeln, in denen der Buchflabe x auf verfchie- 
dene Weile combinirt if. (x) und f(z), welche das nämliche 
Beichen baben, fagen aus, daß in dergleichen Ausdrücken x und 
z auf die nämliche Art verbunden vorkommen, fo daß jene 
Funktionen identifch werden, wenn man x mit z vertaufcht. 
So drüdt f(Yz+ta) aus, daß eine Funktion fx) exiſtirt, 
in der Yz+ra fiatt x gefeßt worden iſt. Ebenfo zeigt F(x?-+y?) 
an, daß man x?+y? für z in der Funktion F(2) ſubſtituirt 
bat. Dan nennt folche Funktionen, melche fich bloß in der 
Bezeichnung der veränderlichen Größen unterfcheiden, auch ähn- 
liche Funktionen. 


$. 28. Es werde eine beliebige Zahl a genommen und das Polynom 

(1) durch x —a dividirt; es ſei der numerifche Reſt und kxa-"+-p/x22+ 
gs 3+,,.+t/ der dabei gefundene Quotient, Dieſer Quotient mit 
x—a multiplieirt und A hinzugefügt, muß nothwendigerweiſe den Di- 
vidend (1) bervorbringen. Die Rechnung gibt fofort: 
f(x) = Iy2 +p/ x2-I;Lg/ xı2L r/|xa-3, ... +t/ 
—ı | —ap| —ag a8’ 


x+R 
— at’ 
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Da wir nun ſämmtliche Glieder des Polynoms f(x) bier wieder 
erhalten müflen, fo wird der Faktor p von x! nicht anders als p/—ak 
fein, welche letztere Größe in dem Produfte cbenfalld der Eoeffieient von 
zei, chenfo hat man g=q/—ap/,r=r/—ag/... u=R—ar/, Durch Ver, 
fegung der negativen Glieder entſteht p/=p-+tak, ’=q-tap‘,r/=r+ag/,. 
R=u-+at‘(2), Diefe Gleichungen, welche fämmtlich von der nämlichen 
Form find, dienen dazu, nach und nach von einander die Eoefficien- 
ten p/, q/, r/,...ded Quotienten und den Reſt A abzuleiten: denn je- 
der diefer Eoeffleienten beftebt aus dem gleichftelligen Eocffieienten 
in f(x), vermehrt um das Broduft des vorhergehenden Eoefficien- 
ten mit a. Es mögen jetzt ein paar Beifpiele über dergleichen Rech⸗ 
nungsarten folgen: 

Bei der Divifion von 4x5—10x1+6x3—7x?+9x—11 durch s—2 

bat man den Quotienten Aax— 2x? +2x?—31+3 und den Reſt — 5, 
Nachdem Ax’, das erfle Glied des Quotienten, angefeut worden, 
fchreibt man 4><x2—10=—2, was den Eoeffieienten von x? gibt; der 
Eoefficient von x? iſt — 2x2+6=+25 ferner 2x2 —7=—3; 0, ſ. w. 

Nimmt man dagegen x+2 als Divifor, fo bat man Axi—10x3+ 
42,32—-91x+191...zum Quotienten und — 393 zum Reſt. 

Es laſſen fich übrigens die Eoefficienten auch unabhängig einen 
vom andern finden; denn eliminirt man fueceffive p/, q/....mit Hülfe 
der Gleichungen (2), fo fommt 

p—=ha+p, q’=hal+pa+g, —kat+padtgatr ..../ 

R ka" +par IL ga”? + raa3,,,+Ha+umf(a), 
Um alfo irgend einen Toeffieienten von der iten Stelle in dem Quo⸗ 
tienten zu erhalten, muß man die i erften Glieder von fCx) nehmen, 
a auſtatt x ſetzen und die fämmtlichen Gliedern gemeinfchaftlichen Po⸗ 
tenzen von a weglöfchen. Was den Reſt der Divifion anlangt, fo 
wird derfelbe aus dem vorgelegten Bolynom f(x) unmittelbar dadurch 
abgeleitet, dab man x—a feht, was f(la) gibt. Da num diefer Reſt 
verſchwindet oder nicht verfchwindet , je nachdem a eine Wurzel oder 
feine Wurzel der vorgelegten Gleichung f(x) So iſt; fo fieht man, 
daß das Polynom durch (x—a) ohne Reſt thbeilbar oder 
folches nicht wird, je nachdem a eine oder feine Wurzel 
der Gleichung f(x) =o if. 

Die bier oben angegebene Rechnungsweiſe iR ſehr bequem, um 
den Quotienten von f(x) durch x—a zu finden, desgleichen um an 
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erfennen, ob a eine Wurzel fei, emdlich, um das numerifche Reſultat 
der Subflitution einer gegebenen Zahl a an die Stelle von x in einem 
Polynom f(x) zu erbalten. 


$. 29. Wir wollen den Satz, dag jede Gleichung wenigſtens eine 
Wurzel haben muß, für völlig richtig annehmen, ein Gegenfland, auf 
welchen wir fpäter zurückkommen werden. Wir machen überdies k=1, 
was der Allgemeinheit nicht im mindeften Eintrag thut; weil fich die 
ganze Gleichung (1), ohne etwas daran zu ändern, durch k dividiren 
läßt. Iſt nun a eine Wurzel der vorgelegten Gleichung, fo if folche 
ganz einerlei mit(x—a) Q, wobei Q ein Polynom vom (n—1)ten Grade 
darſtellt. Iſt ferner b eine Wurzel der Gleichung Q==o, fo muß fich 
Q durch x—b ohne Reſt theilen laſſen; wonach 
Q=(1—-b)0/, f(x)=(x-a)(x—b)Q’. Iſt ebenfo c eine Wurzel non 

0, fo hat man O’—=(x—c)Q', flx)=(x—a) («—b) (x—c)Q”. 

Da die Grade der Quotienten fucceffive bei jedem zur Evidenz 
gebrachten Binomialfactor niedriger werden, fo fiebt man leicht ein, 
daß man nach (n—1) Dinifionen auf einen Quotienten (x—1) vom 
erſten Grad Fommen wird. Inter der Vorausſetzung, daß jede 
Gleichung eine Wurzel baben muß, wird fich alfo das 
Bolynom f(x) vom nten Grade in n Binomialfaktoyren 
vom erfien Grade zerlegen laſſen; d. h. 

fx)=(z—a)(x—b)(s—c),...(x—N). 

Diefe Gleichung tft identiſch; die Ungleichheit der beiden Glie⸗ 
der verfchwinder, fobald die angezeigten Nechnungen ausgeführt wer- 
den. Well f(x) Null wird, wenn man für x eine der Größen a,b,c..., 
fest, fo bat jede Gleichung f(x) = odes nten Grades n 
Wurzeln, welche mit entgegengefesten Zeichen genom- 
men, die zweiten Glieder ibrern Binomialfgttoren find, 


Anmerfung Es ik wohl zu merken, daß, wenn man fagt, 
a,b,c... feien die Wurzeln einer Gleichung, dieß nicht an- 
ders beißt, ald a, b,c... feien ſolche Zahlen, wovon jebe 
für fich geeignet ift, die Gleichung auf Nun zu bringen, wenn 
man in ihr jene Zahl ſtatt x ſetzt; nicht aber als hätten die 
Gleichungen x=a,x—b, x=c u. ſ. w. zugleich ſtatt, weil ſonſt 
a=b=c—=,,. fein müßte, 

$. 30. Wir wollen jetzt darhun, daß flx) nichts noch anf 

eine andere Art in einfache Faktoren (<a )(x-b)I(x—c/)... 
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zerlegbar iſt, wobet die Größen a, bb, &... alle oder 
mehrere unter ihnen von ⸗, b,c.... verſchieden find. 
Zu dieſem Behuf werden wir zuvörderſt zeigen, daß, wenn das 
Binom x — h das Produkt zweier in Bezug auf x ganzen und ra⸗ 
tionalen Polynomen A und B genau theilt, wenigftens eins diefer Bo- 
lhnome durch x—h ohne Reſt theilbar iſt. Wir nehmen an, daß, bei 
der Divifion von A und B durch x—h, man !die Quotienten A’ und 
B und die numerifchen Reſte «und 4 erhalten babe, oder 
A=A(zx—h)t+a, B=B/(zs—h)+ß,. 

Indem nun das Produkt AB gebildet wird, zeigt fich, daß s—h als 
gemeinfchaftlicher Faktor fämmtlicher Glieder, mit Ausnahme von aß, 
erfcheint. Die letztere Größe iſt aber eine Zahl, kann mithin nicht 
durch x—h tbeilbar fein, inſofern nicht einer der Reſte Null wird; 
woraus die Nichtigkeit unferer Ausfage erbellet. Dieß vorausge⸗ 
ſchickt, muß (<—a)Q, oder vielmehr Q durch x— a’ genau theilbar 
fein, weil fs—=(x—a)Q, und der Annahme zufolge f(x) durch x—a/ 
ohne Reit getheilt wird. Das nämliche gilt von Q’ in Q=(x—b)Q, 
u. ſ. f. bis zum letzten Faktor (<—1) herab, der, wegen feiner Nichte 
theilbarkeit durch x—a/, zeigt, daß das Polynom f(x) fich durch —a’ 
nicht ohne Reſt dividiren läßt. Wir find demnach zu folgenden Re⸗ 
fultaten gelangt: 

1. Jedes Polynom fx) if nur auf eine Art inn Binomiak 
fattoren vom erfien Grade zerlegbar; und jede Gleichung £lx)=o 
läßt nur n Wurzeln au. 

2. Zeder Bruch a welcher für x—a die Form — erhält, 
bat in feinen beiden Gliedern FCx), o(x) den gemeinfchaftlichen Faktor 
(3), der darin felbit auf irgend eine Potenz erboben vorkommen 
kann. Der wahre Werth des Bruches wird dadurch gefunden, daß 
man zuvörderſt die im Zähler und Nenner gemeinfchaftlichen Faktoren 
wegftreicht und hierauf x—a feßt. Der gefuchte Bruch wird dann end» 
ih, Nun oder unendlich, je nachdem x—a fich in beiden Gliedern 
auf der nämlichen Potenz vorfinder, oder x—a mit einem höhern Ex⸗ 
ponenten im Zähler oder Nenner behaftet iſt. 

3. Wenn zwei Gteichungen f(x) =o, al) =o bie nämliche 
Wurzel a beſitzen, fo haben fie x—a zum gemeinfchaftlichen Faktor. 
Die Gleichungen 2193—312—17x—30=0, 2?—371s—84—o haben x+3 
sum Faktor, der nach der Methode des gemeiufchafilihen Theilers 

U. Bd. 16. Buch, 
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gefunden wird. Das Zuſammenbeſtehen diefer beiden Gleichungen 
würde ungereimt fein, wenn fie keinen gemeinfchaftlichen Faktor bes 
fäßen. Wäre jener Faktor vom zweiten Grade, fo würden die Glei⸗ 
ungen zwei Wurzeln haben, welche der Aufgabe Genüge leiſteten, 
u. ſ. w. 

4. Dan kaun durch die Diviſion den Grad einer Gleichung 
am eben fo viele Einheiten verringern, ald man Wurzeln Tennt. 
Das Auffuchen der Wurzeln fällt mit dem der Binomialfaftoren zu⸗ 
fammen. Die Anzahl der Faktoren vom zweiten Grade der vorge 


festen Gleichung wird durch — —— ut 1) angegeben, weil man dieſelben 


dadurch erhält, daß man die gaftoren vom erſten Grade zu je zwei 
sombinirtz; die Anzahl der Faktoren vom dritten Grade der vorgeleg- 


ten Gleichung wird fin I; u, f. font, 


ß, 31, Da man die Gleichung 2? 4Pp qu.. +u=m=o 
als das Produkt aus einer Anzahl Faktoren (<—a)(x—b)x—c).... 
anfeben kann, fo werben die im $. 6 der niedern Algebra bewicienen 
Eigenfchaften im gegenwärtigen Fall in folgender Art ſtatt haben: 

1. Der Soeffictent p des zweiten Gliedes mit echte 
gegengefegtem Zeichen genommen, If die Summe aller 
Wurzeln a,b, cc... 

2. Der Eoveffirient q des dritten Gliedes If die 
Summe der Brodufte je zweier dieſer Wurzeln. 

3. Der Coeffieient r, mit entgegengefestem Zei— 
hen genommen, if die Summe aller Produkte von Je 
drei verfchiedenen Wurzeln: u. f. w. 

4 Das leute Glied drückt das Produkt aller Wur⸗ 
zeln aus, wenn der Grad der Gleichung gerade if, da 
gegen dieſes Produkt mit entgegengefehtem Zeichen, 
wenn n ungerade tft. 


Anmerkung Dan Fönnte Ieicht glauben, daß die bier ange 
gebene Eigenfchaft der Eoefficienten einer Gleichung ein Dit 
gel darbiete, die Wurzeln derfelben au befkimmen, indem man 
eben fo viele Gleichungen bat, als unbelannte Wurzeln vor- 
handen End, Allein man finder ſehr bald, daß die aus der 
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Elimination entflandene Endgleichung, welche nur noch eine 
der unbefannten Wurzeln enthält, der vorgelegten Gleichung 
völig ähnlich if, fo daß die Schwierigkeit irgend eine der 
Wurzeln zu finden genan die nämliche if, als x zu beflinmen, 


4. 82. Um die Wurzel x einer Gleichung (1) ſämmtlich hmal 


größer zu machen, feße man sen; woraus 
ky2 *— 1 n—23 t 
++ Ia+r..+24t0=0, un 
ky® + phy®-tT +gh3yr2, ... ihr! y-Fuh? = 0, 

Diele Rechnung läuft dahin ans, die aufeinander folgenden Glieder 
von Flx) bezüglich mit h’, hi, h?,.. ha zu multipliciren. Es iſt hier 
zu bemerken, daß, im Fall die vorgelegte Gleichung (1) Feine ge⸗ 
brochenen Eoefficienten bat, wovon fie jedoch ſtets mittelft der Reduc⸗ 
tion auf einen gemeinfchaftlichen Nenner befreit werden kann, die 


trandformirte Gleichung durch Kk theilbar ift und in y+-py7'+ 
gkya2+.... Fukei=o übergeht, wenn man h=k fest, d. h. 


x = macht. Um alfo die etwa vorhandenen Brüche aus einer Gleis 


hung wegzuſchaffen, bringt man fie auf einen gemeinfchaftlichen Nette 
ner und entfernt dann den Eoefficienten k des erſten Gliedes, indem 
man y=hx fett, eine Rechnung, welche offenbar darauf zurückkommt, 
die Eoefficienten vom zweiten Gliede an gerechnet, bezüglich mit 
u, hl, 12, ... keiz zu multipliciren. Es ſei 3. 3. die Gleichung 
+ — 1° 45x? —Ix— Io, Durch Multiplieation mit 12 hat man 
122? — 81? +10x2—9x—42=o Man fire jetzt x y, d.h. 
man multiplieire die Eoeffictenten 10, 9 und 42 bezichungsmweife mit 
12, 122, 12%; hierdurch kommt 
y?—8y3+ 120y?—1296 y— 72576 =o, 

Um die Wurzeln einer Gleichung hmal kleiner zu machen, fee man 
z=hy, d. h. man dividire die fueceffiven Eoefficienten durch h°, h}, 
b?,...h". Der vorige Caleul gab der Gfeihung größere Coefficien⸗ 
ten, während der zweite folche vermindert und zu dieſem Zwecke auch 
benugt wird, Im Fall fich die Divifionen nicht genau bewerkſtelli⸗ 
gen Yaffen, erhält man dabei gebrochene Eoefficienten. Es ſei die 
Gleichung x? — 144x= 10368; wird 2 12y gefeßt, fo finder man 
die einfachere Gleichung yP—y-==6. 

4* 
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$. 33. Sollen fänmtliche Wurzeln um eine und dieſelbe Größe i 
Peiner werden, fo fee manzs —=i+ry. Diefer Werth in die gegebene 
Gleichung (1) ſubſtituirt, gibt die transformirte Gleichung 

kli+y)® + pli+y)T+gli+y)"2...+tli+y) Fuo. 
Ohne uns bei der Entwicdelung der Potengen von it+y anfınbalten, 
ergibt fich aus dem bekannten Geſetze, welchem die Glieder der Rew⸗ 
sonfchen Formel unterworfen find, daß das nach deu ſteigenden Bo 
tenzen von y geordnete Polynom von dee Form if: 
A+By+Cy’+Dy?,... +? =05 
wobei A=fi, oder gleich dem vorgelegten Polynom, in weichem i 
Katt x gefent worden. B wird von A abgeleitet, wenn man 
jedes Glied des letztern durch den Erponenten von i 
multiplieire nnd dann den Erpyonenten um eine Ein 
beit vermindert. Die anf folche Urt bergeleiteten Funktionen 
beißen auch dDerivirte Funktionen und werden durch £! Ci) bezeichnet. 
Sans auf die nämliche Weile findet man C, Indem die Derinirte von 
B genommen und durch 2 dividirt wird; wonach C=i fi. Eben fo 
iſt D ber dritte Theil der Derivirten von C5 wonach D=.— fi, 
u. ſ. f. Wir willen alfo, wie wir die Eoefficienten fucceffio von ein⸗ 
ander herleiten Können, Auf diefe Art haben wir: 


firy, fir Ci+  Mih u tk =o, 


fimkie Hpiet gie, „+titu, 
fi—aki ( Ü)pire rn 2)gird+...+t, 
fi—n(n—1)iRr ra —1)(o—2)pr3+ ,..; 1 ſ. w. 
Um diefes. durch ein Beifpiel zu erläutern, wollen wir die Glei⸗ 


hung x? — 51?+3+-7=0o nehmen, und darin s=y+2 feben. 
Dan bat bier 


Sr? — sr? +47, fx=32?—10x +1, fls—=6r—10, Pls=6, 
Seht man 2, fo kommt fi=—3, fi=—7, 3fi=— +15 woraus 
—3—7y+y?+ y?=o, 

Sollen im Gegentheil ſämmtliche Wurzeln x um i vermehrt wer⸗ 
den, fo muß man x—=y—i feben, d. h. bier oben i mit — i vertanfchen, 


oder die ungeraden Potenzen von i mit entgegengefebtem Zeichen 
nehmen. 
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4. 34. Das in 6. 6. angeführte Verfahren gewährt beim Auf 
fuchen der Zahlen fi, Fi, zfrri.... einige Bequemlichkeit. Wir dis 
vidiren mithin fx durch <—i, dabei fein T der Quotient unde 
der numerifche Reſt; Hierauf dividiren wir T durch <—i, wobei U 
den Quotienten und u den Reſt darſtellt; ferner feien V und v der 
Quotient und der Reß bei der Divifion von U durd.z—i, u. ſ. f. 
Auf folche Art Haben wir 

k=Tk—i)+t, T=UG—i)+e, U=Vi—)4r, 8.1. w. 

Durch ſueceſſives Eliminiren von T, V,!.. entſteht 

fx—=t+ulki)+r(i—i)? +... t+ke—i); 

woraus erbellet, daB die Eorffieienten der transformirten Gleichung, 
deren Habelannte y=x—iift, die Reſte 8, u, v,..k unferer ſucceſ⸗ 
@ven Divifionen find. Da dem oben erwähnten Verfahren gemäß fich 
diefe Reſte reicht beſtimmen laſſen, fo erbäft die Rechnung folgende Date 
ſtellung, wie in nachſtehendem Beiſpiele zu erſehen if, wo y=x—3. 
geſetzt wirds 

Borgelegte Gleichung... 2x°— 7x:°—121?4 4x +129=0 
2 — 1 —15 —ÄA+ 6 
2 +5 0 — 41 
2 411 +33 
2 +17 

Trausformirte Gleichung. .. .2y°-+177° + 837 °—Aly+6=o 

Die erfte Linie 2,1, — 165, — 41 entfieht aus den — 
des erſten Quotienten T, die zweite Linie aus den Coefficienten des 
Quotienten U, die dritte ans denen von V; u. f. f. 

Jede Linie enthält ein Glied weniger ald die vorhergehende, Dad 
letzte Glied jeder Linie if der Reſt der Diviſion durch x—3, mithin 
t=6,u=—U, v=833...5 es find dieß folglich die verlangten 
Goeffieienten in umgekehrter Ordnung. Defters it i=1,d. h. man 
ſucht die transformirte Gleichung für den Fall, daf x-1=y; 
man bat alsdann bloße Additionen zu verrichten. 

Zwei Beifpiele hierüber: 





Kalte F........... 


13 _.12,?-41x—29=0 to —61? 2.72 —72+7=0 
1—t11 +80 +1 1 —5 +2 —5 +2 
1—10 +20 1 —4 —2 —7 
1-9 1-3 —5 

1-2 
v9? +20 + imo —-2- Sr’ 1yr2=0. 
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Anmerkung. Im Fall ĩ ein Bruch * iſt, geſtaltet ſich die 
Rechnung einfacher auf folgende Weiſe. Man ſetze 


/ 
1* er =yr’+h, x’ ey, 


Durch die Elimination von x’ und x’/ finder man x=y+ * 


Um alſo die trausformirte Gleichnng in y zu erhalten, ver⸗ 
richtet man ſucceſſiv die drei auf jene drei Gleichungen Be⸗ 
zug babenden Rechnungen: die erfie befiebt darin, dag man 
die Wurzel lmal größer macht; die zweite geist an, daß man 
die transformirte Gleichung in x—h daraus herleiten fol; 
die dritte endlich verlangt, daß die Wurzeln Imal kleiner wer⸗ 
den. Hiernach verführt man anf folche Art, wie folgendes 
Beifpiel lehrt, wo die transformirte Gleichung in x—} für 
bie Gleichung 25 — 51? +722— 4x +2=o gefucht wird. 


Coeffieienten . 2 2 2 20. 3 5+7— 44 3 
Potenzen des Nenner6 . »...- 1 309027 81 
Brodufteder übereinander ſtehenden 
Zahlen.2715 63 108 1 62 
121441— 264110 (0) 
Sao 2. 0 ee ed 2 7427-4 28 
2— 3+21 
Enefficienten der transformirten 
Gleichung n —2 . .„ . 2+ 1+421+ 28-+110 
Transformirte Gleichung in x—} rpm, 


Wir wollen noch bemerken, daß die Linie (a) durch die ver. 
ſchiedenen Potenzen von 3 dividirt, den Quotienten der vorge⸗ 
legten Gleichung dividirt durch x —3, welcher iſt: 2x3 — 1122 
7x—3, ſo wie den Reſt + vr liefert, der zugleich das Ne 
fultat der Gubſtitution von 3 anftatt x in der vorgelegten Glei⸗ 
Hung iſt. Diefe Nechnungsare wird vorzugsweife angewender, 
wenn 110 oder eine Potenz davon if. Um die transfor- 
mirte Gleichung in y=x—0,2 für die obige Gleichung zu 
finden, bat man 
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Produkte der Eoefficienten durch 
die Potenzen von 10 . „ .  2—50+700—4000-4-20000 
3—46-+-608—2784-+14492 
Faktor . © 2 0 0 ee 0] 2—42+524—1736 
2—38-+448 
Coefficienten der transformirten 
Steichung in «—2 . .„ „ 2—34+448—1736+14432 
Transf. Gl. in x’—0,2...27%-3,Ay®-+4,A8y?—1,736y+1,4432=o, 


4. 35, Die Subftitution von y+i flatt x in der Gleichung (1) 
kann auch dazu gebramcht werden, das zweite Glied einer Gleichung 
mwegzufchaffen, infofern man die willführliche Größe i auf gehörige 
Weife befiimmt. Man bat, wenn das Reſultat nach den fallenden 
Votenzen von y geordnet wird: 


by? nik | „tina | yr?,...+kia 


+p + n@—l)ip|..c.o.ret+piTT I mo, 
. ...... +gi? 
ie. 
Damit das zweite Glied verfchwinde, fee man nik+-p=o; woraus 
i — — F/ ı—=y— — 


Um alſo das zweite Glied aus einer Gleichung hinwegzuſchaffen, 
muß man für x die neue Unbekaunte y weniger dem Coefficienten des 
zweiten Gliedes, dividirt durch das Produkt des Coefficienten des 
erſten Gliedes aus dem Exponenten deöfelben, ſetzen. Es verfteht fich 
von ſelbſt, daß bier p und k ihre Zeichen beibehalten; das Zeichen — 
vor dem Bruche wird demnach in + verwandelt werden, wenn jene 
Zeichen verfchieden find. Die Summe der Wurzeln von y tft alsdann 
Null: man bar mithin fämmeliche Wurzeln um die nämliche Größe 
vermehrt in der Art, daß die Summe ihrer negativen Theile fo groß 
wie die der pofitiven geworden if. 

Es ſei 3.9. die Gleichung 2 —6r?+4r—7—=o, Die Regel 
gibt x—=y +2; und wenn man diefen Werth ſubſtituirt, fo erhält 
man für die gefuchte Gleichung yꝰ —8y —15-= 0. 

Es ergibt fich leicht, daß das zweite Glied von fx und der Coef⸗ 


fieient von k zugleich binmengefchafft wird, wenn man x * ſetzt. 
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Um ebenſo das dritte Glied der Gleichung wegzufchaffen, müßte 

man die Gleichung 
in(o—1)i?ik+(n—1)iptg=o 

anfftellen. Im Allgemeinen führt diefe Relation auf irrationafe oder 
imaginäre Wertbe von i, welche fich nicht mir Nutzen brauchen laſſen. 

Man würde das letzte Glied der Gleichung wegſchaffen, wenn 
man kia + pimi+,..„„.+u=o ſetzte; d. h. man müßte alddann die 
vorgelegte Streichung ſelbſt auföfen. Die transformirte Gleichung 
hätte im der That eine Wurzel gleich Null, woraus x=i. 


6. 36. Zwei noch andere gebräuchliche ZTransformationen find 
folgende: 

1. Dan ſetze = —y; durch diefe Umformung werden bloß die 
Zeichen der Wurzel geändert, d. h. die pofitiven Wertbe von y wer. 
den mit den negativen von x einerlei fein, und umgekehrt. 


2. Dan fete x= = Die Wertbe von y find die reciprofen 


von x, der größte der erfiern wird dem kleinſten von den zweiten 
entfprechen. Da für die Faktoren x,x?,x?.,. die Diviforen y‚y2,y?... 
eingeführte find, fo werden an die Stelle jener Faktoren die Größen 
ya-ı, ya@,,,. geſetzt, iniofern das Ganze mit yꝛ multiplicire wird. 
Diefe Rechnuug kommt alfo darauf zurück, neben die Eoefficienten 
die Potenzen von y in umgelchrter Ordnung von derienigen, in wel⸗ 
her die von x fieben, ansufchreiben; was fofort gibt: 

** 2 +— * +. + +u=o, woraus 

uy® Rt ckaptkpr imo, 

Bin man überdich den Coeffieienten u des erften Gliedes hin- 


wegſchaffen, ſo wird man =, d, h. 2* = feßen ; durch welche 
Umformung beide Bedingungen sugleich erfüllt werden. 


6, 87. Ueberhaupt heißt eine Gleichuug flx)=o transformis- 
sen, daraus eine andere F(y)=o herleiten, deren Wurzeln y zu 
denen von x in einer zwiſchen x und y gegchenen Relation ſtehen, 
Hz, „I)=o, Es handelt fich daher nur darum, aus diefer Gleichung 
mit Hülfe der vorgelegten x au eliminiren, eine Aufgabe, mit welcher 
wir uns bald befchäftigen werden. 
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4. 38. Eine obere Grenze der Wurzeln einer Gleichung f(x)=o 
beißt eine beliebige Größe, welche dieſelben fämmtlich übertrifft. 
Diefe Grenze würde Nun fein, wenn fein Glied von fx negativ wäre, 
weil unter folcher Vorausſetzung Leine pofitive Wurzel vorbanden if. 
Jede Zahl I, welche flatt x in fx ſubſtituirt, ein poſitives Reſultat gibt 
(das erfte Glied kx allemal mit dem Zeichen + verfehen gedacht) , iR 
eine obere Grenze, infofern jede größere Zahl als 1 ich in dem nämli⸗ 
hen Fall befindet, weil alddann jeder größere Werth als I der Gleichung 
nicht Genüge leiſten kaun. Wir wiffen, daß 


I 
— =, 22-13 . .. 2* 13 woran 


si =) (1)? H (1) +. +la—t)+t. 
Wenden wir diefe Formel auf jedes pofitine Glied von 
fx — x? + pri gs 2r...+uan, fo entficht: 








Ki)! + k|(x—t)ı2+k| (1)... .+k| (1) rk 
+p +Pp +P +Pp 
+4 +4 +4 








u. ſ. w. u.ſ w. 


Wir behalten die negativen Glieder unter ihrer urſprünglichen Form 
bei und ſetzen fie in diejenigen Columnen, wo x mit den nämlichen 
Exponenten behaftet iR. Ein Glied — sxb wird hiernach in die Co. 
lumne (x — 1) ab zu ſtehen kommen und der Coefficient daſelbſt Ck+-p-+q..) 
G—1)—s fein: der Faktor von (<—1) ſtellt die Summe der poſi⸗ 
tiven Eoefficienten, welche dem s vorbergeben, dar. Sol nun x 
einen Werth erhalten, welcher dieſes Glied negativ macht, fo muß 
notbhwendigerweife (k+p+rqg...I(x—=1)<s fein. Diefes negative 
Zeichen wird daher nicht mehr fatt haben, wenn man 
— 8 

—e .. 
ſetzt. Thut man das Nämliche mit jeder Columne, in der ſich ein 
negativer Coefficient vorſindet, und nimmt daun unter den auf dieſe 
Art gebildeten Ausdrücken CM) den größten I davon; fo iſt Far, 
daß x oder > 1 das ganze Polynom poſitiv machts 1 iſt folglich 
eine obere Grenze der Wurzeln von fx=o, Mau dividire dem- 


M) 
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nach jeden negativen Coefficienten von fx durch die 
Summe allerdemfelben vorbergebenden pofitiven; der 
größte von den auf ſolche Weiſe erhaltenen Brüchen, um 
die Einheit vermehrt, wird die obere Grenze der Wur- 
sein der Sleihung fx—o fein. 

Es fei die Gleichung Ax°—8x?--2313--1051? — 801 -—-11=o; 
man dividirt 8 durch A, bierauf SO durch A+23+105: der erfle von 
diefen Quotienten 2 ift der größte, mitbin find fämmtliche Wurzeln 
<2+1 oder 3. Läßt man in dem Nenner von (M) die Größen 


Pr Gr». weg, fo redueirt fich diefer Ausdruck aufx — oder > +7. 


Da man berechtigt ift, diefen Bruch größer zu machens fo fiebt man, 
daß der größte negative Eoefficient einer Gleichung, 
mit dem Zeichen -- genommen, und um 1 vermehrt, eine 
obere Grenze der Wurzeln abgibt, wenn man die Glei—⸗ 
chung durch den Eoeffictenten ihres erfien Gliedes dinidirt bat. Die 
fer Ausdruck ift einfacher und wird auf den bloßen Anblid der Glei⸗ 
chung gebildet; deßwegen erhält er auch jedesmal den Borzug, wenn 
es nicht gerade Zweck ift, eine engere Grenze gu wählen. Die fol 
genden Lehrſätze bieten eine vortheilbaftere Grenze dar. 


$. 39, Wir wollen nur das erſte Glied und die negativen Glieder 
von fx in Betrachtung ziehen, wonach ſtehen mag 
22 — Far- - Grs—Hun,,, (1) 


Es fei @ eine Zahl, welche flatt x geſetzt, dieſen Ausdruck poſitiv 
macht, oder 
wa rt Gau + —— (2), oder auch 


12 7 +2 +7 ..; 


wenn man das Same ur an dividirt. Es if Far, daß jede Zahl 
> a die nämliche Bedingung erfüllt. Da nun weder @, noch größere 
Zahlen als = das Polynom fx auf Null bringen können, indem or außer⸗ 
dem durch den pofitiven Theil von fx vermehrt wirds fo ſieht man, 
daß jede Zahl, welche das erfie Glied von fx größer als 
die Summe der negativen Glieder macht, eine obere 
Grenze if. 

Wir wollen feht aus der Relation (2) einen Werth für a ſuchen. 
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Unter den Zahlen YETG, vH, u... gibt es eine, welche die 
andere übertrifft; wir nehmen an, daß dieß die zweite fei, und fiellen 
fie durch i dar. Hiernach 


Fs=i>YFamd TH... woraus G=ir, F<i, HR... 
Getzen wir in (2) ie für G, if für F, ih für H...., fo erlangt der 
Theil rechts von dem Iingleichbeitszeichen einen größern Werth. Iſt 
nun aa größer als diefe letztee Summe, fo wird um fo mehr der 
Bedingung (2) Senüge gefcheben. Es handelt fich alfo darum, 


a>ft Le ir, 
zu machen. Dan kann bier felbft diejenigen Glieder hinzufügen, welche 
das Polynom ergänzen, was fofort gibt 
xu > BE + ne ....t ie, nämlich 
„a Si ‚x jn+I 
Unter der Berausfehung Voß x>i, if das letztere Glied negativ; läßt 


man daber dasfelbe weg, fo wird der zweite Theil größer. Hier⸗ 
durch erbält man 











m 


—, oder . 
x — i xl 


== jx8 


"— — oder iii oder 266. 





Das Doppelte der größten Zahl, welche man finder, in⸗ 
dem manansjedemmegativen Coefficienten eine Wurzel 
sieht, deren Brad durch die Anzahl der ibm vorberg« 
benden Glieder angedeutet wird, ift folglich eine obere 
Grenze der Wurzeln. 


Es fei die Gleichung zIi—2x’—20x2?--31— 110. Unſer erfier 


Lehrfag gibt 21 als Grenze, Nimmt man aber 72, 720,7 11, fo 
iſt die zweite dieſer Zahlen, nahe an 5, die größte, mithin iſt 10 
die obere Grenze. 


Anmerkung. Einige Schriftfieller fagen, daß, um eine obere 
Grenze der Wurzeln einer Gleichung gu erhalten, man für x 
eine Zahl I finden müſſe, welche das erfle Glied größer als 
die Summe aller Übrigen mache; was nicht richtig iſt, weil 
es beißen muß, größer als die Summe aller negativen Glieder. 
Nachſtehendes Beiſpiel wird die Richtigkeit dieſer Behauptung 
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zeigen. Die Zahlen 3 und A find Wurzeln der Gleichung x’+ 
3 — 30 x? —2x+168—=0, Macht man indeffen x=2, 3, was 
feine obere Grenze it, fo fiebt man, daß x? die Summe der 
andern Glieder übertrifft, nämlich 27, 9841->180, 167—163, 3. 


$. 40. Geben wir x—=1+yin fx, wo 1 eine beliebige Zahl be- 
deutet, fo entſteht, A+yfi-+iy2fi +... hye =o, 

Wählt man nun für 1 eine folche Zahl, daß fl, FI, FI, ..... 
ſämmtlich pofitiv find, fo wird Feine pofitive Zapf für y genommen, 
der letztern Gleichung Geuüge thun, weil die Eoefficienten diefer 
transformirten Gleichung lauter pofitive Zeichen haben. Die reellen 
Werthe von x werden folglich den negativen Werben von y=x—l 
entfprechen; daber 1>x. Jede Zahl alfo, welche anfatt = 
in fx und den derivirten Funktionen ſubſtitnirt, 9 
ſitive Reſultate gibe, ift eine obere Grenze von x, 

In unferm leuten Beifpiele find die derivirten Funktionen 


4x3 — 6x? — 40x + 3, 123? — 12x — 40, 24x —12, 


Da x==6 diefe fämmtlichen Bolynome pofitiv macht, fo iſt x<0, eine 
engere Grenze ald die oben gefundene. 


Wenn man erwägt, daß durch Vertanufchung von y mit —y bie 
Wurzeln der transformirten Gleichung ihre Zeichen ändern, mithin 
fämtlich pofitiv werden, die vorher negativ waren; fo kann man 
eine Bleichung f(x)—=o in eine andere F(y)=o, in welcher Feine ne⸗ 
gative Wurzel vorfommt, dadurch umformen, daß man <—=1—y 
fegt, wobei 1 eine obere Grenze der Wurzeln x if. 


Anmertung. Außer den drei oben angegebenen Verfahren, 
die obere Grenze der Wurzeln zu beflimmen, kann auch fol- 
gende Methode zu Äbnlichem Zwecke beuutzt werden, 

Es ſei s der größte negative Soeffieient, r die Anzahl der 
Glieder, die dem erfien negativen Eoefficienten vorbergeben. 
f(1) wird pofitiv, wenn Kr > Re +R/la- 1 +, ,TI+U, 
1 behält feine bisherige Bedeutung bei. Der Ausdrud zur 
Nechten des ngleichheitsgeichens if aber offenbar kleiner als 

at 
s(la-r +le-1., ,...+ 1)238 m, 
(Iet+7— 1) 


Macht man daher PK >s — / 


fo wird f ()) 


Bon den Bvenzgen der Wurzgeln. eu 





pofitiv. Diefe Bedingung wird erfüllt, wenn KOl—1)I"-! > 8 


genommen wird; was wieder fiatt bat, wenn 1Z1 +r 


Iſt ferner s/ der kleinſte Coeffictent von dem dem erften negativen 
Gliede vorhergehenden Coefficienten, fo if die Summe diefer 
r Glieder 


>i(aypbmig.. ), d. h. Dein m, 


Macht man daber diefen Ausdruck größer als den vorbergebenden 


art _.. 
Ausdruds Zen, fo ift der hierdurch bedingte Werth 


= * 8 
von 1 eine obere Grenze. Dam finder I > Y(i+ +). 


6. 41. Vertauſchen wir x mit — x in f(x), fo werden die po⸗ 
fitiven Wurzeln in negative umgewandelt und umgefchrt, während 
ihre numerifchen Werthe dabei ungeändert bleiben. Suchen wir daher 
nach diefer Veränderung die obere Grenze 1, fo liegen die negativen 
Wurzeln zwiſchen o und — 1’, und die pofitiven zwifchen o und 1, 
Auf diefe Art finden wir, dag in unferm leuten Beifpiele fammtliche 
Wurzeln zwifchen — A und +6 enthalten find. 


4. 42. Wird x= —in fx gefegt, fo erhält man eine Sleichung, 
deren Wurzeln bie reciprofen der vorgelegten find. Sucht man num die 
obere Grenze h der pofitiven Wurzeln von z, fo iſt Heiner als der kleinſte 


pofitive Werth vonz. Es feisder größte Coefſicient von denjenigen, die 
ein mit dem Zeichen der letzten Gleichung ks" +px "+... +u=o ent⸗ 
gegengefeutes Zeichen haben. Da num in der transformirten Gleichung 
uz2 +... +pz+k=o, infofern die obere Grenze genommen wird, 
z<1+—if; fo hat manx> 2, .  Zwifchen diefer letzten Zahl 
und 1 find alfo die pofitiven Wurzeln enthalten. Uebrigens laſſen 
fich nach dem oben Geſagten, engere Orenzen finden. Dasielbe gilt 
auch für die negativen Wurzeln. 


5. 43. Zudem wir bloß das erfie Glied und die negativen Glieder 
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von fx berü Afichtigen, haben wir 
kx? — Fat Ger ,,...=x2 (1 * 2. * ). 


Da wir nun einen Werthel für x kennen, der ein poſitives Reſultat 
gibt und mit jeder größern Zahl als 1 e6 diefelbe Bewandtniß bat, 
überdieß die pofitiven Glieder von fx die Größe kx® noch vermehren; 
fo erhellet, daß in jedem ganzen, rationalen, nach den fallenden Po⸗ 
tenzen von x geordneten Polynom fx durch immer zunehmende Werthe 
von x man bald zu einem folchen gelangen werde, welcher ein poſi⸗ 
tives Reſultat liefert, und über weichen hinaus die Reſultate poſitiv 
und fortwährend im Steigen begriffen End. Wenn das erſte Glied 
kz® negativ if, fo finder man, bei der Bergleichung desſelben mit 
den pofitiven Gliedern, auf ähnliche Art zunehmende und nega⸗ 
tive Refultate, Iſt endlich das Polynom nach Reisenden Potenzen von 
x geo duet/ wie ſa u tx P... P pxeet ꝓIar, fo bat man, wenn 


ı= — gefegt wird, — (uza + .... * k). Der Werth von z=], 
welcher dem Reſultat das Zeichen von u gibt, entfpricht dem Wertbe 
==, von dem Aehnliches in Bezug anf fx gilt. Es Laffen ſich 


alfo für jedes nach Feigenden ſowohl als fallenden Pu 
tenzgen vonxgeordnetes BolynomfxZablenfür x finden, 
durch welchedaffelbe numeriſcheWerthe erlangt, deren 
Borzeihen mir dem des Anfangsglicedes des Boly 
noms übereinkimmt. 


6. 44, Dan kann jederzeit eine Reihe zunehmender 
binlänglich nahe aneinander liegender Zahlen a, 8,Yı, 
fürxfinden, Damit die Werthe, welche das Polynom fx da 
durch erhält, fo nahe aneinander fommen, als man nur 
immer will. Wir nehmen gu dieſem Behuf zunächſt an, dag das Po⸗ 
lynom fx nur pofitive Glieder enthalte, und machen x=a uNd=—a-+i, 
Die Reſultate find fa und Gc+ifar+ifla+,.., deren Differenz 
ilfla +zifl’a+ ,...) iſt. Es handelt fich jebt darum, dem i einen folchen 
Werth beisulegen, daB diefe Differenz Feiner als jede angebliche Zahl 
h werde. Hier iſt alles pofitiv, und i fehr Flein und weniger als 15 
machen wir daher i=1 innerhalb der Parentheſe, fo wird die ver- 
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Iangte Bedingung erfüllt: man muß alfo Farin nehmen. 


Set man hierauf = (a + i)+i/ und verführt äbnlicherweife, fo 
wird man zu einem dritten Refultat gelangen, welches von dem zwei⸗ 
ten um weniger ald h verfchieden if; m. f. fe Im Fall das Poly 
nom auch negative Glieder enthält, wendet man das chen Geſagte 
auf die Geſammtheit der pofitiven Glieder an. Da nun bie abzu⸗ 
sichenden Glieder die Größe der Refultate noch vermindern, fo wer⸗ 
den diefe um fo mehr um weniger ald h von einander verfchicden 
fein. Weberträfe dagegen die Summe der negativen Glieder die der 
pofitiven , fo würde auf die erſtern die hier oben angeführte Schluß. 
weite ihre Anwendung finden. Alles die zufammengenommen, zeigt, 
daß, wenn man x allmälig wachfen läßt, die Werthe von fx con. 
tinnirlich (ſetig) find. 
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4. 45. Es ſei die vorgelegte Gleichung 
fs—hx, Hp?" +qx2-2,,.+tz+u=o(1l). 
Dieſelbe fann, wenn ihre ſämmtlichen Coefficienten 
ganze Zahlen find und k=i tft, Feine durch einen Bruch 


genan ausgedrädten Wurzeln haben. Denn fir, 


wo 2 einen foichen Bruch darftellt. Durch Subſtitution dieſes Werthes 


von x in fx entficht. 

aa pa n—tT 

he + he! 
oder, wenn man durchaus mit b® multiplicirt, 

ad + b(pa®-! + gba”?+. ..6 ku bet)=o, 
Der zweite Theil ift durch b theilbar, es müßte daher auch an es fein, 
was nicht möglich if, weil a und b Feine gemeinfchaftlichen Theiler 
haben. Setzt man mithiny=—hx und befreit fo das erſte Glied der 
Gleichung (1) von feinem Coeffieienten k ($. 35.), ohne daß die 
übrigen Coefficienten aufhören ganzzahlig zu fein; fo wird y feine 
Brüche zu Wurzeln haben. Die Werthe von x Feilen fih dage⸗ 
gen Kal ganze oder gebrochene Zahlen dar, je nachdem bie ganzen 
Burzeln von Vielfache von k oder Feine folche find. Das Auf 


+ .egptu=o, 
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fuchen der gebrochenen Wurzeln won x if folglich auf das der gan. 
sen Wurzeln der transformirten Gleichung in y zurückgeführt. Man 
fann die Gleichung fx=o, fobald ihre Wurzeln a, 6... gefunden 
find, ohne weiters, in ihre Binomialfattoren kK(x—a) (<— PB)... 
zerlegen. 


6.46. Nach 5.28 wird der Quotient der Gleichung (1) divi⸗ 
dirt mit x—a durch 


kant + p/s2? + q/xe3 + PR + r/z? + + r/ 
dargekellt, wobei man hat: ka+ p=p‘, ap +gq=g,....ar te 
=, , as Lit und Ref R=ar’+u, Hierans zieht man 


/ —qn/ 
ı=EZ, —_ p= I, .. 


s—s’ t— u—R 
— — sm — = 


Anſtatt unfere Gleichungen, wie früher gefcheben, zur ſucceſ⸗ 
fiven Auffuchuug von k, p/, q’, ... zu benutzen, kann man in um⸗ 
gefehrier Ordnung zu Werke geben, und t/, s/,... p‘, k mit Hülfe 
diefer letztern Formeln berechnen. Da man jedoch zu diefem Behuf 
den Reſt KH Fennen muß, fo eignet fich dieſes Verfahren nur für den 
Kal, in welchem a eine Wurzel it, weil man alddann R=o hat, 
inöbefondere aber, wenn a fo wie die Coeffieienten k, p, q, .... u 
der vorgelegten Gleichung ganze Zablen find. Aus der Divifion von 
fx durch x—a ergibt fich von ſelbſt, daß p/, q’, t’. .. ebenfalls ganze 
Zahlen find. Hieraus folge unmittelbar: 


1, a dividirt genan us die ganzen Werthe vonxtön- 
uendaber nur unter den Theilern des Leuten Gliedes u 
gefuht werden. 


2. a dividirt ohne Ref i—v, s—r,... endlich pp) 
d. 5. jeden Coefficienten der vorgelegten Gleichung, 
vermehrt um den Coefficientien, welcher bei der vorber- 
schenden Divifion gefunden wurde, 


8. DiefeQuotienten find, mit entgegengeſetztem Zei- 
hen genommen, die fuceeffiven Coefficienten des Ba 


Innoms fx dDinidirt Durch x<—a; der leute gedachter Quo⸗ 
tienten it — 1u. 
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A, Reifter irgend eine Zahl a den chen vorgetra 
genen Bedingungen Genüge, fo if diefe Zahl a eine 
Wurzel. 

Denn ſucht man nach dem im $. 28 angezeigten Verfahren den 
Dustienten von fx dividirt durch x—a, fo erbält man die obigen 
Zablen p’, q’... tr wieder und gelangt zum Reſt Null. 

$, 47. Die Methode, um die ganzen Wurzeln von fx—=o zu 
finden, tft biernach folgende. Man nimmt alle Theiler des letzten 
Gliedes u ſowohl mit dem Zeichen + als mit dem Zeichen —, und die 
Quotienten diefer Diviſionen; alddann unterwirft man gedachte Quo⸗ 
tienten den durch die obigen Gleichungen ausgefprochenen Bedingun- 
gen. Führt dabei einer der zu prüfenden Theiler auf feine gan- 
zen Quotienten, fo wird derfelbe als unbrauchbar weggelaffen, weil 
er keine Wurzel fein kann. Der verfuchte Theiler iſt in dem Fall 
eine Wurgel der Gleichung, in welchem — k als letzter ganzzabliger 
Quotient gefunden wird. Die Reihe der auf diefe Art erhaltenen 
ganzen, numerifchen Quotienten, mit entgegengefegten Zeichen genom⸗ 
men, gibt die Coefficienten v/, s/,.. . p/,k des algebraifchen Quotien- 
ten von fx, dividirt durch x— a, 

Da +1 als Divifor von u genommen jedesmahl ganzzahlige Coef⸗ 
fieienten Iiefert, fo erkenne man erft beim leuten Gliede, ob + 1 eine 
Wurzel if. Es iſt daher Fürzer, den Divifor +1 geradesu durch 
Subftitution zu verfuchen. 

Es fei 3. 3. die Gleichung 2x54+3x?—31x3+312—43x+ 210=0, 
Da 210=2,3,5.7, fo finder man als Theiler des letzten Gliedes 
210 die Zahlen + (1, 2, 3, 5, 6, 7: 10, 14....). Man erkennt 
zuvörderſt, daß die Zahlen +1, desgleichen die Faktoren, welche 
anßer den Grenzen —sund + 7 der Wurzeln liegen, der Gleichung 
nicht genügen. Die Rechnung läßt fich unter nachiichende Form an- 
ordnen, wo die zu befeitigenden Theiler mit dem Zeichen „ verfeben 
find, und man unterlaffen hat, die Summen und Differenzen, welche 
die Dividenden geben, hinzuſetzen. 

= 2356 — 2— 3— 5— 6— 7 
— t= 105 70 42 35 —105 — 70 — 42 — 35 — 30 
(3a =—!= 31 9, „+ 7 „+17 +13 ,» 


(+ 3-)ia=—g’= 17 A n —A nn 
(31 -Va=—p=— 79 +7 
(+ 3-p)a=—k = — 2—2 — 2 

11.8. 18. Bud. 6 
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«Die vorgelegte Sleichung bat daher nur die drei ganzen Wur- 
sen +2, +3 und —5. Die Coefficienten des Quotienten der Di- 
vifion durch 5 — 2 find die unter dem Divifor 2 ſtehenden Zahlen, 
wonach gedachter Quotient if 2x? + 7x7 — 17x? — 31x — 105, Di. 
vidirt man hierauf durch x — 3 und dann noch durch x + 5, fo ge⸗ 
fangt man zu dem Quotienten 2x2 +-3x +7. Diefe Gleichung if 
demnach das Produkt von den vier Faktoren <— 2, x— 3, x+5 und 
23? +3:+7. 


Zwei andere Beifpiele find: 


x3+-3x2—8x410=0 | 8x” 71?— 63x+ 36= 0 

a2 —2 —6 —i0 9 64 2 2— 2— 3—4 
{= —5 — —i 4 69 12 18-18 —12— 9 
ZZ, 2 n n» nnA7 mn +25 18 


—k = —1 28 N „ 


Kür die erfie Gleichung gibt der Faktor <+5 den Quotienten 
x3—2ı +2, 

Kür die zweite Gleichung verfucht man bloß die Diviforen von 
36, welche awifchen den Grenzen — 5 und + 10 liegen. Dan findet 
den Faktor <—3 und den Quotienten 8x? +17x—12, 


Anmerfung Wenn ein oder mehrere Glieder fehlen, fo er⸗ 
gänzen wir foiche, indem wir ihnen die Coefficienten Null 
beilegen, und verrichten die Rechnung wie gewöhnlich. Es 
diene die Gleichung “’—17xs—4=o als Beifpiel. 

Nachdem man fich überzeugt bat, daß die Werte + 1 und 
— 1 dieſer Gleichung nicht genügen, bildet man nach unferer 
Regel folgende Tabelle: 


aı= +2 +4 — 2 — 4 
vo— 2— 1 2 1 
v—17 = — 19 — 18 — 15 — 16 
s — )) )) » 4 
a+o= » „ N) 4 
= N) n „ — 1 
r+s= n v 0 


Dan finder alfo nur die einzige rationale Wurzel — 4. 
Dividirt man durch den Faktor x+4, fo entſteht die qua 
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dratifche Steichung 2 — 4x — 1 0, welche die beiden Wur- 
sein 2+7 55 liefert. 


$. 48, Nach der oben vorgetragenen Methode laſſen fich fol- 
gende Aufgaben löſen. 


I. Man foll eine mit drei Ziffern x, y, z gefchriebene Zahl N 
nach folgenden Angaben fuchen. Das Produft der Ziffern beträgt 
545 die mittlere Ziffer iſt der fechtte Theil von der Summe der bei- 
den andern; sicht man von der gefuchten Zahl 594 ab, fo befommt 
man einen Ref, weicher die nämlichen Ziffern wie unfere Zahl, aber 
in umgefchrter Ordnung enthält. 


Da N=100x + 10y—+- z, fo hat man 
ıyz=54, 6y=x+z, 1002+-10y +-ı=N — 594, 


welche letztere Gleichung fih auf — 2 S 6 redueirt. Durch Efimi- 
nation von y aus den beiden erſten eutſteht, x’z +x22=324; hier 
aus erfolgt, wenn man fürx feinen Werth z-+-6 einführt: 234-922 
+182=162, Nun find x, y, x ganze Zahlen, und unfere Regel 
gibt fofort z—=3, worauf x=9, y=2und N= 923, 


II. Man foll die Bafis x desienigen Zahlenſyſtems finden, im 
welchem die Zahl 538 durch die Ziffern (4123) ausgedrüdt wird. 
Man muß zu diefens Behufe die ganze und pofitive Wurzel der Glei⸗ 
hung Ax’+-1x?+2x+-3 638 fuchen; die Wurzel x if = 5, 
Dian vergleiche hiermit die Note 1 zur Arichmerif. 

Im Allgemeinen wird, wenn die Zahl A durch die n Ziffern 
a, b, c...i ausgedrückt ift, die Bafid x ded Zahlenſyſtems durch die 
Sleichung 
axi bxa2-cex23 ,,, . — A—i beflimmt, eine Gleichung, die, 
wie wir ſehen werden, nur eine pofitive Wurzel zuläßt, welche ganz- 
zahlig und >a, b, c.. . i fein muß. 


_ 9 
u. Es ſoll and der Gleichung (=) "-biiHächd_.., 


126 
12 


| (3 — 512-+- 3x + 3) log 3 == 3 log $, oder x? — 51? - I +3 = 
— 35 bieraus findet man x=2 und (3 +21), 


der Werth von x ermittelt werden. Wegen (Z)° = 


6 * 
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IV. Für die Gleichung 6x? — 19x13 -4-28x3— 18x +40 macht 

man x—=;y, was und gibt 
yt — 194° + 1687? — 648, -+- 864 = 0, 

Es find bier feine negativen Wurzeln vorhanden nnd die pofitiven 
find < 20. Da 864 25. 33, fo muß man die Diviforen 2,3, A, 6 ... 18 
verfuchen. Dan findet y=3 und A, und „?—12y + 72=0; endlich 
x—53, J) und AHT—1. Dan finder auf ähnliche Weile, daß 

625 + 15x° + 10x? — x —=x (x + 1)(2x-+1)(3x? + 3x — 1). 

$. 49. Hat das letzte Glied u viele Faktoren zwifchen den 
Grenzen der Wurzeln, fo sieben fich dergleichen Rechnungen in die 
Länge. Eine Merhode, diefelben abzufürgen, beſteht in Folgenden: 


Wenn a eine ganze Wurzel der Gleichung fx=o iſt, welche, wie 
der Quotient von fx dividirt durch x—a, nur ganze Coefficienten 
befist; fo hat man Q = * — einem Ganzen, welche Werthe 
auch x haben mag. Nimmt man nun für x eine belichige ganze Zahl « 
an, fo fiebt man, daß fa durch a —a ohne Reſt dividirbar if. Um 
alfo zu erfennen, ob ein Sheiler a des letzten Gliedes u eine ganze 
Wurzel fein kann, nehme man die Differenz zwifchen = und gedachten 
Divifor. Jedesmal nun, wenn a eine Wurzel if, wird jene Diffe- 
ren; die Größe fa ohne Reſt dividiren, d. b. diejenige Zahl, welche 
fih aus der Subftitution von « für x in fx ergibt. Jeder Divifor, 
welcher diefe Bedingung nicht erfüllt, if fofort als Nichtwurzel weg⸗ 
zulaffen; woranf das allgemeine Verfahren nur auf die übrigen Di- 
viforen von u angewendet wird, unter denen man von Neuem andere 
dadurch befeitigen kann, dag man die Zahl = Ändert. Da unfere 
Merhode verlangt, die Faktoren + 1 durch unmittelbare Subftitu- 
tion in fx au verfuchen, ob diefefben zu den Wurzeln gebören oder nicht; fo 
fennt man fchon die Wertbe von fa für — +1, und unfere Regel 
findet fofort ihre Anwendung, 

In dem erften Beifpiel des Paragraphen 47 muß man 9 Divk- 
foren zwifchen den Grenzen der Wurzeln prüfen. Nun gibt 51 
für fa den Werth 144 und für a — « die Werthe 1, 2, 4,5....3 
woraus fich bald herausſtellt, daß die Zahlen 2, 8, 5, — 2,— 3, —5 
die einzigen find, welche man der Rechnung zu unterwerfen bat. 

$. 50, Wir wollen jet die commenſurabeln Faktoren vom zwei⸗ 
ten Grade der Gleichung fx—o ſuchen. Es fei 2 -pı-+-gq einer 
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diefer Faktoren und x? --p/s73 —- .„...der Quotient. Hiernach 
bat man die identifche Gleichung 
k=( px -) (a2 pe get...) 

in welcher n unbefannte Eoeffietenten vorfommen. Wir verrichten die 
Multiplikation und feßen die Eoefficienten der nämlichen Exponenten 
von x in den beiden Theilen ($. 28) einander gleich, wodurch wir 
n Gleichungen erhalten. Eliminiren wir p‘, q/ ...., fo bleiben nur 
zwei Sleichungen zwifchen p und q übrig, und endlich nur eine Glei⸗ 
hung, welche bloß q enthält und vom z n(n—i)ten Grade if, 
Zahl der Combinationen zu je zwei der Binomialfaktoren vom erſten 
Grade. Diefe letztere Gleichung wird für q wenigſtens cine com⸗ 
menfurable Wurzel liefern, weil font fx Feinen rationalen Faktor 
vom zweiten Grade haben würde. Hat man q gefunden, fo gibt 
eine Gleichung zwiſchen p und q die andere Unbekannte p, und un⸗ 
fer rationale Faktor x? +pxtg wäre beſtimmt. 

Für das Beiſpiel »+—3x?-12x+5—=(x?+p’x+g)(x?+p/x+aq/) 
hat man p+p/=o, Hpp + =—3, piatpf =— 12, a > 5. 
Die beiden erſten Bleichungen geben die Wertbe von p’ und q/, 
welche, in die beiden andern ſubſtituirt, liefern 


2pgq+3p—p?=12, Q+q(3—p?)+5=o, 
Durch Elimination von q findet man p® — 6p!—11p?=144 5 hieran 


p>3 und — 3, fodann q>=5 und 1. Die gefuchten Faktoren find 
folglich (a? +3x+5)(x?—3ı+1), 
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4.51. Iſt fs — (x —a) («—b)I(x—c)(x—d).... (A), ſo 
kommt in dem Polynom fx der Faktor (x—a) pmal, jener (x—b) 
gmal vor, und man fagt, die Gleichung fx = o hat p Wurzeln =a, 
q Wurzeln=b. Ed handelt fich jetzt darum, fich zu verfichern, ob 
eine gegebene Gleichung auf die obige Form (A) gebracht werden 
fann, Wir nehmen zuvörderſt an, daß p=g=i ſei. Da die Glei⸗ 
hung CA) zu den identifchen gehört, fo kann man auf beiden Gei- 
ten y+x flatt x feben. Es entficht dadurch, wenn man auf der lin- 
fen Seite entwidelt, 

fx + yl!x + iy?fx,...=(y+x—a)(y+x—b)(y+2r—c) ...; 
wo f’x die derivirte Funktion von fx, dDesgleichen f’’x die von Fix if... , 


70 Von den gleihen Wurzeln. 


mirbin bekannte Polynome find. Der zweite Theil hingegen beſteht 
and Faktoren, welche füämmtlich y zum erſten Glied haben; das Pro- 
dukt bat mithin die im 6. 6 angegebene Form, d. h. der Eoefficient 
von ya-ı iſt die Summe der zweiten Theile x — a, x — b, ...; die 
Eoefficienten von ya, yP3.... find die Summen der Produfte zu 
je 2, zu je 3.... diefer Binome. 


Alſo: 1. fx if das Produkt aller diefer Binome, oder die 
Öleichung (A). 


2, ſex if die Summe ihrer Produfte zu m—1 und n—1 genom- 
men, welche man dadurch erhält, daß man in dem Produkte (A) 
jeden einzeln Binomialfaktor fueceffive wegläßt und ſämmtliche Re 
ſultate addirt. z fx if die Summe der Produfte zu n—2 und n—2 
genommen, u.f, f. Dieb vorausgefchidt, wenn p=1, fo fommt 
in fx nur einmal der Faktor x—a vor; fämmtliche Glieder von f/x 
enthalten gleichfalis diefen Faktor, mir Ausnahme desienigen Glie⸗ 
des, in welchem er weggelaffen worden, nämlich, R= (x—b)(x—c)... 
Demnach ift fx von der Form R+(x—a)Q, ein dur x—a nicht 
genau theilbarer Ausdrud. Das, was wir von dem Faktor x—a ge- 
fagt haben, läßt fich vollfommen von den übrigen ungleichen Fak⸗ 
toren von fx bebaupten. Hat folglich Das Bolynom fx feine 
gleiche Faktoren, fo haben fxund Fx feinen gemein- 
fhaftlihen Theiler Wenn aber (A) den Faktor (x—a)P ent- 
bält, fo muß man, um dad Polynom F’x zu bilden, aus fx nach und 
nach jeden der p Faftoren x—a weglaffen, wonach ſich (x—a)P-! ale 
Faktor von p gleichen Gliedern berausftellt; ferner muß man jeden 
der übrigen Faktoren —b, x—c... ſucceſſive wegftreichen, was Re⸗ 
fultate Liefert, in denen fämmtlich (x—a)P als Faktor erfcheint, Alle 
Glieder werden daher durch (x—a)r-! genau tbeilbar fein, während 
ibre Summe folches nicht durch (x—a)r it. Man ficht hieraus, daß 
fx und fx den Ausdrud (x—a)p-! zum gemeinfchaftlichen Theiler 
baben, Wiederholt man diefe Schlußmweife für die andern gleichen 
Faktoren (x—b)t, fo erfennt man leicht, daß, wenn fx gleiche 
Faktorenbeſitzt, alsdann die BRolynomefx und Fxeinen 
gemeinfchaftlihen Theiler Haben, welcher das Produkt 
allerdiefer gleichen Faftoren ausmacht, von denen j% 
der jedoch auf eine um einen Brad niedrigere Potenz 
erhoben ift, ald in dem vorgelegten Bolynom fx. 
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Iſt alfo eine Gleichung fx=o gegeben, fo bilder man die deri- 
virte Funktion fx und fchreitet alddann zur Auffuchung des gemein- 
fchaftlichen Theiles zwiſchen fx und f/z. Iſt ein folcher nicht vorban- 
den, fo befigt die vorgelegte Gleichung feine gleiche Wurzeln. Gie 
bat dagegen deren folche, wenn man einen gemeinfchaftlichen Theiler 
F findet, welcher zwar auf die Form 


F=(x—a)P!(x—b)r! m... 


gebracht werden Tann, fich aber unter der eines Polynome darſtellt. 
Dividirt man nun fx durch F, fo wird der Quotient q mit dem Pro- 
dufte fämmtlicher, von den Exponenten befreiten Faktoren von glei- 
chem Werthe fein, oder 


q=(x—a)(x—b) (x—c)(x—d).... 


$. 52. Es fein a, Br, Y . . . die Produkte der Binomialfakto- 
ren, welche bezüglich auf die erfte, zweite, dritte, ... Potenzen, wie 
fosche in fx vorfommen, erhoben find, fo daß man bat fx=ul.8:.,3.8', €... 
Wir bezeichnen durch F den größten gemeinfchaftlichen Theiler zwi⸗ 
fchen fx und ſix, ferner durch Gden swifchen F und F’, durch H den 
zwifchen G und G’, u. f. f.; endlih durch q, r, st, .... die vol. 
ftändigen fucceffiven Quotienten jedes gemeinfchaftlichen Theilers durch 
den darauf folgenden, nämlich: 


k=ol,ß, 2,8... ,gyqmaßByd,2.....,a=o 


‘ rFr= B. y:,0.8,,.,.‚r= B. y. I... 39 ß—=0 
G= y. 2,28, ,,...,s= IE. Y 0 
H= 6. 2.,..‚,t= Ö,&,,...,,9=0 


u. ſ. f. D . ® + 0 e 


Indem jegt jeder der Quotienten q, r, s... durch den darauf 
folgenden dividirt wird, finder man zu Nefultaten die abgefonderten 
Faktoren ao, B, 7... , jeden auf der eriten Potenz erhoben. Wenn 
in fx irgend ein Faktor, z. 3. 8, fehlen follte, fo läuft dieß dahin 
aus, B=1 zu fegen, wodurch rs und der entfprechende Quotient 
— 1 entficht, mas die Abwefenbeit der Faktoren von zweiten Grad 
anzeigt. Die dabei zu verrichtende Rechnung wäre demnach folgende: 

Jedes der Polynome aus der erfien Columne if der gemeinfchaft- 
liche Theiler zwifchen dem vorbergebenden und feinem derivirten, das 
fo weit fortgefegt, bis man zu demjenigen M gelangt, welches mit 
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feinem derivirten M’ nur 1=N ald gemeinfchaftlichen Theiler hat; es 
find dieß die Teuten Polynome gedachter Columne. Hteranf dividirt man " 
jedes dieſer Bolynome durch das nächfifolgende, mas uns die voll- 
fändigen Quotienten q, r, s,....M gibt. Endlich dividirt man noch 
jedes der Ieutern durch das nächſtkommende; man erbält alddann gu 
vollftändigen Quotienten Functionen von x, welche die abgefonderten 
Produkte der verfchiedenen Gattungen der Faktoren vom erfien, zwei⸗ 
ten, dritten... Grade bilden, jeden derfelben jedoch auf den eriten 
Grad reducirt. Das Polynom M, welches mit M’ nur die Einheit 
als gemeinfchaftlicher Theiler bar, ift dad Produkt der Faktoren, die 
tn fx mit dem höchfien Exponenten bebafter find. Finder man einen 
der Quotienten q, r, 8... gleich dem darauf folgenden, fo zeigt der 
Quotient Eins die Abweſenheit des Faktors von der entfprechenden 
Drdnung in fx an. 


Wir wollen jet zur Erläuterung diefer Wethode einige Beiſpiele 
durchführen: 


I. Es fi ſxû 38—-x 442 — 4x? +4 — 4; hieraus 
fx = 5x? — 4x3 + 12x? — 8x + 4, welche 


F=x?+2 zum gemelinfchaftlichen Theiler haben. Es if ferner F’ 
= 22, woraus der gemeinfchaftliche Theiler G= 1 folgt: ‚die erfte 
Columne tft mirbin bier gefchloffen. Indem wir zur zweiten Columne 
übergeben, gibt fx, dividire durch FE den Quotienten 


q=xr?—ı?+2x— 2; ferner r=x?+2, 


Bei der Divifion von q durch r bat man —x — 1, B=r’+2, 
woraus folgt, daß fx — (x — 1)(x?+2)2. 


Anmerfung Die etwas langwierige Auffuchung des gemein- 
fchaftlichen Theilerd wird durch folgende Regel, welche fo- 
fort den Reſt der Divifion von fx durch f’x gibt, abgekürzt: 
Man multiplicire nämlich den Coefficienten von fx, vom drit- 
ten an gerechnet, mit 2, 3, 4... mal dem Eoeffictenten des 
erften Gliedes von x; multiplicire. ferner den Eoefficienten 
von f’x, vom zweiten an gerechnet, mit dem Kocfficienten 
des zweiten Glicdes von fx; ziche alddann diefe Produkte, 
je zwei und zwei, von einander ab, und man erbält die Coef⸗ 
fieienten des Reſtes vom n—2ten Grade. 
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Bee Birth A, 

= + — 4 +12—8+ 4 

Produkt v. fx mit 410, 15,20,25 ,. . „+ 40 — 60+80-—100 

Produkt von fx mit—i. + 4—12+8— 4 

Unterfhide 2: 2 0 2 0 ++ 36 — 48+72— 96 
Mei der Divifion (nach Hinweglaſſung 

des Faktors 12) . - » 2. 34? 65 8 

Wenn das zweite Glied in ii feble, fo iſt der fubtraktive 
Theil Nun und die Regel redueirt fih auf die Multiplikat ion 
der Coefficienten von fx durch 2, 3, 4... 

Es ſi....... Keintror—3crttiiit 4 

fxs= +12+0 —70 +44 
Produkt von fx mit 2, 3, 4 . 0 ı v0. —70 +132+16 
Hiernach der Reſt der Divifion . .» » » 35x2—66x— 8, 
wenn man den gemeinfchaftlichen Faktor — 2 wegläßt. 

Wird die Rechnung vollendet, fo findet man x — 2 ald ge⸗ 
meinfchaftlichen Faktor und das vorgelegte Bolynom = (x—2)? 
(3x?+12x+1), 

Die eben angeführte Regel wird dadurch bewielen, daß man 
die Divifion von kx= + prai+gqum2,,,. durch mkxm!+(m—1) 
pxm-2,.,. bewerfftefligt, nachdem man zuvor den Dividend mit ml 
multipliciet bat, um einen gauzzahligen Quotienten zu erhalten. 
1. Kk=x°+4°—3x?7—161?+11x2+12x—9;5 


hieraus F/x=6x5+20x°—12x3—48x24+22x+12, Der gemeinfchaft- 
liche Theiler 


F=x3 +22 — 5x +3, woraus 31? + 2x— 5. 


Der gemeinfchaftliche Theile G=x — 1; hiernach G'=1 nd H-1. 


im. die zweite Columne zu bilden, dividire man fx durch F,F 


durch G, G durch H. Um die dritte gu erhalten, dividirt man q durch 
r, and r durch s. Dan findet fo 


gar? +3722 —ı—3, x? +2:—-3, s=ı—1; endlich 
o=ı+1, B=3+x, y„=ı—1, und 
fs=(x+1)(x4+3)%x—1)°. 

m. Für fs—x+—4x3416x—16 bat man Px—4r?—122’4+16, und 
F=x2--4x+ 4, qamx’—4, o=—x-+2;, 

G=1—2, — —2, B=A, 

H=1, s—ı—2, x2: endlich 
fx—(x+2)(x—2)3, 
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IV. Für (mut 2x7 453209 225=9x4421 2x wi 530x108 iſt, 
Feyste7s34+13224+ Ixe18, gartesıd +60 t Höre, ame 
G=ı=3, r=rde4s2+x +6, Bstmuxrml, 
H=1, s=ı=3 y=ı=3; mithin 
fs=(x—1)(x—2)? (x+1)? (x—3)®, 


V. Für fx=x—6x!—4x3+9x’+12x+4 hat man 
F=xt+x?—31x’—51— 2, q=ı’—ı—2, a1, 


G=x’+2:+1, x? —ı—2, B=ı-1, 
H=x+i, s=ı+1, y=l, 
J=i, t=ı+1, d=x+41; woraus 


fx—=(x—2)2 (x+1)*, 


Um fich zu verfichern, ob eine ganze Wurzel 2mal, Smal... vor- 
fommt, ift es hinreichend, die Diviſion durch x—a mehreremal hinter 
einander nach dem im $. 28 gegebenen Verfahren zu verfuchen. Dan 
unternimmt indeſſen diefe Rechnung nur in dem Fall, in wel- 
chem die Eoeffieienten in umgekehrter Ordnung genommen, durch 
ai, ai-ı, ai2,.. ohne Reit dividirbar find, wobei i den Exponen- 
ten von x—a in fx darftellt. Es iſt dies eine unmittelbare Folge 
von dem, daß ai das leute Glied, und aiı, ald Wurzel der dert- 
virten Gleichung, das vorletzte Glied von fx theilen muß, u. f. f. 


Anmerkung. Jede Gleichung, deren letztes Glied und der 
Soerficient des vorlegten Primzahlen unter einander find, 
fann demnach nur lauter ungleiche Wurzeln baben, 


Bon der Elimination. 
$. 63. Ed feien A, s, B, b,.... Faktoren von y; umd 
z Axm + BT, .,..; Tea tb... . 
zwei Bolynome, von denen verlangt wird, dag man fie durch Paare 
sufammengeböriger Werthe für x und y gleichzeitig auf Null bringen 
fol. Um fich zu verfichern, ob 8 ciner von den Werchen iſt, welche 
y haben kann, machen wir y=ß: unfere Polynome Z und T enthal- 
ten dadurch nur noch x und müſſen fich für den nämlichen Werth « 
von x auf Null redueiren, fie baben daher x—a zum gemeinfchaft- 
lichen Faktor. Man fuche demnach den gemeinfchaftlichen Theiler 
D; die Sleichung Do liefert fofort die Werthe von x, welche in 
Verbindung mit den zugehörigen Werthen von y=ß den beiden 


⁊ 
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GSleichungen Z=o uud T—o genügen. Iſt der in Frage fiebende 


Theiler nicht vorbanden, fo fann 8 fein Werth von y fein. Dan 
muß alfo auf die Polynome Z und I das im $. 11 der niedern Algebra 
angegebene Verfahren des nemeinfchaftlichen Theilerd anwenden, alt 
ob y befannt wäre, und dich Verfahren fo lange fortfeken, bis man 
zu einem Reſte Y gelangt, der bloß noch eine Funktion von y if. 
Sehen wir aljo diefen Reſt Y gleich Null, fo wird man eine Glei⸗ 
hung erhalten, deren fämmtliche Wurzeln die geſuchten Wertbe von 
y find, indem folche einen gemeinfchaftlichen Theiler zwiſchen T und 
Z zur Folge haben. Die Gleichung D=o wird, wenn man nach 
und nach darin für y die ans der Finalgleichung gefundenen Werbe 
ſetzt, die correipondirenden Werthe für x liefern. Wir .wollen dich 
gleich noch deutlicher machen. 


Es ſei m=oder >n, Wir dividiren Z durch T, muftipliciren 
Dabei, infofern dDieß zur Vermeidung der Brüche erforderlich fein 
ſollte, Z mit einem paffenden Faktor M, damit A M durch a genau 
tbeilbar werde; im Allgemeinen it M eine Funftion von y. Be 
zeichnen wir durch Q den ganzen Quorienten und durch A den Ref, 
welche beide Funktionen von x und y find; fo haben wir 

MZ=QT-+HR.....(i) 

Diefe Gleichung ift identifch , enthält weder Brüche noch irra⸗ 
tionale Größen; alle beliebige Wertbe für x und y fubftituirt, leiſten 
ihr folglich Genüge. Geben wir x=a, y=ß, von denen wir 
annehmen, daß es geeignete Wertbe find, um Z und T auf Null 
au bringen; fo werden dieſe Werthe auch R gleich Null machen. Es 
werden ferner diejenigen Werthe von x und y, welche die Polynome 
R und T auf Null bringen, auch MZ=o, d. h. entweder M=o 
oder Z=o geben. Die Auflöfung des Syſtems Q=o und AR=o 
fommen alfo auch entweder dem Syſteme Z=o und T=o, oder dem 
Syſteme M=o und T>o zu; und umgekehrt. Wenn man folglich 
anftatt der Gleichungen Z=o, T=o die Bleichungen T=o, R=o 
behandelt, fo wird man alle gefuchten Wurzelpaare erbalten, überdieß 
aber auch die der Aufgabe fremdartigen Auflöfungen, welche M=o 
and To geben. Uebrigens gefaltet fih das Problem einfacher, 
obfchon es dieſe fremden Auflöfungen zuläßt, weil der Grad von R 
weniger ald n beträgt. 

Wir dividiren ebenfo T oder vielmehr MT durch R, wobei 
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M’ der durch Erzielung eines ganzen Quotienten Q’ eingeführte Fat. 
tor ift, und haben, wenn R’ den Reit darftellt: 
MT=SQOR+R,....() 

Ans dieſer Gleichung folgt ebenfaus, das alle sufammengebörige 
Werthe von x und y, welche T und R Null machen, auch R’=o 
und R—o geben. Es enthalten mithin die letztern Bleichungen die 
fämmtlichen geſuchten Auflöfungen, dabei werden fie aber noch jene 
des Suftemd Mo und R=o in fich fchließen. Behandelt man da- 
ber die Gleichungen Ro, R’=o anflatt der vorgelegten, fo bat 
man alle gefuchten Auflöfungen, zugleich aber auch die fremdartigen 
Anuflöfungen der beiden Syſtene M—o, T=o und M—=o, R=o, 

Wir dividiren ferner M’R’ durch R': woraus 

M"R=Q’R+R....(3) 
Wird diefe Rechnung des gemeinfchaftlichen Theilers zwiſchen Z und 
Toauf ſolche Art weiter fortgefeut, fo fiebt man, daß das Null 
machen zweier anf einander folgender Reſte nicht nur die fämmtlichen 
verlangten Auflöfungen, fondern zugleich auch jene, welche einem 
der eingeführten Faktoren und dem entfprechenden Divifor genügen, 
in fich fchließt. Die Grade der nach und nach entfichenden Reſte 
werden in] Bezug auf x immer niedriger, fo daße eman zuletzt auf ei- 
nen Reft Y kommt, der Feinx mehr enthält. Iſt mV der bierber- 
gehörige Dividend, und D der Divifor, der im Allgemeinen vom erſten 
Grade in Bezug auf x fein wird; fo bat man 

mV=-Dqa+Y..,.. (4), woran 

D= o, Y7=o,. (5); 
welche Gleichungen alle gefuchten Auflöfungen, zugleich aber auch 
jene in fich ſchließen, welche die eingeführten Faktoren und die ent- 
fprechenden Diviforen auf Nu bringen, nämlich M und T, M’ und 
R,M'ıwR,nf, f. 

Die Unbekannte y fommt allein in der Sinalgleichung Yo vor, 
deren fämmtliche Wurzeln man zu beflimmen und folche alsdann in 
D=o zu fublituiren bat, um die correfpondirenden Werthe von x 
zu erbalten. Es bleibt ung jetzt noch übrig, die Wurzeln der Glei—⸗ 
hung Y=o, welche dem Syſtem Z=o, T=o fremd find, zu bes 
feitigen. 

Anmerkungen. 1. Das oben auseinander geſetzte Verfahren 

bat alfo zum Zweck, anflatt des Syſtems der vorgelegten 
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Bleichungen ein anderes vollfommen gleichgeltendes, jedoch ein- 
facheres Syſtem aufzufinden, kurz zuletzt ein Syſtem von Glei—⸗ 
chungen zu erbalten, von denen die eine YO nur noch eine 
Unbekannte in fich fchließt, in der Art, daß gedachte Glei—⸗ 
chung genau oder wenigſtens näberungsweife aufgelöft werden 
kann, und die andere im Allgemeinen die Form Kx + L=o 
bat, wo K und L bloß noch Funktionen von y find. 


II. Unſere obige Schlußweife bat nur infofern Gültigkeit, 
als die fämmtlichen Duotienten in Bezug auf x und y gan 
find. Denn es ſei z. B. Z= + R, wo y in N, hingegen 
x und y in Q vorfommt. Machte nun ein Werth von y, der 
zu dem Syſtem Z—o und T—o gehörte, auch N gleich Null; 


fo würde man baben da = rd weicher Ausdrud Null, end⸗ 


Lich oder unendlich fein Tann, Für den Fall, daß u end. 


lich oder unendlich ift, läßt fich alſo nicht mehr folgern, daß 
R verfchwinde, da es ebenfalls endlich oder unendlich fein 
muß, 

III. Kine algebraifche höhere Gleichung zwifchen x und y, 
beißt vom mten Grade, wenn die Summe der Erponenten von 
x und y in jedem einzelnen Gliede die Zahl m nicht überſteigt, 
und wenigſtens in einem Gliede erreicht. 


IV. Sind die Grade m und n einander glei, fo wird 
M-.a oder bloß ein Faktor von a fein, welcher in A nicht 
vorfommt. Für den Fall, daß m=n + 1, wird Mdas Qua—⸗ 
drat von a oder das des gedachten Faktord fein; für m—n-+2 
wird M der Cubus von a fein, m. f. f. Auf diefe Weite if 
man der Mühe überhoben, jedesmal die Partialrefte von neuem 
zu multipliciren, und man gelangt zu einem leuten Reſte, im 
welchem fich x böchitend anf dem (n—i)ten Grade befindet. 
In dem Fall alfo, wo m—=n+1 und M=a}, iſt der Quotient 

Q=Asx+(aB-Ab)-a(Ax+B)—Ab, 
Sept man unmittelbar diefen Ausdruck des Quotienten au, 
multiplieiet ihn hierauf mit T und sicht das Reſultat von 
a2Z ab; fo verfchwinden die beiden erften Glieder und man 
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erhält auf der Stelle den Reſt R. Die bier gegebene Regel 
erhält eine Modifikation, infofern bei T dad zweite Glied fehlt 
oder a ein Faktor dickes Gliedes if: denn es reicht alsdann 
bin, Z bloß mit a anftart mit a? zu multipliciren, wenn m = 
n+1 if. 


Beifpiele: 1. Es ſeien die Gleichungen 
2x? — y?+1=o0, 2 —3ıy+y’+5=0 

Bei der Divifion des erften Polynoms durch das zweite erhält man 
den Quotienten 2 und den vom Faktor 3 befreiten Reſt D=2xy—y?—3. 
Multiplicirt man bierauf den Divifor durch Ay? und dividirt dann 
durch D: fo erhält man den Quotienten 2xv—5y?+3 und den Ref 
Y=—y!+8,2+9. Derſelbe annullire und y2=z gefebt, gibt 
22282 +9; woraus z=9 und — 1, mithin „+3 und LY—1. 
Subſtituirt man endlich in D die für y gefundenen Werthe, fo bat 
man die correfpondirenden Wertbe = +2 und +Y—1. 


IL Für die Gleichungen x +2xy—3y’+1—n, x?—y2=n findet 
man den erfien Reſt D=2xy—2y?+1, und deu zweiten Y=4y?—1; 
hieraus =—ı=+; 


11. Die Gleichungen x?-+Px-+Q—=o,x?+px+qa=o mo P, Q,pıg 
Sunftionen von y find, geben 


(P—p)x+Q—4=0, (Q—q)?+g4(P—p)?=p(Q—qI(P—p). 


IV. Für die Gfeichungen x?+x2—ıy’—y?=o, 2x2 —i(4y—1)— 
2,2--y==o findet man ald erfien Reſt D=(16y2—2y-+1)x+8y°—6y?—y, 
Nachdem man den Divifor durch (16y’— 2y+1)2 multiplicirt bat, 
findet man nach feiner Divifion durch D die Finalgleichnung . . . 
32y%(4y®—12y2 + 3y+1)—=o, Hieraus ergibt fi) 1—o und 3; man 
vermindert hierauf ihren Grad und findet y-4(5+.7°33). Endlich 
gibt D die entfprechenden Wertbex—o, si und — 1, 


§. 54. Mir wollen jebt die Modififationen, welche die Methode 
des gemeinfchaftlichen Theilers bier erleidet, auseinander feben. 

Wir nehmen an, daß Z das Produkt zweier Faktoren, alfo von 
der Form PX OQ if. Da nun Z nicht Null fein kann, ohne daß «8 
nicht wenigſtens P oder Q if, fo zerfällt das Problem in zwei an⸗ 
dere: nämlich P=o und T=>, ferner Q=o und T=o, Diefe beiden 
Syiteme fchließen alle Auflöfungen in fich ein, zugleich find fie ein⸗ 
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facher ald das vorgeleate. Können beide Polynome Z und T in ver- 
fchiedene Faktoren zerlegt werden, fo erhält man eben ſoviele Syfteme 
von Auflöfungen, als fich ieder Faktor von Z mit jedem Faktor von 
T fombiniren läßt. 

Das Sefagte iſt auch auf den Fall anwendbar, in welchem der 
Faktor bloß y enthält; jedes Glied von Z muß alddann einzeln durch 
P theilbar fein (niedere Algebra, $. 11). Gebt man P=o und To, 
fo befommt man einen Theil der Auflöfungen, die andern Kiefern die 
Sleihungen Q=o und T=o. Man darf alfo hier nicht, wie 
bei dem Verfahren des gemeinfchaftlichen Theilers, die 
bloß yentbaltenden Faktoren wegftreichen; oder mit am- 
dern Worten, man läßt diefelben weg, indem man fie 
befonders behandelt. 


Beifpiele, I. Für die beiden Gleichungen x? 2yx—-Iy?+y—=n,x?2_y? 
—0, wo die letztere mit (x+y)(x—y)—o einerlei if. Nimmt man zuvör⸗ 
derſt y=x, fo gibt die erfiere x—=o und 35 aus y=—x entiteht auf 
ähnliche Weile x=o: es find dieß die gefuchten Auflöſungen. 

II. gür die Gleichungen x?+x(y—3) -+5?—3y+2=o0, x? —2x+y? 
—y=o erhält man den Reſt (—1)lx— 2). Bevor wir zu der zwei⸗ 
ten Divifion fchreiten, fegen wir den Faktor y—i bei Seite, jedoch 
nicht unterlaffend, in dem Divifor y=1 zu machen, woraus ſich x—o 
and 2 ergibt. Wir fahren bierauf in unferer Rechnung mit dem Reſt 
x—2 fort, wodurch wir die Finalgleichung y’—y=o erhalten; daraus 
yo und A mitx=2. 

Bevor wir mithin einen Dividend durch irgend einen Faktor 
M,M .. , multiplieiren, müffen wir vorerft mittelft der Methode des 
gemeinfchaftlichen Theilers ung vergewiflern, ob nicht M oder feine 
Faktoren Theiler fämmtlicher Glieder des Diviſors finds in diefem 
Falle muß man jenen Faktor ded Diviſors weglaſſen und ibn, wie 
fo eben gefagt, befonders behandeln, 

11. In Bezug auf die Gleichungen »—x?y+x(y—6) +y?— 49, 
x’ _ıy—A=o gibt eine erfie Divifion den QDuotienten x und dem 
Reſt sty—2)+ty’—A, welcher y—2 als gemeinfchaftlichen Faktor ent 
bält. Man ſetzt daher in dem Divifor „2, wodurch x’ — 2x— 4 entſteht: 
bierauss=1+Y 5. Der Reſt, der ſich auf x+y+2 redueirt, ald Divifor 
genommen, liefert die Finalgleichung y?+37=0, woraus yo und — 
3 mit x=—2 und +1. 
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IV. Es ſeien noch die Gleichungen 
x8—(3y—6)x2+(3y2-12y-+8)x—y?-+6y2-837—=0, 
x3+(2,+2)1+y2--21=0; 

Die erſte Divifion gibt den Reſt 3xy(y—1)+y?+3y2—Ay. Bevor wir 
denfelben zum Divifor nehmen, müflen wir die Faktoren y und y—1 
weglaffen, welche y—o und 1 liefern. Es folgt dann x—o und — 2 für 
=, und = —1und— 3 für y=1. Der in 3x-+y+4 übergegangene 
Net zum Divifor genommen, gibt die SFinalgleichung y — —20, 
woraus „2 und —i mit x=— 2 und — 1: es find dieß die ſechs 
Anflöfungen des Problems, 

$. 55. Ereignet es fich endlich, daß die Polynome Zund T einen 
gemeinfchaftlichen Faktor D haben, mithin von der Form Z=PXD, 
T=QXD find; fo tft Mar, daß diefen beiden Blcichungen zugleich 
Genüge gerban wird, wenn man zuerſt D=o fest. Diefe Gleichung 
wird nur eine der Unbekannten geben, felbft wenn beide darin vor- 
fommen; die andere Unbekannte wird daher ganz unbeſtimmt bleiben. 
Die Frage wird unter diefer Anficht alfo eine unendliche Anzahl von 
Aufdfungen zulaſſen oder unbeſtimmt fein. Die Auflöſungen der 
Sleichungen P=o, Q=o, welche in beftimmter Anzahl vorhanden 
find, werden gleichfans der Aufgabe genügen: in diefem Sinne wird 
die Frage alfo beitimmt fein. 

Beifpiele, 1. Die Gleichungen (y-A)x’—y+4=0, »’-ı?-ıy+y=o 
baben s—1 zum gemeinfchaftlichen Faktor, wie die angegebene Aus⸗ 
führung der Rechnung zeigt. Der Werth x— 1 bringt demnach die 
vorgelegten Gleichungen auf Null, welche Größe auch y haben mag. 
Läßt man jenen gemeinfamen Faktor weg, fo gelangt man zu den 
Gleichungen (y — ä)(x+1)=o,x’—ı—n, Außer der eben gefundenen, 
unbeftimmten Anzahl von Auföfungen bat man daher noch y— 1 und 4, 
zu denen die Werbe — 1 und + 2 gehören. 

I. Das Syſtem der Gteichungen 

(2 —y2)(yx-6)(x—1)=n, (32—y?)(2x—3y)(x—y)=o 
gibt eine unendliche Anzahl von Aufdfungen, wenn man den gemein- 
famen Faktor x®—y? gleich Null ſetzt. Die andern Auflöfungen find; 
y„ +2 md ı=+3, y=—2u0 ı =—3; y„zı=+rrY6;5 
s=+t’md x=1; ymı—=H1, 

$. 56. Wir wollen jept fuchen, die Endgleichung Y=o von den 

fremdartigen Wurzeln zu befreien. Da diefe Wurzeln einige der ein- 
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geführten Faktoren M, M’...., welche bloß y enthalten, Null machen; 
fo if es hinreichend, J durch M, M’.... zu dividiren, um. jene 
Wurzeln zu entfernen. Kürzer iſt es übrigens, fie aus den fuc- 
eeffiven Reiten wegzuſchaffen, wie wir fogleich auseinander feken 
werden. 


Anmerkung. Wir müſſen jedoch auf eine zufällige Ausnahme auf- 
merffam machen, wo nämlich =, eine Wurzel der Gleichung 
M=o, das Polynom T auf einen numerifchen Werth redueirt. 
Es exiſtirt alsdann Fein Werth von x, welcher M und T gleich. 
zeitig auf Null bringen kann. X ift daher nicht durch y— 2, 
mithin auch nicht durch M theilbar, und die Einführung der 
fremden Wurzel y=A durch den Faktor M hat keineswegs 
ftatt. Dasfelbe gilt von M’ in Bezug auf R, von M’ und R’, 
n.f.f. Man erfennt vorliegenden Fall bald, wenn man zu—⸗ 
fällig findet, daß Y nicht durch M, oder M’, u. f. w. theilbar ift. 

Zu bemerken ift zuvörderſt, daß der Faktor m der Testen Divi- 

fion zu Feiner fremden Auflöfung Anlaß gibt. Denn wenn y—! zu⸗ 
gleich eine Wurzel von m=o und Yo tft, fo gebt die identifche 
Gleichung (4) in gD=o für diefen Werth von y über. Dan hat 
aber nicht q—o, weil der Faktor m dergeflalt gewählt wurde, daß 
die Divifion von V durch D möglich werde; es muß daher D 
für „= verfchwinden, oder —ı Faktor von D fein. Nach dem oben 
Geſagten ift dDiefer Faktor aber wegzulaſſen und befonders au behandeln, 
Der Faktor M enbält Fein x; ed fei q—r eine Wurzel der Glei⸗ 
dung M=o. Indem man 1 für y in die identifche Gleichung 
(1) ſubſtituirt, entſteht o=QT-+R, oder R=—QT, eine andere 
identifche Gleichung in x. Da M ein Faktor des erften Eoefficien- 
ten a von T ift, fo verfchwinder dieſes Glied für y=ı%, und der 
Grad von T wird auf n—1 bherabgebracht, welcher zugleich der von R 
ih. Denn in der That haben, dem Gange der Rechnung zufolge, 
die den Quotienten Q ausmachenden Glieder in x,x?,.,.., bezüg⸗ 
lich a,a2....zw Faktoren, die für y=% verfchwinden. O ift daher 
ein Zablenausdrucd, und die Polynome T und R find für y=ı, ab- 
geliehen vom numeriichen Faktor, einerlei geworden. Machen wir 
in der Steichung (2) auch y=A, fo entfiebt 
R=WT—QB=STM+QO), 
R und T find bezüglich von den Graden n—2 und n—1, mas ein 
II. Bd. 16 Buch. 6 
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Identiſchſein der beiden Glieder nicht geſtattet. Die vorſtehende Glei⸗ 
Hung würde demnach abfurd fein, wenn man nicht QQ’+M =o hätte, 
welchen Werth auch x haben mag, das übrigens darin nicht vor- 
fommt. Der zweite Reſt RM’ verfchwinder alfo für y—A, oder if 
durch s—ı theilbar. Da jede Wurzel der Gleichung M=o die näm- 
liche Folgerung zuläßt, fo flieht man, daß der in dem erfien Dividend 
eingeführte Faktor M den zweiten Ref R’ genau dividiren muß. Sub- 
flituirt man daher flatt des, bei der Rechnung des gemeinfchaftlichen 
KTheilerd, gefundenen Reſtes R’ den genauen Quotienten von RB’ divi. 
dirt durch M; fo fcheider man aus der Operation die fremden Auf- 
löſungen, welche diefer Faktor M berbeigeführt bat, aus. Jener 
Duotient, und nicht mehr R’, iſt es alfo, welcher zum Divifor von 
R, oder vielmehr von MR genommen werden muß. 

Man zeigt ganz auf die nämliche Art, daß der zweite Faktor M 
genau den dritten Reſt RR” theilt, und daß der bier gewonnene Quotient 
bei der folgenden Divifion ſtatt RB” gebraucht werden muß, wenn man 
die durch M eingeführten fremden Wurzeln entfernen will; u. f. f. 

Die auf diefe Weife gefundene Endgleichung Y=o 
enthält alfo Feine fremde Wurzeln. 


Beifpiele. I. Es ſeien die Sleichungen 
5, — 3x +1=0, sU(y—-i)+x— 2=0, 

Wir dividiren die erſte, nachdem fie vorerſt mit (y—1)? multipliciet 
worden, durch die zweite. Wir finden dabei als 

erftien Reſt.. —x(y—5y+3)+y—4y+1...D. 
Indem die zweite mit (y?—5y+3)? multiplieirt und nachher durch D 
dividirt wird, haben wir ale 

weiten Net. . yP—10y?+37y°—641?+52y—16, 
der durch (s— 1)? theilbar fein muß. Der Quotient ift die gefachte 
Endgleichung in y ohne fremde Wurzeln, nämlich 

y® —8y?2 +20y—16=o, 

Die Auföfungen find y=4, 2 und 2; DO gibt die entfprechenden 
Werthe s-—1, 1 und 1, 


1. Für xy — sy? X +6=0, ay—2) Hy +20, 
multiplicirt man die erfte mit (y—2)? und dividirt fie dann durch 
die zweite. Die Divifion Liefert den Reſt 
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Ax-+-B, wo A=Ay!—y3—yl4-4, B= 8(y3—y?2— 3y-+-3) geſetzt if. 
Da y—1 ein gemeinfchaftlicher Faktor von A und B if, fo läßt man 
denfelben weg, indem man ihn befonders behandelt; er gibt uns 
y=1 und s=2 und — 1. Man fest hierauf 
A—4y? —3y?—Ay—A, B=8(y?2—3), 
Der Reft der zweiten Divifion if a2 — By(A — B) —B?, oder 
20y° — 237% — 220y° + 376y? 4 2727 —560 0, 
Dividirt man durch (y—2)?, fo erhält man die Endgleichung 
20y° + 57y?— 72y—140= 035 

bieraus y=—; und x——135 ferner 57? + 8y?= 28. 

Uebrigens kann ed fih ereignen, daß die Wurzel y—=ı von M=o 
das Polynom böchftend auf den (n—2)ten Grad bringt: R’ ift dann 
durch M nicht mehr tbeilbar; denn die Gleichungen R=o, Ro 
befinden fich bier mit T auf einem und demfelben Grade, mas 
nicht mehr geflattet, die obige Schlußfolge anzuwenden. Y ift dem- 
nach von der fremden Wurzel % nicht befreit, ein Umftand der fich 
jedoch bald erfennen läßt. In dem nachfkebenden Beiſpiele theilt 
der bei der erften Divifion eingeführte Faktor den zweiten Neil 
nicht; derferbe finder fich jedoch im dem leuten Reſt wieder, aus 
weichem er auszuſcheiden ift. 


Es feien nämlich die Gleichungen 
(5 - ), - 120, a? —ı +1=o, 


Erſter Reſt... U)? —x(y—1)—y, 
Zweiter Re... (29? — 2 4 1)). y + y—t, 
Dritter Reſt .. . ya — 75y82 + 142? —9y +2) 

Teifft es fich, daß irgend eine Verbindung der Gleichungen 
Z=o, T=o ein einfaches Reſultat darbietet, fo muß man letzterem 
bei der Anwendung den Vorzug einräumen. So kann es auch de 
quemer fein, die Polynome Z und T nach y ſtatt nach x zu ordnen. 
Indem man die Sfeichungen unfers erften Beifpield im $. 53 addirt, 
und in Bezug auf y auflöſt, welches im Reſultat nur auf dem erfien 
Grad vorfommt, gelangt man anf der Stelle zu den Auflöfungen. 
Sind die Bolmnome Z und T von dem nämlichen Grade m, fo eli- 
minirt man x= als einfache Unbekannte, wodurch der Grad einer 
Gleichung auf m—1 gebracht wird. , 

6 
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$. 67. Die im $. 53 gegebene Hegel bietet vier Ausnahmsfälle 
dar, je nachdem nämlich Y oder D von ferbft Nut iſt oder einen 
aumerifchen Werth bat. 


1. Fall. Der Reſt X redueirt fih auf Null. Z und T haben 
alsdann einen gemeinfchaftlichen Falter D. Es wurde diefer Fall 
in $. 55 erörtertz; die Aufgabe ift alsdann unbeſtimmt. 


II- Sal. Yif eine Zahl. V und D (Gleichung A) können bier 
nicht gleichzeitig verfchwinden. Kein Werth von x und y kann alio 
den vorgelegten Gleichungen Genüge thun; diefelben fügen alddann 
ſich widerfprechende Bedingungen aus: das Problem ift folglich un- 
gereimt. Dan fiebt dieß am nachficbenden Gleichungen. 

3x2 —6xy + sy? — 10, 2x? —4Axy+2y? +1=o, 

Man fege zwei Gleichungen, deren gleichzeitige Exiſtenz unmög⸗ 
dh if, und welche einerlei Unbelannte z haben, an, wie 3. 3. 
32?—1=o, 222 +1=o, Hierauf mache man z=x+y oder x—y, 
oder irgend einer andern Sunktion von x und y. Es ift Far, daß 
Die beiden Gleichungen mit einander unvereinbar find. 


II. Fall. Der Divifor D verfchwinder für eine Wurgel y—ı 
der Gleichung Y=o. Alsdann iſt y—ı ein Faktor von D. Wir 
haben in S. 54 gefeben, daß man einen folchen Faktor ausfcheiden 
und beſonders behandeln muß. So würden wir in dem leuten Bei- 
fpiele des erwähnten Paragraphen, wenn vergeffen worden märe, 
die Faktoren yund y— 1 des eriten Reſtes auszuſcheiden, die Gleichung 

ye—3y°-y?-+-37?—2y =o 
gefunden haben, deren Wurzeln y=o,1, 1,—1 und 2 find: die drei 
erften geben zum vorliegenden Umitand Anlaß. 

IV. Fall. Der letzte Divifor reducirt fih für y=r auf eine 
Zahl d, Dividirt man D durch y—ı%, fo hat man, wenn K den Quo⸗ 
tienten und L den Reit bezeichnet, D=(y-—I)R+-L. Weil yar 
das Polynom D aufceine-Zahl 5 bringt, und in L fein x vorkommt, 
fo entfpriht, da man gleichzeitig D=o, Y=o haben foll, dem 
Werthe y—ı ein unendliched x, die einzig mögliche Weiſe D Null zu 
machen. Zür die Gleichungen 

33 +- xyı(y—1)—1=0, yP’R--y?—y?—1=o 
erbält man die SFinalgleihung y2ly—i)=o und den leuten Divifor 
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xy—i=o. Dem Bertbe y=1 entſpricht x=1, und x=z dem 
Wertbe yo. 


Anmerfung I Das Syſtem y=ı und x; liefertt eigentlich 
feine wirfliche Auflöfung der Aufgabe, Jedenfalls find auch 
die beiden gegebenen Gleichungen miteinander unvereinbar, und 
ed gibt gar keine eigentliche Auflöfung, wenn für ſämmtliche 
Wurzeln der Endgleichung der Divifor eine numerifche Größe 
wird. 


11, Sf der Teute Divifor von der Form Ax-—-B, wo A und 
B einerlei Funktionen von y find, abgefchen von einem oder 
dem andern numerifchen Faktor; fo entfpricht allen Wurzeln 
der Finalgleichung ein und derfelbe Werth von x. 


y. 58. Nachſtehendes Beifpiel zeigt, wie man zwiſchen drei 
Gleichungen mit den Unbekannten x, y, z eliminirt. Es feien nämlich 
x+ 22-23, =0, x?+y?=2, zı 1, 

Es wird zuvörderſt v aus diefen Gleichungen meggefchafft, indem 
man fie zu je zwei mit einander verbindet, Dadurch erbält man zwei 
Finatgleichungen in x und z, aus welchen z eliminirt wird, was 
und endlich eine Gleichung liefert, in der bloß noch x vorfommt. 
Man bat auf diefe Weife 
ut 212? + 5x’7=8, 2ıiol; 5t—6r? imo 

Man finder <=+1, 5x1, mithin die vier Wurzeln von x be⸗ 
kannt; hierauf beftimmt man z mittelit der Gleichung x=1m f. f. 


Anmerfung ran wird leicht einfehen, daß derlei Rechnun⸗ 
gen bei einer cininermaßen großen Anzahl von Gleichungen 
äußerſt weitläufig, ja faft unausführbar find, wenn ihre Grade 
höher auffteigen. Wünſchenswerth wäre es daher, wenn man 
fämmtliche Syſteme der Werthe unferer Unbekannten finden 
könnte, ohne zu diefer Elimination feine Zuflucht zu nehmen. 
Die Hauprfchmierigfeit Läuft offenbar dahin aus, ohne Auflöfung 
irgend einer der gegebenen Gleichungen, erfiend die äußerſten 
Brenzen der Wurzeln jeder Unbekannten, zweitens eine Grenze 
zu beitimmen, unter welche die Differenz der Werthe jeder 
diefer Unbefannten nicht fallen kann. 
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Weber die Eriſtenz der Wurzeln. 


$. 59, Wir bezeichnen das Bolynom kxa + pıT— ....+u, 
wo k pofitiv angenommen wird, der Kürze halber durch fx, und con- 
firuiren über den rechtwinkligen Achſen Ax, Ay (Fig. 1) die Curve 
MM M”,.. die y=fx zur Sleichung hat. Feder Abfeiffe AP ent- 
fpricht eine Ordinate PM, und zwar nur eine einzige: Jede zur 
Achfe Ay parallel gelegte Gerade fchneider mithin die 
Curvebloß ineinem Punkte. Diefelbe bildereinenfort- 
laufenden Zug, erfiredt fich anf beiden Sciten ins Un— 
endliche, Feine Knotenpunfte darbietend und nur aus 
einem Zweig beftebend; übrigens kann fic verfchieden-. 
artige Wendungen machen. Diefe Linie beißt parabolifche 
Curve, wie wir fchon im $. 158 der analntifchen Geometrie in der 
Ebene angeführt haben. 

Wenn die Curve die Achie der x in irgend einem Punfte k 
fchneidet, fo entfpricht die Abfeiffe Ak diefed Punktes dem Werth 
y-o,ift mithin eine Wurzel der Gleichung fx—o. Die pofitiven 
Wurzeln ſtellen fonach die Abfeiffen der auf der rechten Seite des 
Urfprungs A befindlichen Durchfchnittspunfte dar, während die ne«- 
gativen auf der Linken Seite desfelben liegen. Die pofitive Ordinate PM 
gibt einen oberhalb der Achfe Ax befindlichen Punkt M der Curve, die 
negative Ordinate P’M’ hingegen Hefert einen Punkt M’ unterhalb je⸗ 
ner Achfe. Damit auf eine Abſciſſe Ak, Wurzel der Gleichung fx—o, 
eine andere Wurzel Ak’ folgen könne, muß die Eurve auf ihrem 
Lege fich wenden und der Uchfe Ax fich nähern, wodurch jene Win- 
dungen entiteben, wie fie in der Figur 1 zu feben find; bicrbei Tie- 
fern die Wendungen, welche fich nicht bis zur Achſe erfireden, Feine 
reelle Wurzel, Da nun die Wurzeln aud der Geflalt der Curve fich 
ergeben, und an den verfchiedenen Punkten der letztern die Rich⸗ 
tung des Bogend mit jener der Berührenden zuſammenfällt; fo wollen 
wir die Neigung diefer Berührenden gegen die Abfeiffenachle auf- 
fuchen, 

Es fit BMM’ (Fig. 2) ein Bogenſtück der durch die Gleichung 
y—fz gegebenen Eurves ferner fein M und M’ zwei Bunkte dieſes 
Bogend, x und y die Coordinaten von M, x-—-h und y-+k die von 
M': nämlid AP=x, PM=y, PP’=h, QM=k, Gest mar x-+-h 
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für x, und y--k für y in die Steichung fx, fo hat man 
y+k=f-+-hfx +3;h2fx -5hdfllixye,($, 33)... (0), 

woraus, da „fx if, 

* fix + Ihfix-—$h2filig y6, ... (2). 

Das rechtiwinflige Dreied QMM gibt und aber, wenn wir den 

Winkel, welchen die Secante MMS mit der Mchfe Ax bildet, durch 


8 darſtellen; tang S— —— SH 
(2) der Werth von tangS iſt. Je kleiner nun h wird, um fo mehr 
nähert fich diefer Ausdruck der Größe f/x; gleichzeitig firebt dabei S 
dem Winfel T, welchen die Berührende im Punkt M mit Ax macht, 
gleich zu werden; man bat folglich tang T—f!x — der derivirten Funk⸗ 
tion des Polynoms fx. Nimmt man alfo für x alle möglichen zwiſchen 
AP und AP’ enthaltenen Größen, fo drücden die verfchiedenen Werthe 
von fx jene der Tangenten fammtlicher Winkel T ans, welche die 
auf einander folgenden Berührungslinien des Bogens MM’ mit der 
Achſe Ax bilden. Dergleichen Winter find ſpitz (nach der rechten 
Seite zu, wenn F/x das Zeichen + bat, wie es für den Bogen CM 
(Fig. 2) der Fall if, hingegen ſtumpf, wenn fx das Zeichen — hat, 
wie ed für den Bogen OM’ (Fig. 1) zutrifft. Die in den Punkten 
O, 0, 0°, O/, O gezogenen Berübrungsiinien, wo f’xo if, Taufen zur 
Adfeiffenachfe parallel; die Wendungen der Curve find eine Folge 
der Zeichenänderungen , weiche das Polynom fx erfährt, Da we⸗ 
gen der Zufammenfegung des Polynoms Sein Werth von x dasfelbe 
unendlich groß machen kann, fo ſteht die Berührungslinie auf der 
Abſeiſſenachſe nirgends ſenkrecht; die feagfiche Curve dann daher feinen 
fogenannten Rückkehrpunkt oder eine Spite, wie Figur 3, 
befiben. 

Anmerfung Es läßt fich Teicht zeisen, das man durch den 
Bunft M zwifchen der Curve und der Berährenden, welche 
y—y=fl(x)(x’—x) zur Sleichung bat, Feine andere Gerade 
zieben Tann. In der That, die Gleichung einer andern durch 
den Punkt M gehenden Geraden iſt y — = (x/’—x), mo a die 
Tangente des Winkels diefer Linie mit der Abfeiffenachfe, x 
und y die Coordinaten, welche dem Punkte M der Eurve ind. 
befondere zukommen, x’ und y’ dagegen diejenigen der beficht- 


* woraus folgt, daß der Ausdruck 
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gen Punkte unſerer geraden Linie bezeichnen. Iſt nämlich 
oͤ die Ordinatendifferenz der gegebenen Curve und der Berüh⸗ 
renden, dagegen 3’ die Differenz der Ordinaten unferer Curve 
und der Geraden; fo bat man 
ö—=;h?flxy,, dd —h(f!ıx— oc) +ih2fl/x-H Ye, 

in welchen Ausdrüden fich die Größe h offenbar immer ſo 
Hein nehmen läßt, daB der abfolnte Werth von d/ größer 
als der von 5 werde, daß alfo zwifchen der Curve und der 
Berührenden die gedachte Gerade nicht durchgehen kann, 
außer wenn auch für fie af! x hat, in weichem Falle die- 
ferbe mit der Berührenden sufammenfällt. 


$. 60. Das Dreicd HMQ (ig. 2) gibt HQ = hf’x, mithin PH 
—=fz-Hhf/x= der Tangentenordinate des Punktes H, welcher x-+haur 
Adfeiffe bat. Die Eurvenordinate wird aber durch den Ausdrud (1) 
beftimmt, deſſen beiden erften Glieder den Werth von P/H ausmachen; 
non bat nämlich: 

P’/M/ —y-+-k=P/H-+3h3f/x -5hifllz,..., 

moh fo Flein, al6 man nur will, werden kann; das Zeichen der sn PH 
binzugefügten Größe hängt daber von dem des erfien Gliedes & h3f’'x 
ab, d. h. von demienisen, mit welcher die Größe £’’x behaftet iſt, 
weil der Faktor h fih auf dem Quadrat vorfindet., Die Curven⸗ 
ordinate P/M’/ übertrifft folglich die Tangentenordinate P/A, oder 
wird von derfelben übertroffen in den an M nabe liegenden Punften, 
je nachdem die Größe f’’x pofitiv oder negativ iſt; und da dieß flatt 
bat, welches Zeichen h auch haben mag, fo gilt das chen Geſagte 
ſowohl für die rechte als linke Seite des Berührungspunktes M. 
Der Bogen unferer Curve kehrt alfo an diefer Stelle 
feine hohle Ceoncave) sder erhbabene (convere) Seite nach 
oben au, je nachdem, für den dem x gegebenen Werth, 
kadas Zeihen + oder — bat. 


Das Vorbergebende gilt auch durchaus für den Fall, wo der Bogen 
der Curve unter der Abfeiffenachfe Liegt, wie fich durch die nämliche Schluß⸗ 
folge zeigen läßt. Vertauſcht man übrigens y mit y‚—i, fo verwandelt fich 
die Steichungy=fxiny, = fx+i; daß letzte Glied u von fx ift auf folche 
Weiſe bloß in u +i übergegangen, was keineswegs die Derivationen 
fix, fx... ändert. Diele Transformation läuft offenbar dahin aus, 
die Abſeiſſenachſe fich ſelbſt parallel zu verlegen, um fie in der will- 
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führlichen Entfernung i aufjutragen, wobei ung alddann nichts bin- 
dert, die Biegungen umferer Curve fämmtlich über der neuen Abfeif- 
fenachfe Tiegend anzunehmen, und den oben aufgeftellten Lehrſatz in 
Anwendung zu bringen. Wil man die Lage des Bogens gegen die 
Abfeiffenachfe hin vergleichen, fo iſt Leicht erfichtlich, dag unfere Re 
gel mit folgender gleichlautend if: die Eurve wendet ihre 
bohle oder erbabene Seite der Abfeiffenachfe au, je 
nachdem fx und fx verfhhiedene oder einerlei Zeichen 
baben. 


d. 61. Derienige Bunte (Fig. 5) der Curve, wo die Concavi⸗ 
tät derfeiben in eine Convexität übergeht, beißt Flerions- oder 
Beugungspunkt. Da für dergleichen Punkte der Werth f!’x vom 
poßtiven Zuftand in den negativen übergeht, fo muß die Abfeiffe x 
eined folchen Bunftes eine Wurzel der Gleichung f’x=o fein. Es 
durchfchneidet und berührt daſelbſt die Tangente zu gleicher Zeit die 
Eurve, wie man aus der des dritten Gliedes entbebrenden Entwid. 
fung (1) ſieht, welche in dielem Falle wird 

yth=fx+hfx+;höfftx + 16, 
— der Ordinate PH der Tangente + sh? fx +1. 


Da man num wieder h fehr klein wählen Fan, in der Art, daß das 
Zeichen der letzten Neibe das Zeichen ihres erfien Gliedes erhält, 
jenes aber mit h fich ändert, je nachdem man die nächften Punkte 
an M rechts oder links von demfelben nimmt; fo wird die Tangente auf 
der einen Seite des Punktes M oberhalb und auf der andern Geite 
unterhalb der Curve Tiegen, was nicht flatt finden würde, wenn f’x 
nicht Null wäre, Um alfo die Abfeiffen, denen Beugungspunkte ent- 
fprechen, zu erhalten, muß man die Gleichung F’x=o auflöfen; 
die reellen Wurzeln derfelben werden die Punkte befiimmen, wo «im 
folcher Umſtand eintritt. Sucht man die diefen Wurzeln zugehöri⸗ 
gen Werthe von fx, fo erhält man die Richtungen der Berührenden 
für jene Punkte. 


$. 62. Bei jeder Wendung der Curve egifiirt ein Punkt O, O’..., 
in welchem die Tangente zur Abfeiffenachfe parallel läuft und die 
Drdinate din Marimum oder ein Minimum wird, d. h. größer 
oder kleiner iſt als Diejenigen, welche ihr nnmittelbar; vorangehen 
oder nachfolgen. Die Wurzeln der Gleichung fx=o find ulſo die 
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Abfeiffen für derlei PBunfte. Um das Maximum von dem Minimum 
zu unterfcheiden, ftele man folgende Betrachtung an. Der. Buntt, 
deſſen Ordinate ein pofltived oder negatives Maximum ift, gehört 
einem Bogen an, der die hohle Seite der Abfeiffenachie zukehrt, 
und in diefem Falle haben, wie wir willen, fx und fx verfchiedene 
Zeichen; dieſe Zeichen find hingegen gleichartig, im Fall ein Minimum 
Rate finder, das einem der Achfe die convege Seite zukehrenden Bo⸗ 
gen entfpricht. In der That entbehrt, weil x=o, die Reihe (1) 
ihres zweiten Gliedes, und die Eurvenordinate PM’ (Fig. 2) redn- 
eirt ſich auf 
PM=fk-+3h2 f!x 4-1. —=Drdinate PM +ih2fl’x ,... (4). 
Für h fehr klein erhält aber diefe Reihe das Zeichen von fx, h 
mag poſitiv oder negativ fein: die der Ordinate PM unmittelbar 
vorangehenden oder nachfolgenden Drdinaten übertreffen aifo die er⸗ 
fteen, fobald fx und f!’x das nämliche Zeichen haben; dad Gegen. 
tbeis finder flatt, wenn diefe Zeichen verfchieden find. Für das 
pofitive oder negative Marimum befiten folglich fx 
und fx entgegengefehkte Zeichen; diefelben find dag 
gen gleichartig im Fall des Minimums, 
Um diefen Sag an einem Beifpiele zu erläutern, fei 
y=xı'— 6x + = x? —6x+ = — fx; bieraus 
fx —4x? — 16x? + 19x —6, fUx 12x? — 32x + 19, 


Wird fx=o geſetzt, fo entfieht x=:, 3 und 2. Diefe Wurzeln 
find auf der Achſe Ax von A nach P, P’ und P” getragen worden 
(Fig. 4); die ihnen entfprechenden Ordinaten find die fraglichen Maxima 
oder Dinima, nämlich 
PO=— 3, PO=+ 3, PO=+ 4 

Für x=o findet man AB;, die Eurve geht demnach durch die 
Bunfte BOO’O”, Die Gleichung fx=o fiefert x=o, 89.. und 
1, 77... für die Abſeiſſen AQ, AQ’ der Bengungspunfte I, T. In 
O exiſtirt ein negatives, in O’ dagegen ein pofitives Marimum, in 
O0” endlich ein pofititives Minimum. Die beiden Durchfchnittspunfte 
der Eurve mit der Achfe Tiegen inC und D. AD=1 und AC find 
die reellen Wurzeln der Gleichung Fc=o, deren zwei andere imagi⸗ 
när ausfallen. 
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$. 63. Die Wurzeln der Gleichung f’x=o fiellen die Abſeiſſen 
derjenigen Punfte der Eurve dar, in denen die Tangente parallel 
zur Achſe der x läuft, und wir haben gefchen, daß für dergleichen 
Punkte die Ordinate ein Marimum oder Minimum wird, je nachdem 
die Zeichen von fx und f!’x befchaffen find. Verſchwindet aber für 
irgend eine diefer Wurzeln außerdem noch f’’x, fo exgittirt fein Maxi—⸗ 
mum oder Minimum mehr, cs findet vielmehr dafelbft eine zur 
Achte parallel Taufende Biegung ſtatt, wie Fig. 5 geist. In der 
That ift der Theil der Entwicklung (4), welhen man der Ordinate 
PM noch hinzuzufügen bat, alsdann zhdf’’x-+...., woraus fi 
ergibt, daß, meil das erſte Glied mit h fein Zeichen ändert, der 
Bogen auf der einen Seite des Berührungspunftes M concan, anf 
der andern Seite dagegen conver iſt. Da diefer Werth von x gleich" 
zeitig Fx—o und f!x—=o Null macht, fo hat die erftere diefer Glei—⸗ 
chungen zwei gleiche Wurzeln ($. 51). Ein folcher Fall eraibt fich, 
wenn zwei fucceffive Wendungen fih in eine zufammenzichen, indem 
der Bogen, welcher ein Maximum mit dem nächftfolgenden verbindet, 
verfchwinder, und die Tangenten daſelbſt zufammenfallen. Ebenfo 
fann auch fx noch Null werden. Der unferer Ordinate binzuzu- 
fügende Theil würde in dem Ausdruck (A) fih dann auf zhifmx +... 
redueiren, welcher einerlei Zeichen mit fux auf beiden Seiten des 
Berührungspunftes behielte; es finder folglich daferbft ein Maximum 
oder Minimum flatt, je nachdem fx und firx entgegengefehte oder 
gleichartige Zeichen haben, und drei Wendungspunfte unferer Curve 
ziehen find alsdann in einen einzigen zuſammengezogen. Im Allgemeinen, 
wenn ein Marimum oder Minimum fatt haben foll, wobei die Tan. 
gente eine zur Abfeiffenachfe parallele Lage annimmt, muß die erfie, 
für die Wurzel von x=o nicht Null werdende Derivation von einer 
geraden Ordnung fein; das Zeichen diefer Derivation dient, um das 
Maximnum vom Minimum zu unterfcheiden. Damit ferner die Wurzel 
von f’’x=o einem Bengungspunft angeböre, muß die erfte nicht Null 
werdende Derivarion von f!’x von einer ungeraden Ordnung fein. 

Aus der Form der parabolifchen Eurve ergibt fich, daß auf eine 
Eonverität eine Concavität Fommen muß, und umgekehrt; ferner folgt 
ein pofitives Maximum auf ein negatives Magimum, wenn der Bogen 
die Abfeiffenachfe fchneidet oder ein poſitives Minimum, wenn er die- 
felbe nicht trifft; auf gleiche Weife folgt dem negativen Maximum 
ein negatives Minimum oder ein poſitives Maximum. Ereignet es 
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fich indeffen, daß die Eurve in dem Bengungspunft felbft eine zur 
Abfeiffenachfe parallel laufende Tangente bat (Fig. 5), ein Fall, in 
welchem fx und fx gleichzeitig Nut werden; fo baben jene Um⸗ 
fände nicht mehr flatt, und es entſteht ein befonderer Punkt, 
indem nun Maximum und Minimum gleichzeitig in eins zuſammen⸗ 
fallen. Finder man außerdem noch f!’x=o, fo hat man den vori- 
sen Fall wieder mit dem Unterſchiede, dag drei Punkte diefer Gat- 
tung fich in einem einzigen sufammengesogen haben, uw. f. f. 

In fofern die Berübrende mit der Abfeiffenachfe einen Winfer 
macht , ift fx nicht mehr Null. Die Eurve bat, wie wir geſehen, 
einen Beugungspunft, wenn F’x—o iſt; diefe Beugung verfchwinder 
aber, wenn die nämliche Wurzel der letztern Gleichung auch der Glei⸗ 
chung f’’’'s=o Genüge thut und zwei Wendungspunkte reduciren fich 
anf einen einzigen. Wird außerdem auch fIYx Null, fo kehrt die 
Bengung wieder: u. f. f. Kurz, fämmtliche für den Fall, daß die 
Tangente eine zur Abfeiffenachfe parallele Lage bat, angegebene Um⸗ 
fände können ebenfalls eintreten, wenn dieſe Lage eine fchiefe if, 
wofern einige Wendungspunfte zum Verfchwinden gebracht werden. 


F. 64. Aus Allem dieſem zufammengenommen folgt, daß, wenn 
zwei Abfeiffen AP, AP’ (Fig. 1) für fx zwei Refultate mit entgegen- 
gefeßtem Zeichen PM, P'M’ Tiefern, die Punkte Mund M der Curve 
auf verfchiedenen Seiten der Abfeiffenachfe liegen; wegen des fletigen 

Zufammenbangs der Curve muß es daher in einem Zwiſchenpunkt k 
einen wirklichen Durchichnitt derferben mit der Abſciſſenachſe geben. 
Doch kann dieß in dem Intervall PP’ auch 3, 5... mal gefchehen. 
wenn die Eurve Biegungen darbietet, wie wir fie in dem punftir- 
ten Bogen der sten und Iren Figur ſehen, wo die Linie von m nach 
M gelangt , indem fie die Achfe eine ungerade Anzahl mal fchneider. 

Dagegen zeigen zwei Abfeiffen AP, AP’, welche für fx Reful- 
tate mit einerlei Zeichen PM, P/’M’ Tiefern, an, daß die zwei Punkte 
M, M’’ der Eurve auf der nämlichen Seite der Abdfeiffenachie Liegen. 
Der Bogen, melcher diefe beiden Bunfte vereinigt, kann daher die 
Achſe nicht treffen; oder, wenn die Umstände ed geflatten, daß fie 
von ihm gefchnitten wird, fo muß dieß in 2, 4... Punkten gefche- 
ben, wie man cd an dem punftirten, von m nach M gebenden Bo- 
gen in der öten umd Tten Figur fiebt. 

Bei einer weder geraden noch ungeraden Anzahl von Du rchſchnitts⸗ 
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punkten der Curve mit der Achſe xx’ ift der Fall, mo Iebtere von der 
erfteen berührt wird, als Ausnahme zu betrachten (Fig. 10). Denn 
alsdann werden fx und F/x für die Abfeiffe x—a des Berührungs. 
punktes % gleichzeitig Null fein, was eintrifft, wenn die Gleichung 
fx=o die doppelte Wurzel a bat: zwei Durchfchnittöpunfte des Bo⸗ 
gend MkM haben fich alddann in einen einzigen vereinigt und es 
muß diefer Berührungspunkt k für zwei Durchfchnittspunfte gelten. 
Brächte x—=a außerdem noch die Derivation fx zum Verfchwinden, 
fo würde der einzige Durchfchnitts- und Berührungspunft einen Beu⸗ 
gungspunft darftellen, und wegen des Faktors (x—a)® für drei 
Wurzeln gelten. Ueberhaupt wird, wenn fx den Faktor (x—a)= ent. 
bält, die Wurzel x=a für m Durchfchnittspunfte zählen, weil 
fämmtliche Derivationen bis fr-1x Nun fein werden, und wirklich m 
Bunfte und m Srümmungen fich in eins zufammen gezogen baben. 


Setzt man alfo für x in fx nad und nach zwei ver 
fhiedene, Werthe, und erbält dadurch Nefultate mit 
entgegengeiegten Zeichen; fo liegt zwifchen jenen Wer. 
tben eine ungerade Anzahl von Wurzeln, wenigſtens 
immer eine Wurzel. Haben dagegen die Refultate ei— 
nerlei Zeichen, fo liegt zwifhen den fubftituirten Wer 
tben feine Wurzel, oder es find dDiefelben in gerader 
Anzahl vorhanden. 


$. 65. Wie wollen jetzt die beiden Fälle, in welchen die Blei. 
hung von einen geraden oder ungeraden Grade tft, näber unter- 
ſuchen. 


1. Wenn die Gleichung von einem geraden Grade 
ift, fo wird, indem man für x die Grenze AP (Fig. 6 und 7) der 
pofitiven Wurzeln nimmt, oder dad erſte Glied kx des Polynoms po⸗ 
ſitiv und größer ald die Summe der negativen Glieder macht, die 
Drdinate PM pofitiv fein. Unter den nämlichen Umſtänden werden 
fich auch x und fx pofitiv berausitellen; unfere Curve wendet 
mithin vom Punfte M an bis ins Unendliche ihre Eonverität der 
Anfeiffenachfe zu, von welcher fie fich immer mehr und mehr entfernt; 
dabei bilden ihre verfchledenen Berührenden mit jener Achſe ſpitze 
Winkel. Iſt Ap die Grenze der negativen Wurzeln, fo bleiben fx 
und fx noch pofitiv, weil die Exponenten n nnd n—2 des erſten 
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Gliedes gedachter Polynome gerade find; die Curve kehrt daher 
gleichfalls bis ins Unendliche fort ihre Convexität der Achfe zu, 
von welcher fie fich oberhalb derfeiben immer mehr und mehr ent- 
fernt. 

Die Derivation x wird aber negativ, weil n—1 ungerade ift; 
die Berührenden unferer Curve machen mithin von dem Punfte ın 
an bis ins Unendliche ſtumpfe Winkel mit der Achfe der x. 


Iſt das leute Glied a von fx negativ, fo wird y —— u fürx=o, 
und man muß die Länge AB— — u (Fig. 6) unterhalb des Urfprungs 
A tragen: die Eurve gebt daher durch die drei Bunfte m,.B und 
M und fchneidet nothmwendigerweile mindeitend einmal auf der Lin- 
fen in k‘, und einmal auf der Rechten in k die Achſe; es kann je 
doch diefelbe auf jeder Seite in 3,5... Punkten von der Curve 
gefchnitten werden, infofern diefe bintänglich ausgedehnte Einbiegun- 
gen macht, um jene erreichen zu können, wie an der punftirten 
Linie erfichtfih if. Jede Gleichung von geradem Grade, 
deren letztes Glied negativ ift, bat alfo eine ungerade 
Anzahl ſowohl pofitiver als negativer Wurzeln, min- 
deſtens aber immer eine von jeder Öattung. 


Iſt das letzte Glied von fx pofitiv, fo wird für o0 die Ordinate 
y=-+u, melde man auf AB oberhalb des Urſprungs A zu tragen 
bat (Fig. 7). Die Curve gebt durch die drei, oberhalb der Achfe 
xx/ liegenden PBunfte m, B und M; man iſt jedoch in der Ungewiß⸗ 
beit, ob fie ſich binlänglich genug ſenkt, um jene Achfe zu er- 
reichen. Bibt ed aber Durchfchnittspunfte, fo find folche ſowohl 
auf der rechten als der linken Seite in gerader Anzabl vorhanden, 
wie man ed an der punftirten Linie fiebt. Jede Sleihung von 
geradem Brade, derenlegte8 Glied pofitiv ift, bat alfo 
entweder feine reelle Wurzel oder eine gerade Anzahl 
ſowohl pofitiver als negativer Wurzeln. 


1. Wenn fx von ungeradem Grade iſt, fo gilt dad eben Ge 
fagte in feiner ganzen Ausdehnung für die Geſtalt der Curve auf 
der Seite der pofitiven x. Bon dem Punfte M an (Fig. 8 und 9) 
if dieſelbe ebenfalls nach oben zu concav; ind Unendliche fich er- 
ſtreckend entfernt fie fich fortwährend von der Abfciffenachfe, indem 
ihre Tangenten mit diefee Achfe ſpitze Winter bilden. Nimmt man 
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für x die Grenze Ap der negativen Wurzeln, fo wird, weil der Ex- 
ponent n des erſten Gliedes von fx und der Egponent n—2 von f’'x 
ungerade ift, das erfie Glied negativ fein, und man bat eine negative 
Drdinate pm und einen nach oben zu feine Convexität kehrenden 
Bogen. Außerdem macht die durch den unterhalb der Achfe Tiegenden 
Bunkt m geführte Tangente einen fpiten Winkel mit der Achfederx, 
weil der Erponent n—1 des erſten Gliedes von fx gerade if. 

Iſt nun das letzte Glied u von fx negativ, fo entſteht für x=o 
die Ordinate y=—u, melde mau auf AB unterhalb A tragen 
muß; die Eurve gebt daher von m nach B, und dann nach M. Hier- 
ans ift erfichtlich, daß diefelbe die Achfe in dem Intervall Ax’ nicht 
fchneiden kann, folche aber gewiß einmal zwifchen A und P trifft. 
Die durch Einbiegungen etwa entfiebenden Durchfchnittöpunfte wer- 
den übrigens in gerader Anzabl von x‘ nach A und in ungerader 
von A nach P vorfommen. Jede Sleihung von ungeradem 
Grade, Deren letztes Glied negativ ift, hat alfo immer 
eine ungerade Anzabl von pofitiven Wurzeln, wenig— 
ſtens eine. Befigt die Gleichung auch negative Wurzeln, 
fo bat fie deren eine gerade Anzahl. 

FR das letzte Glied u von fx pofitiv, fo trägt man AB=u 
(Fig. 9) oberbatb des Lrfprungs A: die Curve gebt von m nach B 
und M und fchneidet die Achfe zwifchen A und p in einer ungeraden 
Anzahl von Punkten. Dabei kann fie die Achte zwiſchen A und P 
fchneiden oder auch nicht; trifft fie diefeibe, fo muß dieß in einer 
geraden Anzahl von Punkten gefcheben. Jede Gleichung von 
ungeradem Srade, deren letztes Glied poſitiv if, bat 
alfo eineungerade Anzahl von negativen Wurzeln, sum 
weninften eine; Dabei kann fie entweder Leine pofitive 
Wurzel oder eine gerade Anzabl derfelben befigen. 

Der Fall, in welchem die Curve von der x Achfe berührt wird, 
macht von jenen Regeln feine Ausnahme, weil, wie wir gefeben, die 
Gleichung ſx—o alsdann gleiche Wurzeln bat, und man folche Wurzeln 
als einer gleichen Anzahl von der Curve und Achfe aemeinfchaftlichen 
Punkten entfprechend anſehen muß. 


$. 66. Zolgen in einer geordneten Gleichung auf dic erften 
pofitiven Glieder lauter negative Glieder, fo bat dieſelbe nur 
eine einzige pofitive Wurzel, die übrigen find negativ oder imaginär. 


06 Ueber die Eriſtenz den Wurzeln. 
Denn die Gleichung kr +... + gi — ri giT2,  —n=0 
verwandelt fich in ki... + qg= — +43. . +4or wennman 


durch x’ dividirt. Nun hat die vorgelegte Gleichung eine pofiitive 
Wurzel, weil das letzte Glied negativ if; x—a macht daher die 
beiden Glieder der vorigen Bleichung einander gleich. Durch einen 
anderweitigen Werth von x die Gleichheit diefer Glieder zu bewerk⸗ 
felligen, ift aber nicht möglich, weil, x mag wachen oder abnehmen, 
das eine Glied vermehrt, das andere dagegen vermindert wird. 


d. 67. Da eine Sleichung von geradem Grade die reellen Wur- 
zeln immer in gerader Anzahl, und eine Gleichung von ungeradem 
Grade die reellen Wurzeln ſtets in ungerader Anzahl beſitzt; fo folgt 
bieraus, daß die Geſammtzahl der imaginären Wurzeln 
immer gerade fein wird. Eine Sleichung, welche Feine einzige 
reelle Wurzel bar, ift nothwendigerweiſe von einem geraden Grad, 
mit einem letzten, pofitiven Gliede. Sind fämmtliche Wurzeln der 
Bleihung f’x=o reelle , fo hat die Curve (n—1) zur Achfe der x pa» 
rallel laufende Tangenten, und n—1 Wendungspunfte. Im Fall, daß 
jeder diefer Bogen die Achfe erreicht, find auch die n Wurzeln der 
Bleichung fx—=o reell. Da es alddann abmwechfelnd pofitive und ne⸗ 
gative Marima gibt: fo haben fx und f’’x immer verfchiedene Zei- 
hen für alle Wurzeln von f’x=o, umd ihr Broduft bleibe negativ. 


Die reellen Wurzeln werden aber durch sufammengebörige ima⸗ 
ginäre Wurzelpaare erfest, wenn derlei doppelte Durchfchnittspunfte 
feblen, d. h. wenn Minima an die Stelle der Marima treten, im 
welchem Fall die Biegung nicht die erforderliche Ausdehnung erbält, 
um die Achfe zu erreichen, 

Wenn die Gleichung l’x=o imaginäre Wurzelpaare hat (denn 
dergleichen Wurzeln find immer in gerader Anzahl vorhanden), fo 
verliert die Eurve, deren Gleichung „ix ift, eine gleiche Anzahl 
von Wendungen, und die Gleichung fx=o eben foniele reelle Wurzel- 
paare. Im Allgemeinen bat die Gleichung fx—=o eben ſoviele ima- 
ginäre Wurzeln als die Gleichung x—o, oder eine größere Anzahl, 
nämlich eben ſoviel als Fx=o deren befist, und außerdem noch 
eben ſoviel als diefe Tegte Gleichung reelle Wurzeln bat, welche den 
Größen fx und f’’x einerlei Zeichen gehen, oder das Produkt faxf'x 
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fxxf/x pofitiv machen; denn die Durchfchnittöpunfte der Curve mit der 
Achfe der x fehlen paarmweife, wenn in der Curve Minima vorfommen. 
Sind fämmtliche Wurzeln der Gleichung fx—=o reell, fo find es 
auch die der Sleichung fx=o, fl!x=o, 4, f. w.; das Umgekehrte 
findet jedoch nicht fatt. \ 


6, 68. Iſt eine Gleichung gegeben, fo kann man leicht die Ge⸗ 
ſtalt der durch die Gleichung y=fx dargefiellten Curve erkennen. 
Es diene als Beiſpiel zuvörderſt die Gleichung vom dritten Grade 
y=ıx’+-px?+-gx+r Die ind Unendliche Taufenden Eurven- 
äfte haben die in Fig. 8 und 9 angegebene Lage. Sind die Wurzeln 
der Gleichung F’x=o, welche vom zweiten Grad ift, reell; fo hat 
die Eurve zwei der x Achfe parallelgebende Berührenden und zwei 
Wendungen. Wenn die Achfe xx’ (Fig. 11) diefe beiden Wentun- 
gen ſchneidet, fo bat die Gleichung ihre drei Wurzeln reell, In dem 
Fall aber, daß gedachte Achfe, wie AA’ oder BB’, dieß nicht thut, bat 
unſere Gleichung nur eine reelle Wurzel, welche poſitiv oder negativ 
it, je nachdem das letzte lied r daB Zeichen — oder + hat. Zwi⸗ 
fchen diefen beiden Zufänden liegt der, wo die Achle xx’ eine der 
beiden Wendungen berührt; es tritt ein folcher Fall ein, wenn fx=o 
und f/x=o eine gemeinfame Wurzel = haben; (x— a)? iſt alsdann 
ein Faktor von fx. Hat man fx—=(x—a)?, fo vereinigen fih die 
zwei Wendungen in eine; die Eurve liegt daun da, wie MLM’/’/ (Fig. 10) 
zeigt, in welchem Falle fie von der Achfe im Wendepunkt k berührt wird. 


Sind die beiden Wurzeln der Gleichung f/x=o imaginär, fo gibt 
es Feine Wendungspunkte; die Curve bat die in der Fig. 12 ange 
gebene Geſtalt, und die vorgelegte Gleichung befist nur eine reelle 
Wurzel, deren Zeichen dem des letzten Gliedes r entgegengefegt if. 

Für die Gleichung vom Aten Grade ylhx!+... it die Deri- 
vation f’x=o vom 3ten Grade. Sind die Wurzeln der letztern reell, 
fo bat die Eurve drei Wendungen (Fig. 13)5 die Achfe der x kann 
diefeiben alle treffen, in welchem Falle die Gleichung fx—o dann ihre 4 
Wurzeln reell hat. Schneider dagegen die Achfe, wie AA’, nur eine jener 
Wendungen, oder, wie BB’, gar keines; fo bat die vorgelegte Gleichung 
nur zwei reelle Wurzeln, oder bloß imaginäre. Die Curve hat zwei 
Beugungspunkte, welche mittelft der Gleichung f’x=o beflimmt wer⸗ 
den. Befist die Gleichung /x—o nur eine reelle Wurzel, fo Fommt 
in der Gleichung F’x—=o Feine folche vor, nnd die Curve bat 

11. Bd. 16. Buch, 7 
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feine Beugungspuntte, und bietet nur eine Wendung dar, melche die 
Achſe in zwei Punkten fchneiden, oder auch nicht fchneiden, kann; 
es gibt alfo zwei reelle Wurzeln, oder vier imaginäre, 

Für die Gleichung vom sten Grade bat die Curve eine von den 
in Figuren 14 oder 11 oder 12 angedenteten Formen. 

Ohne und auf den Im $. 30 aufgeftellten Lehrſatz zu fügen, 
baben wir erfannt, daß jede Gleichung eine reelle Wurzel zuläßt, 
den Fall ausgenommen, mo der Grad derfelben gerad und das letzte 
Glied pofitiv if. Wir behalten uns vor, fpäter nachzumeifen, daß 
feld in diefem Fall, zum mwenigften ein algebraifches Symbol, eine 
Sunftion der Coefficienten, egiftirt, welches für x fubflituirt, das 
Polynom fx auf Nun bringt. Wir wären demnach vergewiſſert, daß 
jede Gleichung eine reelle oder imaginäre Wurzel befigt, und zwar 
bat fie nach dem erwähnten Paragraphen immer genau n dergleichen 
Wurzelwerthe. | 

6.69. Es fein a,b, c...—a,—b’,.... die reellen Wur⸗ 
zeln einer Gleichung f—=Tlx—a)(ı—b)...(x+ta/)(x+b/)... Man 
fest hierbei voraus, daß T-=0 Feine reellen Wurzeln zuläßt; das Bo- 
Ionom T ift daher von einem geraden Grad mit einem pofitiven 
lebten Gliede. Da das leute Glied von fx das Produkt aus dem Ich- 
ten Bliede von T mir den Größen —a,—b... +3, +b/,.. aus⸗- 
drüct; fo wird fein Zeichen nur von der geraden oder ungeraden 
Anzahl der negativen Faktoren bedingt. Das leute Glied einer Glei⸗ 
hung iſt alfo pofitiv oder negativ, je nachdem die Zahl der pofi⸗ 
tiven Wurzeln gerade oder ungerade ift, die Zahl der imaginären 
and negativen mag übrigens fein, welche fie wolle. 

$. 70. Wir nehmen an, daß man die Sleichung F/x—0 aufgelöst, 
und die Maxima und Minima der Curve fx von einander unterfchieden 
babe, indem die Zeichen von fx und f’’x für die Werthe von x, welche 
der Gleichung 10 genügen, mit einander verglichen worden find. 
Dabei wollen wir ferner annehmen, daß diefen Wurzeln M Maxima 
und m Minima entfprechen. Dieb vorandgefest, fellen wir und nun 
vor, daß ein beweglicher Punkt vom negativen Unendlichen ausgehend 
biefe Curve befchreibe, indem er bis ins pofitive Unendliche fort- 
Hnft. Da nun in der Nähe des Urfprungs die Wendungen ihren 
Anfang nehmen, fo wird der bewegliche Punkt, während einer be⸗ 
beutend großen Ausdehnung feines Laufes , die Achfe nicht treffen. 
Nach jedem Maximum wird er gegen die Achfe zu geben, und diefelbe 
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fchneiden, es fei denn, daß die Curve fich zurückwendet, und da- 
durch die Entfichung eines Minimums veranlaßt. Jedes Minimum 
wird fonach den durch das benachbarte Maximum angezeigten Durch“ 
fchnittspunft vernichten. Eine nothwendige Folge hiervon ift, daß 
M—m-+ 1 die Zahl der Durchfchnittspunfte, d. b. die der reel⸗ 
fen Wurzeln der Gleichung ſ5*0, angibt: wir fügen bier das Glied 
+1 deßhalb noch hinzu, weil wir, bei der Bewegung unfered Punk⸗ 
ted, den Durchfchnitt, welcher dem erſten Maximum vorangeht oder 
dem Testen folgt, nicht mitgezählt haben. Gibt es chen ſoviele 
Maxima ald Minima, oder it M—m, fo if nur eine reelle Wurzel 
vorhanden, und die Gleichung if alödann von einem ungeraden 
Grade. Gibt es Fein Minimum, fo it nur ein Marimum möglich, 


und die Gleichung bat zwei reelle Wurzeln; dieſelbe ift von einem 


geraden Grade, und das Maximum negativ. Gibt es endlich Fein 
Maximum, fo findet man nur ein Minimum und Feine reelle Wurzel; 
die Gleichung iſt von einem geraden Grade, und das Minimum po⸗ 
fitiv, 


Anmerkung. Wie die Gleichung y— fx eine Curve repräfen- 
tirt, fo können auch die Derivationen = fx, y=f’x uf. w. 
durch Eurven dargeftellt werden. Die erſte diefer Curven ver- 
anfchanlicht die Lagen der Berührenden, die zweite die Wen- 
dungen der urfprünglichen Curve y — ſx. NWebnliches gilt von 
den, durch je drei aufeinander folgenden Derivationen, reprä- 
fentirten drei Curven, von denen die erfte als urſprüngliche 
angeſehen wird. 


Das Auffuhen der Incommenfurabeln Wurzeln. 


$, 71. Newtons Methode. Nachdem man die rationalen, 
ferner auch die gleichen Wurzeln aus einer vorgelegten Gleichung weg⸗ 
geſchafft bat, handelt es fich darum, die irrationalen Wurzeln derfelben 
zu finden. Wir nehmen deßhalb an, daß man dahin gelangt ſei, ei⸗ 
nen Näherungswertb > von einer diefer Wurzeln anzugeben, in der 
Art daß zwifchen den Größen = und > nicht noch eine andere Wurzel 
liege. Aus dem Zeichen des Reſultats, was die Subſtitution von 
xy in fx liefert, werden wir beurtheilen, ob die gefuchte Wurzel 
zwifchen & und >, oder zwifchen > und > enthalten iſt: wir. nehmen 
an, daß fie zwifchen« umd > liege. Segen wir hierauf x—6, eine 

7 % 


4100 Das Auffuchen der 


Zahl, welche zwiſchen die beiden letztgenannten fällt; fo werden wir 
erfahren, ob unfere Wurzel zwifchen « und 8, oder zwifchen 46 und > 
fich befindet. Auf folche Welle werden die Grenzen immer näber 
an einander gerückt, und der gefuchte Wurzelwerth berichig genau be 
ſtimmt. Diefes Verfahren würde jedoch für große Annäherungen un- 
ausführbar fein; man wendet es daher nur an, um eine Zahl a zu 
erhalten, welche von dem wahren Wertbe der Wurzel um weniger 
ald 5 abweicht. Macht man x—=ca+y, wo y den noch fehlenden 
Theil der Wurzel bedeutet, und fubflituirt in fo; fo hat man 


fe+ yfa+iyp la... .+ıyp=0, 


Hier iſt y ein eigentlichen Bruch, und die Coefficienten der verfchie- 
denen Potenzen von y ftellen das Polynom, fx, und die daraus abge- 
leiteten in der Art dar, daß überall « flatt x zu feten iſt. 

Die Nemton’fche Methode beſteht nun darin, die Potenzen y?, 
ys ...., als fehr Fein, außer Acht zu laſſen; die trandformirte 
Gleichung gebt hierdurch in fr Hy fa 0 über, woraus 

— fa_ ka+rpeat+,...ta+u 

— 7 nkar-T + p(n—1)a=?,...+t 
Gegen wir diefen Bruch, oder vielmehr feinen Näherungswerth =s, 
fo gibt y=s als zweite Annäherung x=a+s. Macht man dann 
ars=o,, und bedeutet yı die neue Verbeſſerung; fo wird bdiefelbe 
durch den vorigen Ausdrud, in welchem a, flatt « gefegt ift, dargeftellt 
werden. Hieraus ergibt fih ferner — a +s+tyı, u. ſ. f. 


Es diene als Beifpiel die Gleichung ? — 2x — 5=0, Fürx=2 
und 3 findet man die Reſultate — 1 und +16, woraus erſichtlich 
it, daß zwiſchen 2 und 3 eine Wurzel, welche der erfien Zahl näher 
liegt, eingefchloffen ift. Für x—2, 1 erhält man das Nefultat O0, 061; 
alſo iſt die Zahl 2, 1 größer ald x, von welchem fie weniger als 2 ab- 
weicht. Setzt man «2,1, fo befommt man 
a—2a—5 _ 0,061 | 
a, 77 11,23 0054. 

Indem wir wicht über die Zehntaufendtbeile hinausgehen, erhalten 
wir als erſte Annäherung x—2,0946. Nehmen wir diefe Zahl für 
den Wertb von a, fo entſteht 


0,000541550536 __ 
11,16204748 = —0,00004851. 
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Unfere vierte Deeimalftelle war alfo nicht richtig, und man findet 
x—2,09455149. Diefe Berfahrungsmeife wird nun weiter fortge- 
fegt, um die Testen Decimalſtellen zu verbefiern, uud dem wahren 
Werthe von x näher zu kommen. Behält man in der Entwicklung 
das Glied y? bei, fo bat man 
— fa 
1 far iyfia' 

Nachdem alfo die erfle Correction s gefunden worden, ſubſtituirt man 
diefelbe ſtatt in den Nenner, wodurch ein genauerer Werth erbal- 
ten wird. Go gibt in unferm Beifpiele s=— 0,0054 in 3 yf!’a ein- 
geführt, das Refultat — 0,034; der Nenner verwandelt fich in 11,196 
und man findet y=0,0054483, eine Größe, deren letzte Decimalſtelle 
bloß fehlerhaft if. 

Als zweites Beiſpiel fei die Gleichung 3 — x? +22 3, deren 
eine Wurzel zwifchen 1, 2 und 1, 3 liegt, da diefe Zablen — 0,312 
und + 0,107 als Refultate geben. Machen wir ⸗ — 1, 3, fo kommt 


y=— ——- =—0,02, und x=1,28, 


Aus zyf’a= (In —1)y 2,95 entfteht der um — 0,058 ver- 
mebrte Nenner 4,412; woraus y—=— 0,0242, und x = 1,2758. Man 
nimmt bierauf «== 1,276 und fett die Annäherung fo weiter fort. 


$. 72. Die Newton’fche Methode if jedoch nur unter gewiſſen 
Bedingungen genau. Um dieß zu erläutern, confirniren wir die pa- 
rabolifche Eurve, die fx zur Gleichung hat. Die Wurzeln der 
Gleichung fx=0 flellen die Abdfeiffen der Durchichnittspuntte k, k’... 
unferer Curve mit der Achſe Ax dar. Es ſei nun x — AP 
ein genäherter Werth der Wurzel Ak—a (Fig. 15 und 16); win 
wiffen, daß PM = fa die Ordinate, und Fa. die Tangente des Win- 
kels T if, den die Berührende in M mit Ax bildet. Die Auflöfung des 
Dreicdd TPM liefert TP.tgT=PM=feo, woraus fich der Werth der 
Subtangente s=T P , 
fe 
7. 
Es ift dDieß der nene geräberte Werth von Aka nach der Newton- 
fchen Methode, welche, wie man fieht, zum Zwed bat, bei dem Auf⸗ 
fuchen des Durchfchnittspunftes k mir der Achie, fast des Bogens 


‚md AT=a— ee ergibt. 
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Mk feine Tangente MT zu nehmen. Diefe zweite Annäherung 
AT dient dazu, eine andere Tangente MT’ und hierauf einen 
neuen, mehr genäherten Werth AT’ zu befimmen, und dieß fo 
weiter fort, Die eben angegebene Methode erfordert übrigens, 
daß die gefundenen Punkte T, T/ ... fich fortwährend dem Punkte 
k näbern. Hätte man nämlich ald Annäherung «den Theil Ap (Fig. 15) 
gewählt, welcher dem, bei dem Maximumpunkt liegenden, Bunft m O 
entfpricht; fo iſt einleuchtend,, daB die dahin gehörige Tangente mt, 
anftatt einen mehr genäberten Werth von Ak zu liefern, eine faſt 
unendlich große Subtangente geben könne; für den Berührungspunft 
m’ wird gedachte Subtangente fogar eine entgegengefekte Richtung 
annehmen. Die Form und die Lage des Bogens mM in Bezug auf 
die Achfe können demnach eine folche Beſchaffenheit haben, daß die 
Neger fehlerhaft wird: wir müſſen diefelbe daher befonderen Bedin⸗ 
gungen unterwerfen, um über ihre Anwendbarkeit verfichert zu 
fein. 


1. Es if deßhalb nöthig, zwei Zahlenwerthe « und 2 zu ken⸗ 
nen, zwifchen denen nur eine Wurzel eingefchloffen iſt. Denn fchnitte 
die Eurve die Achfe in mehreren zwifchen « und 8 liegenden Punften, 
fo würde die Linie Wendungen machen, und es ift zweifelhaft, ob 
der Berührungspunft fich eignet, einen mehr genäberten Werth von 
a als « es ift, zu liefern. Dan Fann dieß an der Fig, 1 fehen, wo die 
Grenzen Ap, Ap’ und nicht geftatten, den Werthen Ak und Ak’ näher 
zu kommen. 


2. Kein Werth von x zwifchen « und 3 darf die Derivationen 
fx, fx auf Null bringen. Denn gefchäbe dieß, fo würde es ein 
Marimum oder Diinimum oder auch einen Bengungspunft geben, 
lauter Umſtände, welche Newtons Methode unficher machen können. 

Wir werden in der Folge Mittel zeigen, um dergleichen Gren- 
zen a und 4 zu beilimmen, und fonach verfichert zu fein, daß die 
vorige Bedingung erfüllt ik. 


3. Hat man die beiden Grenzwertbe und 4 gefunden, fo 
gebranche man, um die Annäherung weiter zu treiben, nur denieni- 
gen, für welchen die Funktionen fx und fx einerlei Zeichen haben. 
Die Figuren 15, 16, 17 und 18 fiellen die verfchiedenen möglichen 
Lagen des Bogens, je nachdem er feine erbabene oder hohle Geite 
nach oben zu kehrt, dar. Ak iſt die Wurzel a; AP, Ap find die 





ineommenfurabeln Wurzeln. 103 





Grenzwerthe a, B, zwifchen denen Feine andere Wurzel mehr liegt; 
die Subtangente PT ift die durch unfere Methode angedeutete Cor⸗ 
reetion s für den Wertb AP=a. Die Sicherheit des Verfahrens er⸗ 
fordert nun nothwendigerweiſe, daß der Fußpunkt T der Berübren- 
den, zwifchen dem Fußpunkte P der Ordinate, und dem Durch⸗ 
ſchnittspunkte k der Curve mit der Achfe liege: von dem Bunfte P 
aus muß man demnach die erbabene Seite des Bogens erbliden, 
mad bekanntlich erbeiicht, daB die Funktionen fx und f!’x einerlei 
Zeichen für die Abſciſe AP=ı=a haben, Diefer Grenzwerth 
iſt michin für die weiter gehende Annäherung zu gebrauchen. 

Wenn man bei der Betrachtung der Zeichen die obere Grenze 
a>a gewählt bat, fo zeigt der Anblick der Figuren 15 und 18, daß 
fämmtliche fucceifive Approgimationen ſtets größer ald a fein werden, 
mobei man diefer Wurzel a immer näher fommt. Hat man im Gegen- 
theil a <a genommen, fo nähert man fich immer mehr und mehr dem 
Legtern durch eine Reihe von Approgimationen, welche alle Fleiner 
als a find (Fig. 16 und 17). 

4. 73. Der hier einzufchlagende Gang wäre demnach folgender: 


1. Dan fuche zwei Grenzen « und B, zwifchen denen nicht noch 
eine andere Wurzel eingefchloffen wird. 


2. Dan rücde diefe Grenzen fo nahe an einander, bis man 
vergemwiffert if, daß zwiſchen ihnen Feine Wurzel der Gleichung F/x—0, 
fly 0 fiegt. 

3. Bon den beiden Grenzen nehme man als erfien Näherungs⸗ 
werth dieienige = an, bei der die Polynome fx und fx einerlei 
Zeichen haben. 


4. Die Rechnung wird alsdann die Größe s kennen lehren, 
welche, mit dem gebörigen Zeichen verfeben, zu « hinzuzufügen tft, 
um einen zweiten Näherungswerth zu befommen. Diefer letztere gilt 
als neuer Werth für =, um einen dritten Näherungswerth zu fin⸗ 
den, u. f. f. 

Es if einleuchtend, dag man fich der Mühe überheben Tann, den 
vollſtändigen Werth von s, wie ihn die Rechnung darbietet, gu nch- 
men, und daß nichts hindert, dafür einen weniger zuſammengeſetzten 
Ausdruck zu ſubſtituiren, inſofern derferbe einem zwifchen P und k 
liegenden Punkt T entfpricht. Indem man alfo s in einen Deeimal- 
bruch verwandelt, wird man nur die der Wurzel zufommenden Zif- 
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fern beihehalten, um nicht unnötbigermweife die nachfolgenden Rech⸗ 
nungen zu verwickeln. Es ift daber durchaus nothwendig, zu er- 
fahren, wie weit der jedesmal gefundene Näherungswerth genau if. 
Zu diefem Ende ziehe man Durch den Punkt m, welcher der zweiten 
Grenze Ap=P entfpricht, die Linie mq der Berübrenden MT parallel. 
Diele Erenze wird in dem concaven Theil der Eurpe, und der Bunft 
l offenbar zwifchen den Fußpunkten T und q fich befinden: Das 


Dreicd mpq gibt pg = ng, * =— ze , wo das Zeichen — geſetzt 


wird, da fB negativ if. Hieraus folgt Aa=Pß— ne. Man keunt 


alfo zwei Grenzen, swifchen denen die wahre Wurzel liegt: nämlich 


Bon dem Werthe von a’ wird man nur dieienigen erfien Decimalſtel⸗ 
len beibehalten, welche in diefen beiden Ausdrücken übereinſtimmen, 
und fonach den zweiten Näherungswertb erhalten. Es verficht fich 
von ſelbſt, daß man bei dergleichen Rechnungen Gorge trägt, die 
Größen mit den Vorzeichen zu verfeben, welche der Calcul mit fich 
bringt. Diefe Annäherung geht anfangs langſam vor fih, nimmt 
aber hierauf rafch gegen a zu, fobald man drei bis vier Deck 
malftellen der Wurzel gefunden bat. Fourier bat in feiner ana- 
Iyse des Equations determindes das Geſetz diefer Annäperungen näher 
entwidelt. 


Anmerfung. Ein anderweitiger Näberungswerth wird erhal⸗ 
ten, wenn man die den beiden Grenzen zugehörigen Punkte 
m, M ($ig. 15) durch eine Gerade verbindet, und die Abſciſſe 
ihres Durchfchnittd D mit der x Achfe berechnet. Die Aehnlich⸗ 
feit der Dreiecke pmD und DPM gibt 

pm+PM:Pp=pm:pD,d. h. 
fß — fa! ßB— a=—f(a):pD; hieraus 


en u fe(ß—e) 
AD=-Ap+pD- er u 
Serner auch, da pm--MP:Pp=MP:PD, 


_n _fRCB—a) 
AD=P— Iß—fa 





. Gegen wir P—ca=h, fo befommen wir 
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_ fa _ fß 
AD=« fc+ fl +. oder ADSB- forflot- re, 
Je Feiner h wird, deſto weniger weichen dieſe Näherungs⸗ 
werthe von dem oben angeführten ab. 


Um das Vorhergehende durch ein Beiſpiel zu erläutern, nehmen 
wir unſere obige Gleichung x5 — 2:—5=0 wieder vorn Wir fau⸗ 
den, daß die Wurzel zwifchen 2 und 2, 1 eingefchloffen if. Da fx 
=37?—2, !!x=6x, fo fieht man, daß die Funktionen fx und fx 
für x=0a=2,1 pofitio werden. Dan bat demnach die Werthe, 
welche größer ald x find, zu wählen. Ferner Tiegen die Wurzeln 
der Bleichung 3x?— 20 nicht zwifchen @a=2, 1 und B=2. End» 
lich batte man gefunden 
fa=+ 0,061, Fua=+411, 23 und s=—0,005435 alfo a=2, 09457, 
Wir nehmen jetzt 82, 09 <a, was man daran erkennt, daß 66* 
—0, 0506715 und dividiren fa dur fr, was — 0,00451 gibt: die 
zweite Grenze von a ift &/=2, 0945. Die vier erften Decimalftellen 
{ind alfo genau, d.5.x= 2,0945. Wir nehmen nun diefen Werth 
für a, woraus fa=+ 0,000541555 das Zeichen + deutet an, daß 
dieſe Grenze größer als a if. Ferner ik fa=11,16204748, was 
den Quotienten 0,000048517 gibt; folglich a 2,094661483. 


Um die fehlerhaften Deeimalſtellen anszufcheiden, feben wir 
B7=2,0945, woraus 66 — 0,00057469; das Zeichen — weiſt nach, 
daß diefe zweite Grenze von a übertroffen wird. Indem wir durch Fa 
dividiren, erhalten wir den Quotienten — 0,00005148, woraus A/= 
2,09455148. Die acht erſten Decimalſtellen find alfo genan, 

Die Rechnung zieht fih in die Länge, wenn « eine mehr zu- 
fammengefegte Zahl iftz man fann Übrigens einigermaßen abkürzend, 
wie folgt, verfahren: Die Annäherung « lehrte uns fchon fa und fa 


fennen, woraus fich die Eorreftion = ergab. Um die Rech⸗ 


nung weiter fortzufeßen , muß man ,=a + s flatt x infx, fx, fx 
fubftituiren, was: uns die nachfiebende Entwickelung liefert, in welche, 
wegen der Kleinheit der Zahl s nur die erfien Glieder aufgenom- 
men, wurden, nämlich: 

fa, =fa + sfla+;s?f!!a, fa, =fla+ sf!!a, 


Die Rechnung bietet Feine weitere Schwierigfeiten dar, 
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In unferm Beifpiele war für «a=2,1 die Funktion 
f@a= + 0,0615 fa=11,285 fla=12,6; s=—0,0054, 
Um die Annäherung weiter gu treiben, muß man a,=a — 0,0054 
fegen ; folglich 
fa, =0,061 — 0,0054 >< 11,23 + (0,0054)? >< 6,13 
ffa,—=11,23 — 0,0054 12,65 
fa, =0,0005417 ; fa, 11,161964 = — 0,00004853, 


$. 74. Lagrange's Methode. Um die Wurzeln einer Glei⸗ 
chung zu finden, ift es vor allen Dingen von Wichtigkeit, den Ort 
der Wurzeln, d. h. eine Reihe von Zahlen anzugeben, zwifchen de- 
nen nur eine Wurzel vorfomme: die Hauptfchwierigfeit liegt mithin 
darin, eine folche Werthreihe im voraus, bevor man nämlich die 
Wurzeln kennt, zu ermitteln. Wenn man für x fucceffive die Zah⸗ 
lin...—2, — 1,0, 1,2, 3, ... fubftituirt, und bei den auf einan- 
der folgenden Ergebniffen eben ſoviel Zeichenwechfel, als Einheiten 
in dem Grad n der Gleichung enthalten find, finder; fo find ſämmt⸗ 
liche Wurzeln reell, und der Ort einer jeden derfeiben if befannt. 
Diefen Fall ausgenommen, bleibe man jedoch über die Zahl der 
reellen Wurzeln und ihrer Grenzen in Ungewißheit, weil man nicht 
weiß: erftens ob zwiſchen den Zahlen, welche für x fubflituirt, Re 
ſultate mit verfchiedenen Zeichen geben, nicht 3, 5... Wurzeln 
liegen ; ferner ob zwiſchen den Zahlen, welche Reſultate mit einer. 
lei Vorzeichen berbeiführten, nicht 2, 4... Wurzeln vorkommen. 
Wählte man hingegen eine Reihe von fuccefiiven, binlänglich nahe 
aneinander gerüdten Subflitutionen, von der Art, daß zwifchen zwei 
folchen nur eine Wurzel liegt; fo tft man ficher, daB jeder Zeichen- 
wechfel bei den Refultaten das Dafein einer einzigen Wurzel zwi⸗ 
fchen den fubflituirten Zahlen andenter, währenddem feine Wurzel 
zwifchen den Zahlen, welche Reſultate von einerlei Vorzeichen Tiefer 
ten, vorbanden iſt. 

Wenn die beiden Wurzeln a und b zwiſchen « und A Tiegen, fo 
bilden diefe vier Zahlen, der Ordnung ihrer Größe nach, von der 
Feinften angefangen, folgende Reihe: =, a, b, %; woraus !—a 
>b—a Die Wurzeln a und b liegen alfo nicht zwifchen « und 2, 
wenn die eben ausgefprochene Bedingung nicht erfüllt wird. Es reicht 

iher hin, @ und A weniger von einander entfernt, als dieſe Wur⸗ 


— — — 


— — 
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zeln a und b es find, zu wählen, um verſichert zu fein, daß zwi⸗ 
fchen & und A nur eine von den Zahlen a und b, oder Feine davon 
vorkomme. Wäre mithin 5 geringer als die Lleinfte Differenz der 
Wurzeln der vorgelegten Gfeichung, und bedeutet die untere Grenze 
und I die obere Grenze der Wurzeln; fo ift Kar, daß, wenn die 
Zablen Y,Y+5,1'+28, ....1 der Reihe nach in fx ſubſtituirt 
werden, man ebenfoviele Ergebniffe von verfchiedenen Vorzeichen er⸗ 
bält, als die Gleichung reelle Wurzeln bat. Leder Zeichenwechfel 
zeigt eine einzige Wurzel zwifchen den ſubſtituirten Zahlen an, wäh⸗ 
rend zwiſchen denjenigen, welche einerlei Vorzeichen geben, Feine 
Wurzel eingefchloffen wird, 

Um unfere Zabl 5 zu erhalten, fuchen wir die Gleichung, deren 
Wurzeln die Differenzen aus je zwei Wurzeln der vorgelegten Glei⸗ 
chung find. Es bedeute y die Differenz zwifchen einer Wurzel x 
uud jeder andern. Aendert man nun x in x-+y in der Gleichung 
Iix=0, fo erhält man 

fx + yf/x +3y? fx +..,=05 
oder wenn man durch y dividirt, 

| f=0; fx +iyfx th... +0, 
wo x und y zwei Unbekannte find. 

Eliminiren wir x aus diefen beiden Gleichungen, fo entfteht eine 
Gleichung Fy—=0, deren Unbekannte y die Differenz zwifchen allen Wur⸗ 
sein der vorgelegten iſt. Fy=o ik die Differenzen-Gleihung, 
d. h. y iſt die Differenz zwifchen irgend einer Wurzel und allen an⸗ 
dern. Der Grad diefer Gleichung iſt n(n—1), Zahl der Anordnun- 
gen der n Wurzeln von x zu ie zwei. Da die Differenzen a—b,b—a, 
c—b, bc ,.. paarweife gleich, in Anfehung der Zeichen aber ver⸗ 
ſchieden find; fo muß, wenn « eine Wurzel der Differenzen⸗Gleichung 
it, auch — «eine folche fein. Es folgt hieraus, daß Fy nur gerade 
Votenzen von y enthalten Tann. Weiter ergibt fich daraus, daß Fy 
fih in Faktoren von der Form (7? — cD(— RN .... zerlegen läßt. 
Dan kann daher y2=z ſetzen, ohne Wurzelgrößen hierdurch einzu⸗ 
führen. Die daraus entflebende Gleichung „zo heißt die Glei⸗ 
hung der quadrirten Differenzen, da die Wurzeln y die 
Quadrate von den Differenzen der Wurzeln x in der urfprünglichen 
Gleichung find. 

$, 75. Nun können wir aber ($. 42) eine Zahli finden, welche 
Feiner als fämmtliche pofitive Wertbe von z tft, d. h. i<z oder y⸗. 
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Hiernach Tann Vi, oder eine noch kleinere pofitine Größe, als Dif- 
ferenz 3 gelten, welche die für x zu fubfitwirenden Zahlen haben müſ⸗ 
fen. Je Fleiner oͤ iſt, deſto mehr Subflitutionen bat man, von 1 bis 
zu 1 binanf, zu machen; man muß demnach d möglich groß nchmen, 
damit die Mechnungen abgekürzt werden. Wenn i>1, fo nimmt 
man 51, oder ſubſtituirt, wenn man will, die natürlichen Zahlen 
0, 1, 2, 3... Wenn ı<1, fo muß man ‘o=Yı ſetzen. 

Die Subſtitutionen der gebrochenen und irrationalen Zahlen wer⸗ 
den übrigens auf folgende Art vermieden: 


1. Dan beſtimme die Größe Fi wenigſtens bis auf einen ge- 
gebenen Bruch genau, wie 4.3. j, 3... Alsdann nehme man den bis 


auf — kleineren Werth von Y’i, und ſetze 0 4. Die Zahl h wird 


ſtets dergeftalt gewählt, daß man micht bedeutend unter Fi herab 
zu fleigen bracht, und Feine ſehr zufammengefente Zahl erhält. 


3. Anfatt für x die Zahlen oO, 2 2, ... zu ſubſtitniren, 


macht man die Wurzeln, folglich auch ihre Differenzen hmal größer, 
indem man hx=: fest. Man hat alddann nur nöthig, nach und 
nach für t die Zahlen O0, g, 2g, 3g...., Oder wenn man will, 
0, 1, 2, 3... zu fubltituiren. Wir können alfo eine Gleichung im 
eine andere umwandeln, die nicht mehr als eine Wurzel zwifchen 
zwei aufeinander folgenden beliebigen ganzen Zahlen bat. 


Dan kann beilänfig noch Folgendes bemerken: 


1. i läßt fih ans Fy ableiten; die Bildung des Polynoms 9z 
iſt alfo nicht gerade nöthig. 

2. Durch Hinmwegfchaffung des zweiten Gliedes aus ſ5*0 wer 
den fämmtliche Wurzeln um die nämliche Größe vermehrt; fie be- 
balten mithin ihre Differenzen bei. Etwas Teichter wird aus dieſer 
transformirten Gleichung die Funktion Fy bergeleitet, die dadurch 
feine Aenderung erleidet, 


Anmertiung Die Wurzeln der Gleichung o2=0 werden nur 
dann negativ fein, wenn die Streichung f5*0 imaginäre Wur- 
zeln befist. Hat die letztere aber reelle, fo hat die Gleichung 
92=0 pofitive Wurzeln. Sind anf diefe Weife die Grenzen 
jeder einzelnen reellen Wurzel, und mithin zugleich die Anzahl 


ineommenfurabeln Wurzeln. 109 


der reellen Wurzeln beflimmt, fo erhält man die enge der 
imaginären Wurzeln, indem man jene Anzahl von dem Grad 
der Streichung abzicht. 


$. 76. Beifpiele: J. Man nehme die Gleichung  — 2:5, 
deren eine Wurzel wir im $. 71 beitimmt haben. Um zu erfahren, ob 
die beiden andern Wurzeln reell find, verwandeln wir x inx -+y, 
was und gibt 3x —2+ 3x7 + y°—=0. 

Durch die Elimination von x erhält man 

y®6 — 127? + 36y? + 643 = 0, 
Um die untere Grenze von y zu finden, feben wir >= * Daraus 
entſteht 
64388 + 36v2...=0; v<1+,5 


oder v<1;5 folglich „> 1=5 Indem man alfo nad) und nach 
x—=—1,0,1,2.... fest, findet man ebenſoviele Zeichenwechfel, 
ald x reelle Wurzeln bat. 


11. Die Steichung x? — 12x? + Alx— 29 —=0 gibt 
3x2— 24x +41 +(3x — 12) y+y2=0: 
Durch Elimination von x entſteht y° — 425* + 44192 =. Gebt 


man „= I, fo fommt 49° — 441v? +..,..=0; woraus man 


zieht: v<10, Y>V zur oder = =6d Macht man = t, fo bat 


man 1% — 48 t24 666t 1856, eine Gleichung, in der nur eine 
Wurzel swifchen zwei aufeinander folgenden ganzen Zablen Tiegt. 
Indem wir t=0, 1, 2.... ſetzen, fehen wir, daß t zwifchen 3 und 
A, zwifchen 21 und 22 und zwifchen 22 und 23 füllt. Es Liegt alfo eine 


Wurzel von x swifhen 2 und 1, eine zweite swifchen z und a eine 


dritte zwiſchen Zum? 3. Zwiſchen 5 und 6 befinden ſich demnach 


zwei Wurzeln, di wir ne diefe Rechnung wicht entdeckt hätten. 
Die Wurzeln von x find 0,95108 ...;3 5,35689 .... und 5,69203... 


II. Die Steichung  — 7x+7=o gibt und y— d2y!+441y? 
=49; woraus v<9,y?> 3 d=;. Wir werden bald fehen, daß 
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eine Wurzel zwifchen —3 und — ©, eine zweite zwifchen rn und 


S-, eine dritte endlich zwiſchen < und 2 Liegt; nämlich 
— — 3, 04892 224 X— 1, 35689 ’r F 114, 69203. 


IV. In der Gleichung —x?—-2x+1=0 bekommen wir für x= 
0, 4, 2 die Refultate +1, — 1, +15 ferner durch Umänderung von 
x in —x Ergebniffe von entgegengefeuten Zeichen für die Zahlen 1 
und 2. 

Der Ort der drei Wurzeln iſt Hier fofort befannt, und die Glei⸗ 
chung der quadrirten Differenzen daber nicht nöthig. Uebrigens 
it ve — 147? + 497249, Diefe Gleichung ehrt uns, daß y 1, 
s=1, was mit dem eben Gefagten völlig übereinftimmt. 

Dergleichen Rechnungen find immer ausführbar; nur Schade, 
daß ihre Anwendung äußerſt Iangwierig wird, namentlich wenn die 
Gleichung von etwas hohem Grade if. Die Methode an und für fich 
tft übrigens klar, vollſtändig und für ale Fälle gültig. Es bleibt nun 
nurnoch übrig, den verfchiedenen Wurzeln vermittelt des oben angege- 
benen Verfahrens näher zu kommen; zur Auffindung der approgimativen 
Werthe der Wurzeln har und Lagrange ebenfalls eine leichte Methode 
überliefert, die wir in der Folge mittbeilen werden, 


$. 77. Regel des Descartes. In einer geordneten Gleichung 
läßt fich, aus dem bloßen Anblick der Zeichen, die mögliche Zahl der 
pofitiven ſowohl als negativen Wurzeln vermutben. Haben die auf 
einander folgenden Glieder einer Streichung einerlei Zeichen, fo nennt 
man dieß eine Folge (Permanenz); baben fie ungleiche Zeichen, 
fo wird dieß ein Wechfel (Variation) genannt. Die Regel des 
Desearted lautet fonach folgendermaßen: Eine volltändige Gleichung 
kann nicht mehr pofitive Wurzeln, als Zeichenmwechfel, und nicht 
mehr negative Wurzeln haben, als Zeichenfolgen anzutreffen find. 


In der That kann man jede Gleichung fx—0 als das Produft 
aus einem Polynom, deffen fämmtliche Binomialfaktoren imaginär 
find, mit die den reellen Wurzeln a, b...‚— a, —b’... zugehöri⸗ 
gen Faktoren x—a, x—b,...xta,x+b/,. betrachten. 


Wir wollen nun unterfuchen, in mwiefern die entfprechenden Bi⸗ 
nomialfaftoren In dem Produkte theils Zeichenfolgen, theils Zeichen- 


[Dun Tui un 
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wechſel bervorbringen Finnen. Um die Fdeen zu firiren, nehmen wir 
an, dag ein Polynom Fx folgende Anordnung binfichtlich der Zeichen 
darbiete: 
+—-— + —- — - +—-++++—-+—+ 

Um gedachtes Polynom mit x+a/ zu multiplieiren, was eine 
neue negative Wurzel —a/ einführt, operiren wir zuvörderſt mit x, bier- 
anf mit a’, und addiren dann beide Produkte, in denen die nämlichen 
Zeichen vorkommen, indem wir dabei das zweite, des Drdnens bal- 
ber, um eine Stelle weiter gegen die Nechte rücken. Hiernach ergibt 
ſich folgende Darftellung: 


— --— 4 +4+++-++ 
+--4+- —— + 4+++-+-+ 
+1—- ii — ı ii+++iiiir+r 


Wenn die beiden über einander ſtehenden Zeichen einerlei find, 
fo bleiben fie in dem Produfte ungeändert; der entgegengeſetzte Fall 
wird durch den Buchſtaben i angedentet, um auszudrücken, dag das 
Zeichen unbeſtimmt ift, infofern auf die Größe der Coefficienten keine 
Rückſicht genommen wird. 

Da die beiden Partialprodukte die nämlichen Zeichen haben, ſo 
werden die i ſich nur dort vorfinden, wo ein Wechſel ſtatt hatte, 
Eine gerade Anzahl von fueceffiven Wechfeln gibt eine gerade Menge 
von i, welche zwifchen ähnlichen Zeichen geftellt find; iſt dagegen die 
Zahl der Wechfel ungerade, fo ift es auch die der auf einander fol- 
genden i, welche zwifchen verfchiedenen Zeichen fieben. Wollen wir 
jest diefe fämmtlichen i dergeftaft wählen, daß dadurch die größtmög⸗ 
liche Zahl von Wechfeln in dem Brodufte zu Stande fomme; fo müffen 
wir alle diefe i abwechfelnd mit + und — vertauſchen. Nun fteht aber jede 
dieſer Abtheilungen von i zwifchen ähnlichen oder verfchiedenen Zei- 
chen, je nachdem die Anzahl derfeiben gerade oder ungerade iſt; wor- 
aus offenbar erbellet, daß man nicht mehr Abwechslungen berbei- 
führen kann, als Zeichen von i vorbanden find, d. h. nicht mehr 
Wechſel, als das urfprüngliche Polynom enthielt. Ueberdieß bat das 
Broduft ein Glied mehr, folglich bat es auch wenigftens eine Zeichen- 
folge mehr. Im Falle nicht alle i Abwechslungen Tiefern follten, 
wird das Produkt 2, A... Zeichenfoligen mehr als Ex zählen. Die 
Einführung der negativen Wurzeln bringe alfo für jede derſelben 
wenigſtens eine Zeichenfolge mit fich. 
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Bir multiplieiren jebt das Polynom Fx mit x—a, maß eine 
yofitive Wurzel a begründet. Dad zweite Partialprodukt, welches um 
eine Stelle gegen die Rechte gerücdt ift, wird die entgegengefehten 
Zeichen von Fx erhalten, in der Art, daß die i bei jeder Folge an 
gefchrieben werden. Hiernach flieht: 


+—-—-+—-- — + — +++ ++ 
—++—- ++t+r—- + —- —- +44 
+— i+—i i+-+i ii —+—+— 

Da eine Anfeinanderfolge von äbnlichen Zeichen von Fix fich hier 
mit einer Abwechslung endigt, fo wird jede Abtheilung der i zwi⸗ 
fhen + und — zu fieben kommen. Bellimmen wir nun dieſe i, 
indem wir fie theils mit + tbeild mit — vertaufchen, um die größt- 
mögliche Anzahl von Zeichenfolgen zu erhalten; fo wird man 
deren nur eben foviele finden, als in Ex vorhanden find. Das 
Produkt zähle aber ein Glied mehr, folglich wird es auch wenig 
fiens eine Abwechslung mehr ald das urfprüngliche Polynom haben. 
Aendern fich nicht alle ı in Zeichenfolgen um, fo gibt 8 2, 4... 
Abwechslungen mehr als in Fx. 

Die Einführung der pofitiven Wurzeln bringt alfo für jede der 
felben wenigftens einen Zeichenmwechfel mit fih. Setzt man dieſen 
Schuß mit dem vorigen in Verbindung, fo wird man einfeben, daß 
in jeder geordneten Gleichung die Anzahl der pofitiven Wurzeln nicht 
größer (aber wohl Feiner) fein kann, als die der Zeichenwechfel, und 
die Anzahl der negativen Wurzeln nicht größer (aber wohl Fleiner) 
als die Anzahl der Zeichenfolgen. 


Anmerkung. Es wurde im vorfichenden Sabe angenommen, 
daß Fx ein vollftändiged Polynom darſtellt. Es läßt fich aber 
leicht zeigen, daß die in Bezug auf die pofitiven Wurzeln ge⸗ 
wonnene Folgerung ihre Gültigkeit beibebält, wenn eins oder 
mebrere Glieder in dem Polynom fehlen; dasfelbe kann man 
jedoch nicht von den negativen Wurzeln behaupten. Will mas 
demnach in einer unvollſtändigen Gleichung Fx—0 die mög 
liche Anzahl der negativen Wurzeln angeben, fo muß man x 
mit — x vertaufchen, und nachfehen, wie viel pofitive Wur⸗ 
zeln der transformirten Gleichung möglich find; die gefundene 
Zahl entfpricht alsdann den negativen Wurzeln der vorgelegten. 


— — 


Er Ten 
. 4 
» 
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$. 78. Es bezeichne P die Zahl der pofitiven, N die der negativen 
Wurzeln einer Gleichung vom nten Grade; ferner p die Menge der 
Zeichenfolgen, und v dic der. Zeichenwechfel. Es if bewiefen, daß P= 
oder <v (1), und N=oter <p (2). \ 

Hat die Sfeichung lauter reelle Wurzeln, fo if 

P+ N=n, n=p+v, P+N=v+p, 

weil n+1 Glieder vorfommen. Vergleichen wir nun P mit v, fo 
fönnen drei Fälle flatt finden, nämlich P > oder < oder =v. Die 
Unmöglichkeit des erſten Zalled haben wir dargethan (1). Was dem 
zweiten Fall anlangt, fo erfordert das Beſtehen der letzteren obi- 
ger Sleichungen, daß N >p fei, was dem Sage (2) widerfireitet. 
Man bat folgih P=v und N—p. 

Eine Sleichung , deren Wurzeln fämmtlich reell find, beſitzt alfo 
gerade fo viele pofitive Wurzeln, als Zeichenwechſel, und fo viele 
negative, als Zeichenfoigen. j 


YAnmertung Da die Anzahl der pofitiven Wurzeln gleich 
oder kleiner als v, und die Anzahl der negativen gleich 
oder kleiner als p iſt; fo iſt offenbar die Anzahl der ima- 
ginären Wurzeln der Gleichung vom nten Grade gleich oder 
größer ad n—p—v. 


$. 79. Die Dedcartes’fche Regel zeige uns in einigen Fällen 
an, ob eine Gleichung imaginäre Wurzeln bar, und macht fonach 
die befchwerliche Rechnung unnötbig, welche zur Erlangung der 
Gleichung der quadrirten Differenzen erfordert wird. 


1. Fehlt in einer Gleichung eins. der Glieder, fo kann man 
dasselbe durch + Oxi erfegen, und darnach die Folgen und Wechfel 
in beiden Fällen beurtbeilen, wenn man einmal + O, und dann —O 
mit den übrigen einrachen Zeichen der Gleichung verbindet. Haben 
die benachbarten Blieder xi-1 und xiti verfchiedene Zeichen, fo wird 
man, welches Zeichen auch genommen werden mag, die nämliche 
Anzahl von Abwechslungen und Folgen finden; die Mebereinitimmung 
diefer Reſultate läßt reelle Wurzeln vermutben. Haben jene Neben⸗ 
glieder dagegen einerlei Zeichen, fo weit der Widerfpruch der bei- 
den Reſultate auf das Dafein imaginärer Wurzeln bin, 

Für die Gleichung x -++2x—5=0, welche man auch folgender- 
maßen fchreiben fünnte x? + 0x2 +2x—5=0, mürde man nad 
1.88. 18. Buch, 8 
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Belieben 2 Folgen und eine Abwechslung, oder 3 Abwechslungen er- 
halten, mas in Bezug auf die Menge der reellen Wurzeln ein Wi- 
derfpruch if. Fehlt alfo in einer Gleichung zwiſchen zwei Gliedern 
von einerlei Zeichen, ein Glied; fo befißt die Gleichung imaginäre 

Wurzeln. 


2. Geblen in einer Gleichung mehrere fuccefiive Glieder, fo 
fönnen nicht alle Wurzeln reell fein: es ift dieß eine unmittelbare 
Folge des eben Geſagten. 


3. Die drei Zeichenmechfel in der Sleichung x? —I3x?+12x—4—0 
- Taffen die Exiſtenz dreier pofitiven Wurzeln vermuchen. Multiplici- 
ren wir diefelbe mit (x-+a), fo entſteht 

x? + (a—3)1x? + (12—3a)x? + (122—4)x — da=0, 

Wir verfuchen jetzt, in der letzteren, durch ein ſchickliches Wäh- 
len von a, Zeichenfolgen bervorzubringen. So 3. B. macht a=3: die 
vier erfien Glieder pofitiv. Die Sleichung bat daber zwei imaginäre 
Wurzeln, weil fonft die Sleichung vom vierten Brade, nach Belichen, 
3 negative, oder 4 pofitive Wurzeln haben würde. 


4. Aendert man x in y+h und y+h’ um, fo verwandelt 
üh x=0in Fy=0 und y—=0, Wir nehmen an, daß in py‘ 
einige Zeichenwechfel weniger als in Fy vorfommen. Wenn nun alle 
Wertbe von x reell find, fo wird Fy—0 eine ihrer pofitiven Wur⸗ 
sein = mit einer negativen — a’ in oy’=0 vertauicht haben; bieraus 
x—o+h=—o/+h/,d.b. x bateine Wurzel zwiſchen hund h‘, Da Aehn⸗ 
liches für jeden verloren gegangenen Zeichenmwechfel gilt, fo bat x für 
jeden derfelben eine Wurzel zwifchen h nnd h‘. Iſt man nun im Stande, 
mit Hülfe der Lehre von den Grenzen, zu beweilen, daß alle diefe 
Wurzeln von x nicht exiſtiren; fo wird man verfichert fein, daß ima- 
ginäre Wurzeln vorhanden find. 

Aus der Gleichung 3 — 4x? — 2x + 17=0 erhält man, wenn 
x—y+ 2 und y/ +3 gefegt wird, 

y3+ 27? —6y+5=0, y'%+ 5y/!+y/+2=0. 
Die zwei Zeichenmwechfel, weiche vermuthen laſſen, daß zwei pofitive 
Wurzeln von y für y’ in negative umgewandelt worden, zeigen an, 
daß zwifchen 2 nnd 3 zwei Wurzeln von x liegen können. Einer- 
feits aber bat man für die untere Grenze von y die Größe ıı, wäh—⸗ 
rend man andrerfeits für die Grenze von y’ die Größe —; findet. Wegen 
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y=y’+1 entſteht 1 —y>3, oder y <;. Da diefe beiden Grenzen 
mit einander im Widerfpruch ftehen , fo fchlicht man daraus, daß x 
2 imaginäre Wurzein bat. Wären getachte Grenzen in Ucbereinftim- 
mung, fo würde man zwar noch Feine Gemißbeit haben, dag zwei 
Wurzeln von x zwifchen 2 und 3 fallenz der Zwiſchenraum, in wel 
chen diefelben eingefchloffen find, ift jedoch auf ſolche Weife Kleiner 
geworden. 

5. Sind alle Wurzeln der Gleichung fx—0 reell, fo find die 
Quadrate ihrer Differenzen fämmtlich poſitiv. Die Wurzeln der 
Sleichung der quadrirten Differenzen find dann fämmtlich ebenfalls 
poſitiv, was in derfelben Tauter Zeichenwechfel begründet, 

6, Aus der Natur der Wurzeln einer Gleichung folgt, daß eine 
gegebene Gleichung nicht mehr Paare von imaginären Wurzeln ba- 
ben Tann, als Zeichenfolgen in der Gleichung der quadrirten Diffe- 
renzen anzutreffen find. 


$. 80. Fouriers Methode. Es ſei fx=o eine Sfeichung 
vom nten Grade; wir nehmen davon die fuecefiiven Derivationen, die 
wir in umgefchrier Ordnung fchreiben, und abgekürzt durch FO, fu-D, 
fl, £ ausdrüden wollen. Segen wir in diefen Polynomen x—a, 
wo a eine willführliche, pofitive oder negative Zabl bedeutet; fo gibt 
jedes derfelben cin numerifches Reſultat, deſſen Zeichen entweder 
+ oder — fein wird. Wir fchreiben diefe confecutiven Zeichen, ihrer 
Ordnung nach, beziehungsiweife unter die Funktionen, and denen fie 
entflanden find, was eine Zeichenreibe Tiefert, die durch A dargeftellt 
fein mag. 

Segen wir hierauf x=b>a, fo ‚bilden wir eine zweite Reihe 
von Zeichen, welche wir unter die vorbergebenden fchreiben, und 
deren Geſammtheit wir durch B bezeichnen; u. f. f. 

Wir wollen nun die Zeichenveränderungen dieſer verfchiedenen 
Meiben näher betrachten. Es fei deßhalb x irgend eines unferer 
Polynome. Indem wir für x drei fehr nahe an einander liegende 
Werthe ad, a und a+d gelten laſſen, haben wir: 

ꝙ (a —d)—=gpa—sparidtgtia—;ödglita 4] 
a — 9 a (1) 
o(latds)—=yarsdn/atis’gtiatziigp ta... 


Wir nehmen an, daß sd fehr klein fei, und ya nicht Null werde, Die 
8 * 
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drei vorfichenden Nefultate werden das Zeiten von ga erhalten, 
da das erfie Glied die Geſammtheit der darauf folgenden übertrifft. 
Läßt man demnach x Ketig wachfen, fo wird eine jede 
anferer Funktionen fa... f,l,f ihr urfprüngliches Zei 
hen behalten, fo Tange fie nicht Null wird. Sf aber a 
eine Wurzel der Sleihung ax — 0, fo werden die Reihen (1) ihr 
erſtes Glied verlieren, und die Nefultate das Zıichen des nächfifom- 
menden Gliedes F dp’a befommen; d. b.fo lange x<a if, wird 
das Zeichen von px mit dem des Brodufted —5><p/ a übereinftim- 
men, mithin das entgegengefeßte das von Ha fein, während fürx>a 
das Zeichen einerlei mit dem von 9 a iſt; die beiden Zeichen find 
daber für diefe beiden Reſultate verfchieden. Der Durchgang, 
einer unferer FZunftionen, durch Null begründet folg- 
lich fofort einen Zeichenmwechfer im ben, ı von ihr geliefer- 
ten, Refultaten, 


$. 81. Der vorfichende Sa möge nun feine Anmenduhg [auf 
unfere Polynome fd... f, f,E finden. Für x—=a geben diefelben 
eine Zeichenreibe, und ed werden, wenn x nach dem Geſetze der Stetigkeit 
fortfchreitet, die Zeichen einer jeden Reihe die nämlichen bleiben, bid man 
anf einen Werth x—a fommt, welcher irgend eine diefer Funktio⸗ 
nen, die durch gx dargeftellt fein mag, auf Null bringt; für diefe 
allein wird alddann eine Zeichenänderung eingetreten fein. Hier⸗ 
nach haben wir eine der vier nachiiebenden Zeichenverbindungen : 


fD ,„..g 9 vs... 
Ca......- — +, 
x=a,..:... + 0 +... 
x>a......+ + +.., 
oder......-4 — — ... 
En 0 — ... 
Pa + —, 5 
oder...... — + —... 
.. — 0 — .. 
a En — — ...3 
oder......— + +... 
. ... — 0 +... 
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Aus diefer Zuſammenſtellung gebt hervor, daß beim fietigen 
Durchgang von xdurch einen Werth a, der eine mitt 
lere Funktion pa verfhwinden macht, die Funftionen- 
reihe zwei oder feinen Zeichenwechfel verliert, je nach. 
dem die beiden, der verfchwindenden, nächſtliegenden 
Funktionen für — einerlei, oderentgegengefehte Zei 
hen baben. 


Läßt man x über a binaus allmählich weiter wachen, fo wird 
die neue Zeichenreibe unverändert bleiben, bis man zu einer null 
werdenden Funktion gelangt; u. f. f. 


In Bezug anf die Stammfunftion fx bat das Borbergehende 
nur theilweiſe ſtatt, indem auf diefelbe fein Zeichen mehr folgt. FR 
nämlich x=a eine Wurzel von fx—=0, fo haben wir folgende Zu- 
fammenftellung : 


f! £ fr f 
<a .. vr... +t- bir. 2: 2. od 
x .....7+0 — 0 
a ..... ++ — —; 


d. h. beim ſtetigen Durchgange von x durch einen Werth 
a, der eine reelle Wurzel der Gleichung fx=0 iſt, ver- 
liert die Funktionenreihe einen Zeichenwechſel. 


$, 82. Wir betrachten jetzt den Fall, in welchem zwei auſein⸗ 
ander folgende mittlere Funktionen gleichzeitig für x —a verſchwin⸗ 
den, nämlih Ya=0, ya=0, Die Reiben (1) find alsdann 


9 (a—8)=1Öö2 ola— 2 63 oa + 6, 
ya=0 (2) 
9ya+d)=itgylatzdgnart N. 

Die Zeichen der Nefulsate, nach unferer Vorausſetzung von 
denen des erften Gliedes abhängend, flimmen mit denen von ’’a fd» 
wohl für x <a als für x>a überein. Dagegen befinden fih a 
und 9 in dem nämlichen Zall, in welchem vorher ꝙ und 9 waren; 
in der That redueirt fih @® (aFd) = pa Figpta+ 1. auf 
Tögpta+ 3e,, weil der Annahme zufolge a a=0: alfo bekommt 9⸗ 
für x <a das ungleichartige, und für x>a das gleichartige Zeichen 
von go, 
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Hienach ſteht eine oder die andere folgender Zeichenreiben: 
fo) , 


x<a 
xa 
x>a 
oder 


oder 


oder . 


Heim ſtetigen Durchgang von x durch ein 


reibe zwei Zeichenwechſel. 


‘ 


+ 


‘ 


% 


| ++ 
lo++oeo] 


II+t+I 
lo++°| 


go"! 
+ 


op! 


|l|el+t° -+lol+o+rs 


+ 


‘ 


“ 
D’ I 2 


. “ 
+ 


. 
+97 
. 


‘ 


en Werth 
a, der zwei aufeinander folgende mittlere Funktio— 
nen o und ꝙ Null macht, verliert alfo die Funktionen— 


Wenn drei fucceffive mittlere Funktionen für x—=a Null werden, 
nämlich ꝙ, o’/ und 9", fo findet man durch ähnliche Betrachtungen, 
daß in der Funktionenreihe 2 oder A Zeichenmechfel verloren geben, 
je nachdem für s—a die Zeichen, der den verfchwindenden nächſtvor⸗ 
bergebenden und folgenden, Funktionen entgegengefeßt oder einerlei find. 


Wir haben nämlich in diefem Fan: 
fin) , 


x<a 
x—a 
xı>a 
oder 


oder 


oder 


‘ 


‘ 


‘ 


0 ‘ 


& 
8 
g 


|e+t+to| 
eo | +°+| >| +e+ 


o++>o| 


Iio++rele 


o++e| 


It +++ + | 


. 
+ 
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Wenn fürxı4,5.... fueccffive mittlere Funktionen Null werden, 
fo verlieren die Entwicklungen (1) eine gleiche Anzahl Anfangsglie- 
der, und das erite Glied bat das Zeichen + menn die Anzahl der 
nullgemordenen Funktionen gerade if, dagegen + , wenn jene Anzahl 
ungerade ift. Feder Null entfpricht ein Zeichenmwechfel für x<a, und 
eine Zeichenfolge für x>a; in jedem Fall gebt immer eine gerade 
Anzahl Zeichenwechſel verloren. 

Hieraus ergibt ſich der Satz: Wenn z aufeinander folgende 
mittlere Funktionen, für einen gewiſſen Werth vonx, Null werden; fo 
verfehiwinden in unferer Funktionenreihe z Zeichenwechfel, wenn z 
gerade ift, dagegen z+1 Zeichenmechfel, wenn z ungerade ift, wo das 
Zeichen + oder — genommen wird, je nachdem die beiden der null- 
werdenden nächſtvorhergehen und folgenden Funktionen gleiche oder 
ungleiche Zeichen baben. 

Macht x—a mehrere fneceffive Funktionen am Ende der Reihe 
verfchwinden, mithin fa=0, a0, .... frD a=0; fo if in jeder 
der beſtehenden Zeichenreihben das legte Zeichen zu fireichen, und die 
Funktionenreihe verliert dann z Zeichenwechfel, Die Gleichung fx=0 
bat in diefem Falle die zfache Wurzel a. 


$. 83. Schreibt man unfere Funftionen in der angegebenen 
Ordnung, fo ift Far, daß das Zeichen vor g(la+ö) fiets mit dem 
der nächftvorbergebenden, nicht nullwerdenden, Funktion übereinftimmt; 
dad Zeichen von g(a—5) hingegen wird mit dem der, nächftvorber- 
gehenden nicht nullwerdenden, Funktion einerlei oder entgegengefeht 
fein, je nachdem die Zahl der dazmwifchenliegenden verfchwindenden 
eine ungerade oder gerade if. 


Hierans entitebt folgende Vorfchrift, welche die Negelvom 
doppelten Zeichen heißt, und von der wir fpäter häufig Ge- 
brauch machen werden, Macht x—za eine oder mehrere Funktionen Null, 
fo erhält man die Zeichen der Meihe für den nächkvorbergehenden und 
den nächfifolgenden Werth, wenn man für x>a jede Null durch das 
Zeichen der unmittelbar vorhergehenden nicht nullwerdenden Funktion 
erfeßt, dagegen für x<a der erfien Null das entgegengefegte Zeichen 
von jener Sunftion, der zweiten das nämliche, der dritten das entgegen- 
gefeute gibt, w. f. w., infofern mehrere fueceflive Rule vorkommen; 
in den Stellen übrigens, wo Feine Nullen ericheinen, bleiben die Zei- 
chen ungeändert. 
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Hiernach Rände, wenn z. B. x—a wäre; 
für —a ++0000—-—000 ++ 
für <a + + + — + — + +++ 8 Zeichenwechſel; 
für Da ++r++++— — — —— ++ 23eichenwechfel. 
Sechs Zeichenmechfel find bier beim ſtetigen Durchgang von 
sa Verloren gegangen. 


$. 84. Die gemeinfchaftlichen Ergebniffe aus dem vorfichenden 
find: 

1. Läßt man die Veränderliche x, welche für x—=a eine gewiffe 
Zeichenreihe gibt, fletig wachen; fo werden die NRefultate ihre re- 
fpeftiven Zeichen beibehalten, fo lange man nicht einen Werth für 
x befommt, welcher eine oder die andere Funktion fd... fr, P,f 
verfchwinden macht. Wird die urfprüngliche fx Null für jenen Werth 
von x, fo geht nur ein Zeichenwechſel verloren, während die Zeichen- 
reihe zwei oder Leinen Zeichenwechfel verliert, wenn irgend eine ab- 
geleitete Funktion verfchwinder. Indem mehrere aufeinander folgende 
Funktionen gleichzeitig Null geworden find, Tonnen auch 2, A, 6,... 
Zeichenwechſel auf einmal verloren geben, Erhält aber x die Werthe 
r, rt, vr’! ..., welche der Öteichung fx —=0 Genüge leiſten; fo ver- 
tiert die Sunftionenreibe nur einen Zeichenwechfel um den andern; 
während die Wurzeln der Sleichungen Fx=0, f!’x=0,,.. die Zei- 
chenwechſel beſtehen laſſen, oder fie zu je zwei und zwei verfchwinden 
machen. Niemals Tann aber die Funktionenreihe fchon verlorene 
Zeichenwechfel in der Folge für größer werdende Wertbe von x wie 
der aufnehmen. 


2. Jede unferer Funktionen 9 Tann nur infofern durch Null 
geben, als das Mefultat der Subftitution eines, der Wurzel der 
Gleichung ox=0 unendlich nahe vorbergebenden Werthes , in diefe 
Funktion ein Zeichen liefert, dad dem unmittelbar voranftebenden 
entgegengefegt ift, damit gedachter Zeichenmechfel, für einen jener 
Wurzel unendlich naben folgenden Werth, in eine Zeichenfolge über- 
geben könne. 


3. Da das erſte Glied der Polynome fo ,...f/, f, f abwech⸗ 
jelnd von geradem und ungeradem Grade if, fo werden, wenn man 
x=— 3; oder bloß x<—— 1, als Grenze der negativen Wurzeln von 
fx 0,l/x=0, u. ſ. w. ſetzt, abmwechfelnd pofitive und negative Nefultate, 
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oder n Zeichenmwechfel zum Borfchein kommen, indem das erfie Glied 
die Geſammiheit aller folgenden, mit entgegengefehten Zeichen bebaf- 
teten Glieder übertrifft. Macht man dagegen s=+ oder —l, =der 
oberen Brenze der poſitiven Wurzeln, fo entfieben nur pofitive Re 
fultate. Läßt man demnach x von — “ bid + 1 fletig wachfen, fo 
werden fämmtliche Zeichenmwechfel verfchminden. Umgekehrt geben 
zwei Zahlen — I und + I, wovon eine nur Zeichenwechfel, die andere 
nur Zeichenfolgen Liefert, die Grenzen ab, zwifchen denen alle Wur- 
sein der Gleichungen fx—0, x=0...eingefchloffen find. Denn da 
für jede Wurzel einer diefer Gleichungen bloß ein Zeichenwechfel ver- 
Toren gebt, fo Taffen fih außerhalb jener Grenzen feine Zahlen fin- 
den, welche diefen Erfolg bervorbringen können. Hieraus folgt, daß 
jede Zahl, die für x ſubſtituirt, fämmtliche Polynome f, 1, ’.... 
pofitiv macht, eine obere Grenze der Wurzeln der Gleichung iſt: wir 
bätten hiermit einen neuen, und zugleich allgemeinern Beweis für den 
im $. 40 aufgeflelltien Saß erhalten. 


4. Es fei 21 die Anzahl der imaginären Wurzeln von fx—=0, 
mithin n—2i die der reellen, welche zwifchen — 7 und 1 liegen. 
Läßt man x von — I’ bis 1 fietig wachen, fo werden die n Zeichen- 
wechfel der erfiern Meibe in der letztern fämmtlich verloren gegangen 
fein. Da nun die reellen Wurzeln vr, vr’, r’’... die Zeichenwechfel 
bloß einen um den andern verſchwinden machen, fo gehen die 2i an- 
dern Zeichenmwechfel paarmweife verloren, indem die verfchiedenen Deri- 
vationen f/, 2’,... Null werden. Diefe Tegtern Subftitutionen ge⸗ 
ben alfo ein Merkmal für das Dafein der imaginären Wurzeln ab, 
und weifen auf ihre Anzahl bin. 


$. 85. Aus dem Vorbergebenden kann man die Descartes’fche 
Regel binfichtlich der Zeichen in größerer Allgemeinheit herleiten. 
Machen wir nämlich i 0, fo befteht die Zeichenreibe aus den für» 
eeffiven Vorzeichen von fx; denn jede Funktion wird durch diefe Sub⸗ 
flitution auf ihr letztes Glied zurückgeführt, welches befanntlich das 
Produkt der refpektiven, in umgefchrter Drdnung genommenen, Coef⸗ 
fieienten mit 1.2.3... it. Unſere durch x=0O dargebotene Zeichenreibe ° 
gibt demnach diefelben Zeichenmwechfel und Zeichenfolgen wie fx. Es ſei 
v die Anzabl der Wechfel, mithin n— v die der Folgen. Gehen wir 
aun von x—=0 zu x—l1 über, fo wird die erfie Reihe ipre v Wechfel 
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verlieren, und die Gleichung fx=0, infofern fie nur reelle Wurzeln 
bat, deren v pofitive befigen. 

Machen wir hierauf x—=— 1, fo geben in der Funktionenreihe, 
die bier durchaus Zeichenwechfel, alfo deren n enthält, n—v Zeichen- 
wechfel von — 1’ bis O verloren; die Gleichung ſx—0 hat mithin 
zwifchen Dielen Grenzen n—v negative Wurzeln, oder deren eben 
foviel als Zeichenfolgen in ihr vorfommen. Hat die Gleichung aber 
imaginäre Wurzeln, fo gebe eine gerade Anzahl Zeichenwechfel ver- 
loren, woraus folgt, daB jede Gleichung, die nur reelle Wurzeln 
beſitzt, genau eben ſoviele pofttive als Zeichenwechfel, und eben fo» 
viele negative als Zeichenfolgen bat. Sind imaginäre Wurzeln vor- 
handen, fo gibt es v—2i pofitive, und p—21/ negative Wurzeln, wo 
v die Zapf der Zeichenwechfel; und p die der Zeichenfolgen des Po- 
lynoms fx, i und i/ aber ganze Zahlen bedeuten. 

Anmerkung. Fehlt in der Gleichung fx=0 eins der Glie⸗ 
der, fo hat diefelbe imaginäre Wurzeln, wenn die beiden 
Glieder, zwifchen denen das fehlende Liegt, einerlei Borzei- 
chen haben. Das Polynom fx enthält nämlich die Glieder 
qxb + sxb2, welchen in der Zeichenreihe, wenn man in allen 
Derivationen x—a fept, die conſecutiven Zeichen +0+ entfpre- 


chen, was mit + ° + gleichgeltend iſt, durch welches Merkmal 
die Exiſtenz der imaginären Wurzeln angedeutet wird. 


$. 86, Unſere Theorie liefert, wenn wir in ſämmtlichen Funk⸗ 
tionen für x zwei Zahlen a und b, wo b > a ift, fubflituiren, und 
die Zeichen der Reſultate in zwei entfprechenden Linien A und B an⸗ 
fegen, folgende Ergebniffe: 

1. In B gibt es niemald mehr Zeichenmwechfel als in A, 


2. Iſt die Zahl der Zeichenwechfel in A und B einerlei, fo bat 
die vorgelegte Gleichung Feine Wurzel zwifchen a und b. 


3. Hat die Reihe B einen Zeichenwechfel weniger ald A, fo 
liegt nur eine Wurzel zwifchen a und b. 

4. Gibt es in A zwei Zeichenwechfel weniger ald in B, fo be⸗ 
fit die Gleichung entweder zwei reelle Wurzeln zwifchen a und b, 
oder es fehlen diefe Wurzeln, in welchem Falle an ihre Stelle zwei 
imaginäre Wurzeln treten: es bleibt ung biernach übrig, beide Fälle 
von einander zu unterfcheiden. In dem erften Falle laſſen fich die 
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Wurzeln dadurch von einander trennen, daß man paflende Zwifchen- 
wertbe fubftituirt, welche die Zeichenmechfel einen um den andern ver- 
fchwinden machen , was in dem zweiten Falle nicht angeht. 


5. Hat die Reihe B drei Zeichenmwechfel weniger ald A, fo kön⸗ 
nen drei reelle Wurzeln zwifchen a und b vorfommen, aber auch nur 
eine reele, indem die beiden andern imaginär geworden find, Be 
fondere Verfabrungsarten werden derlei Umflände erfennen Ichren. 
Und ſo fort. 


6. Der Werth vonx, welcher, obne Wurzel der Gleichung fx=0 
zu fein, zwei Zeichenwechſel verfchwinden macht, indem er nach dem 
Geſetz der Stetigkeit von a nach b fortfchreitet, bezieht fich auf die 
imaginären Wurzeln diefer Gleichung, und weift auf die Eriftenz 
foicher Wurzeln bin. Für gedachten Werth werden eine oder zwei 
aufeinander folgende mittlere Funftionen zugleih Null. Gehen vier 
Zeichenmechfel verloren, wobei 3 oder A fueccffive, mittlere Funktionen 
Null geworden find, fo bat die Gleichung fx=O zwei Paare imagi- 
närer Wurzeln. Weberbaupt bat diefe Gleichung eben foviele Paare 
imaginärer Wurzeln, als, mit dem DBerfchwinden mehrerer auf ein- 
ander folgenden mittleren Funktionen, für einen gewiſſen Werth von 
x>3, zugleich, paarmeife Zeichenwechfel der Funktionenreihe zwifchen 
zwei nächfibenachbarten Wertben verloren gegangen find. 


$. 87. Da die Einführung fletig fortfchreitender Zahlen nicht 
wohl möglich if, fo muß man, um von der angegebenen Methode 
Gebrauch zu machen, folgendermaßen verfahren: 


1. Dan fubfituire für x belichige Zahlen, welche von der Zahl 
— “, die nur abwechfelnd + und — gibt, bis zur Zahl I fich er- 
reden, für welche man nur die Vorzeichen + bekommt; dieſe Zab- 
len — 1’ und I werden die Grenzen fein, zwifchen denen fämmtliche 
Wurzeln enthalten find. Zmifchen jenen Grenzen wird es öfters 
große Intervalle geben, innerhalb deren Feine Wurzel Tiegt und 
welche, der Weitläufigfeit der Nechnung halber, zu umgeben find. 
Die, mit willführlich angenommenen Zahlen, gemachten Berfuche über. 
heben ung zumeilen auf leichte Weife der Mühe, derlei unnöthige 
Rechnungen anzuftellen. 


2. Befteben die beiden Reiben A und B aus den nämlichen 
Zeichen, fo Tann Feind der Bolnnome f, f, £”7 ... für einen, zwi⸗ 
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fchen a und b liegenden Wertbe von x, Null merden. Eine diefer 
Funktionen verfchwindet, wenn ein Zeichenwechfel um eine Stelle 
weiter nach der Rechten gerückt worden; im Fall, daß bloß eine folche 
Verrückung flatt bat, wird die fie bervorbringende Zahl die Exiſtenz 
von Feiner imaginären Wurzel in der Gleichung fx —=O andenten. 
Diefe Gleichung würde zwei imaginäre Wurzeln baben, wenn zwei 
Zeichenwechfel für einen Werch von x, welcher irgend eine Deriva- 
tion auf Null bringt, verloren geben, 


3. Berliert man von a bis b eine ungerade Anzahl Zeichen- 
wechſel, fo ift einieuchtend, daß fa und fb verfchichene Zeichen ba- 
ben, während diefelben einerlei find, wenn eine gerade Anzahl von 
Zeichenwechfeln verloren gebt. Wir finden demnach den Sab wie⸗ 
der, demzufolge eine gerade oder ungerade Auzahl Wurzeln zwifchen 
a und b Fiege, je nachdem die Reſultate fa und Fb gleichartige oder 
ungleichartige Zeichen baben, wobei Null zu den geraden Zahlen ge- 
rechnet wird. 

4. Enthält für x=a die Zeichenreibe A ein Glied — Null, 
oder mebrere fucceffive Nullen, fo bilde man die Neiben a— d und 
a-+d nach der Regel vom doppelten Zeichen. Die erfie Reihe wird 
mit der nächft vor A vorbergebenden verglichen, um die Wurzeln, 
welche Fleiner als a find, anzuzeigen; die zweite mit der auf A 
nächftfolgenden, um die Wurzeln, welche a überfleigen, zu erfen- 
nen. Aus der Vergleichung der beiden Reiben a — 5 und a-+ dend- 
lich fchließt man auf die Zahl der vorhandenen imaginären Wurzeln, 
nach der geraden Anzahl der Zeichenmechfel, weiche bei dem Ueber⸗ 
gang von der einen zur andern verloren gegangen find. 


I. Beiſpiel. K—xd+sH1, frsxitl, fl—20n3 u. ſ. f. 
Hieraus ergibt fich nachſtehendes Schema, mo die Regel vom 
doppelten Zeichen bei jedem Reſultat, welches gleich Null ift, in An- 
wendung gebracht worden; 
vr gvgu gu fi £ 
ı=—1...+ —- + — + — 8 Zeichenwechſel. 


_+ — 
s= 0,..+ 0 0 09 + + 4 oder 0 Zeichenmwechfel. 
++ + 


Dan fiebt, daß eine reelle Wurzel swifchen —1 und O liegt, 
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und daß die A von x<O bid x_>O verloren gegangenen Zeichenwechfel 
A imaginäre Wurzeln anzeigen. Die Figur 12 fiellt die durch die 
Gleichung y=fx ausgedrückte Curve dar, 


IL Beiſpiel. fx — x— Ar? — 3x +23, fr — Axꝰ — 1232 — 8, 
f!x = 12? — 24x, u. ſ. w. 


fV fu fur £ f 


+ 
=0...+ — o — +2 0der 4 Zeichenwechfel, 
ı=2.,,+ + 0 — +2 Zecdenwechfe. 

+ 
s=4,.:+ + + + +0 Zeichenwechſel. 


Es find zwei Imaginäre Wurzeln vorbanden, für welche zwei 
Zeichenwechiel von x<O bis x_>O verloren geben. Die Nullen, welche 
man bei x—=1 und 2 finder, machen keinen Zeichenwechſel verſchwin⸗ 
den, was daher rührt, daß jede Null fich zwifchen zwei ungleicharti. 
gen Zeichen befindet. Endlich gibt es eine Wurzel zwifchen 2 und 3, und 
eine andere zwifchen 3 und 4, Es bleibt jetzt noch übrig, die Aunähe⸗ 
rung weiter fortzufeßen. Die Gleichung y=fx hat in Figur 20 durch 
MOM’ ihre geometrifche Darftellung. 


$. 88. Wenn zwifhen zwei Zahlen a und b nur eine einzige 
Wurzel liegt, mithin bei dem Lchergange von der Reihe A zu der 
Reihe B nur ein Zeichenmwechfel verloren gebt; fo nähert man fich 
diefer Wurzel mit Hülfe der Newton'ſchen Methode, Zuvor muß man 
jedoch den Bedingungen Genüge thun, welche diefe Methode vorfchreibt, 
nämlich, daB f! und fr’ ihre Zeichen bei dem Webergange von a 
anf b nicht ändern dürfen; d. b. der verloren gegangene Zeichen- 
wechfel muß genau in der Testen Columne fflatt finden. Es trifft dieß 
im vorigen Beifpiel für die Wurzel zu, welche zwiſchen 2 und 3 liegt, 
Verliert man aber den Zeichenwechfel vor dem leuten Gliede unferer 
Heiden, fo leiſten Fund f der erforderlichen Bedingung nicht mehr 
Genüge. Dan muß alsdann für a und b Zwiſchenwerthe fubflituiren, 
Damit der Intervall, innerhalb deffen die Wurzel liegt, Kleiner werde, 
in der Art, daß in der betrachteten Ausdehnung die durch y—fx 
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aunsgedrüdte Curve weder Beugung noch Wendung barbieten könne, 
was uns wieder auf den vorigen Fall zurück führt. 

Um fo in dem letzten Beiſpiele der zwifchen 3 und 4 Tiegenden 
Wurzel näher zu fommen, muß man das Minimum welches die Zei- 
chenänderung von FF andentet, außerhalb der Grenzen fchaffen. 


Durch Anſetzung der Gleichung f—50 findet man, dag die ein- 
ige reelle Wurzel zwifchen 3 und 3, 1 liegt. Da die von ſx—0 
zwifchen 3, 1 und A eingefchloffen if; fo müffen f und einerlei 
Zeichen haben. Macht man x=A, fo findet man !=61; f=11; 
die Subtangente s—= — 0, 2 und x=3,8 als erfier Näherungswertb. 
Sest man x—=3, 8, fo fommt x=3, 78552; u. f. w. 


$. 89. Wenn von A auf B gmwei Zeichenwechfel verloren geben, > 
fo bleibt noch zu unterfuchen übrig, ob wirklich zwifchen a und b 
zwei Wurzeln liegen, Wir werden bierbei drei wefentliche Fälle zu 
unterfcheiden haben. 

Durch die von der Linken zur Nechten vorgenommene VBergleichung 
der zwei entfprechenden Zeichenreiben feien nun zwei ungleichartige 
Borzeichen unter der nämlichen Funktion gefunden, mithin eine 
Zeichenfolge an die Stelle eines Zeichenwechfeld getreten; bieranf 
fei dann ein zweiter Zeichenmwechfel verloren gegangen. Finder dies 
vor der Columne der Zeichen von fx flatt, fo erhalten wir unfern 
dritten, bier weiter unten behandelten Fall. Verlieren wir aber 
den zweiten Zeichenmechfel erft in der Tegten Stelle, fo haben mir 
folgende zwei Syſteme, wo in dem einen die beiden Zeichenwechfel 
in der drei letzten Stellen, in dem andern der erſte Zeichenmwechiel 
vor f/’ verloren gegangen if. 


I. Fall % [ ® “ ‘ . . 0 U . e o fit [1 
x—a .. + — . 7— — 
x-b + 


nl. Fall — f a fu fi 
x. 2 0 0 + + Ber Ver ver + — — 
ıb . vr + + . 0. 000 + + + 


++ 

| 

+ 

+ 
++» ++. 


Es fei die parabolifche Curve MOM’ (Fig. 19), welche fx zur 
Steichung bat, zwifchen den Abfeiffen AP=a, AP’=b conſtruirt. 
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Anmerfung. Die Wertbe von fa und fb können zugleich ne⸗ 
gativ fein, d. h. die Zeichen Tonnen fämmtlich denjenigen 
entgegengefeßt fein, welche oben aufgeführt find. Es erfordert 
jedoch diefer Fall keine befondere Unteriuchung, indem es bin- 
reichend ift, die Figuren 19 und 20 auf die andere Geite der 
Abfeiffenachfe, durch eine Umdrehung um diefelbe, zu legen. Es 
bleibe alsdann im Uebrigen Alled wie vorbin, 

(, 90, I Fall: Fa and Fb, die verfchiedene Zeichen haben, 
ftellen die Werthe der Tangenten der Winkel T und ‘I’ dar, welche 
die durch die Punkte M und M’, deren Abfeiffen a und b find, am 
die Curve gelegten Berührenden MT, M’I” mit der Abfeiffenachfe ma- 
hen. Dan ficht, dag der eine Winkel nach der rechten Seite zu 
fpig, der andere dagegen ſtumpf it. Da die Gleichung f!x—=0 bloß 
einen Zeichenwechfel verliert, fo befigt fie nur eine Wurzel zwifchen 
a;und b, d. h. die Eurve y—fx bat einen Punkte zwifchen den beiden 
Werthen fla) und FCb), in welchem die Berührende der Abfeiffenachfe 
parallel if. Die Funktion wechfelt zwifchen diefen Grenzen ihr Jei- 
chen nicht, und bleibt poſitiv; die Curve Fehrt mithin in dem betrach- 
teten Intervall der Abfeiffenachle die erhabene Seite zu. Die Fign- 
ren 19 und 20 ftellen die Form dieſes Bogenſtücks dar, für welches 
im Punfte O die Funktion f’x vom Poſitiven zum Negativen durch 
Null gelangt. 

Erreicht unfere Curve die Achfe in dem Intervall PP’ (Fig, 20), 
fo gibt es zwei reelle Wurzeln Ak, Ah’, Im entgegengefehten Falle 
find diefe Wurzeln zu imaginären geworden, dabei neigen fich die 
Berührenden in den verfchiedenen Punkten des Bogend MOM im- 
mer mehr und mehr der Achie, von M nach O, au, wo der Barallelis- 
mus eintritt, worauf fie dann wieder nach M’ zu eine geneigte, aber 
entgegengeiehte Lage annchmen. Die Soncavität des Bogens bringt es 
mit fich, daß derfelbe zwifchen dem Winkel, welchen die beiden Be⸗ 
rübrenden an M und M mit einander bilden, eingefchloffen bieibt. 
Hieraus iſt erfichtlich, daß, wenn der Scheitel B jenes Winkels ober- 
halb der Achfe Liegt, die Eurve diefelbe nicht trifft, die Wurzeln 
zwifchen AP und AP’ mithin imaginär find. Um die eben gefundene 
Bedingung analytifch auszudrüden, nehmen wir die zu den Werthen 
a und b gehörigen Subtangenten; folche find 


‚ f , fb 
PI=8,=— 7, PT =, >=— 7ᷓ 220 (t), 
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wo bie erfie pofitiv, weil f/a das Zeichen — bat, und die zweite 
negativ if. Hiernach ftellt fich für das Vorbandenfein imaginärer 
Wurzeln folgendes Kennzeichen heraus: 

fb fa —= 

ib T pa > b—a; 
d. 5. die Summe der abfolut genommenen Subtangen- 
ten für die Abſciſſen a und b iſt immer gleich oder gröf- 
fer als der Unterfhied b—a, 


Finder fih aber diefe Summe <b—a, fo läßt fih nicht unmit- 
telbar enıfcheiden, ob die fraglichen Wurzeln reell oder imaginär find, 
weil die Eurve zwifchen P und P’ die Achfe treffen oder auch nicht 
treffen Fann. In ſolchem Fate muß man auf die eine oder die andere 
Weiſe, wie folgt, verfahren: 

Man betrachtet die Grenzen a und b ald zu weit von einander 
abſtehend, um die geftellte Frage genau beantworten zu können. Es 
wird deshalb vorerft ein swiichen a und b liegender Werth a’ ge⸗ 
wählt, und unterfucht, ob die Zeichenreibe, mit den Reiben A und 
B verglichen, die Zeichenwechfer einen nach dem andern verfchwin- 
den macht. In diefem Falle find die Wurzeln reell, und zwar liegt 
eine zwifchen a und a/, die andern zwifchen a’ und b. Geht der 
Doppelte Zeichenmwechfel zwifchen a und a’ noch verloren, fo berechnet 
man die Subtangente für die Abfeiffe xa“, und prüft, ob die vor- 
bin gegebene Regel fiatt hat. Oder man kann auch fo zu Werte 
geben, ald ob man gewiß wäre, daß die zwifchen den Grenzen lie 
genden Wurzeln rec find, und nach der Neweon’fchen Methode zu 
genaueren Näherungswerthen gelangen wollte. Man würde alsdann 
zwei neue Subtangenten erhalten, deren Summe die Differeng b—a über“ 
treffen Eönnte. Zudem Maße als man fich aber dem Minimum nähert, 
fireben die Berührenden fortwährend der Achfe parallel zu werden, 
wodurch unfere Regel um fo mehr geeigner wird, bier ihre Anwen- 
dung zu finden. Denn find die Wurzeln imaginär, fo werden die 
Subtangenten, deren Summe —>b—a ift, diefen Umſtand bald zu er- 
fennen geben. Im entgegengefeuten Falle, wo die beiden Wurzeln 
zu den reellen gehören, werden die Subtangenten nicht mehr fort- 
während zunehmen; vielmehr wird man jeden Werth von x fich mei 
Grenzen nähern feben, welche die gefuchten Wurzeln Ak, Ak’ find, 
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und Feine Schwierigkeit haben, einen Zwiſchenwerth für x su finden, 
welcher diele zwei Wurzeln von einander trennt. 


$. 91. 1. Fall. Die Aufgabe befommt eine andere Geflalt, 
wenn fa und f’’a verfchiedene Zeichen haben. Da f’’a und f’'b mit 
ungleichen Zeichen verfeben find und innerhalb der betrachteten Greu⸗ 
zen durch Null geben, indem nämlich f’’ einen Zeichenmechfel ver- 
tiert, mithin f’x=0 eine Wurgel zwifchen a und b bat; fo wendet 
bei der erften Grenze Ap-=a (Fig. 19) der Bogen in dem Punkte m 
feine Convexität nach oben zu, mährend er bei der zweiten Grenze 
AP —b feine Soncavität dahin kehrt. Zwifchen den Grenzen liegt 
folglich ein Beugungspunkt 1, deſſen Abfeiffe Ay eine Wurzel der 
Gleichung f’'x=0 if. Die Gubtangenten befeitigen alddann nicht 
mehr die Schwierigkeit, weil fich die Berübrende mt den oben 
vorgefchriebenen Bedingungen nicht anpaffen läßt. Dan muß alddann 
vorerft dad Intervall Fleiner machen, damit der Beugungspunkt I in 
demfelben nicht mehr vorfomme. Man fubftituirt demnach für x einen 
Zwiſchenwerth a/, der die zwei Wurzeln außerhalb des Raumes, in 
welchem fich der Punkt I befinder, zu bringen im Stande ift, wodurch 
dann die Sache auf den erſten Fall zurüd führt. 


Es könnte indeffen die Eurve auch die Geſtalt, die in Figur 5 
MIM/ zeigt, haben, wo der Beugungspunkt mit dem Punkte, in wel⸗ 
chem die Berübrende der Achfe parallel it, anfammenfällt. Ver⸗ 
gebens würde man dann verſuchen, durch gehöriges Zuſammenziehen 
der Grenzen die Verſchiedenheit der Zeichen in fx vermeiden zu 
wollen. Allein da fi und f’ bier zuſammen Null find, fo werden 
die Gleichungen l’x —0, f!’'x—=0 eine gemeinfchaftliche Wurzel be⸗ 
fiten. Die gefuchten Wurzeln werden imaginär fein, ed fei denn, 
daß der Bengungspunkt I nicht ſelbſt einen Durchfchnittspuntt der 
Eurve mit der Achie abgibt, mas vorausfegen würde, daß gleichzeitig 
fx = 0 wäre, mithin dad Vorhandenſein von gleichen Faktoren in 
der vorgelegten Bleichung zur Folge haben würde. 


$. 92. I, Fall, Die VBergleichung der Reiben A und B weift 
den Verluſt von zwei Zeichenwechfeln nach, bevor man an bie leute 
Stelle fommt. Der zweite Zeichenmechfel fei fo 3. B. fchon verloren 
gegangen, indem man zu f’’ gelangt, Dan behandle deßhalb die 
Gleichung f0 und unterfuche, ob fie zwei reelle Wurzeln 
1.89. 16. Buch. 9° 
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zwifchen a und b bat. Exiſtiren folche Wurzeln nicht, fo har auch 
die Sfeichung f’x=O zwei durch die beiden verloren gegangenen 
Zeichenmwechfer angedentete imaginäre Wurzeln, weil die Berübrende 
der durch die Gleichung y—f’’x dargefiellten Curve zwifchen a und b 
der Achfe nicht parallel Taufen Tann, indem der Vorausſetzung zufolge 
f//tx daſelbſt nicht verſchwindet; das Bogenſtück der eben erwähn⸗ 
ten Curve bat daber in dem Intervall ab fein Maximum, oder mit 
andern Worten, es Tiegt innerbalb vdesfelben durchaus kein Durch. 
fchnitt der Curve mit der Abfeiffenachfe. Ebenſo läßt fich dartbun, 
daß die Sleichungen /’x=0, fx—=O gleichfalls zwei entfprechende ima- 
ginäre Wurzeln haben. 


Sind tagegen die beiden Wurzeln von f0 zwiſchen a und b 
reell, fo befigt die Curve y=P’’x in diefem Intervall zwei zur Abfeif- 
fenachfe parallel laufende Berührenden, und bat die in Figur 21 an- 
gegebene Form, mo eine doppelte Wendung mit einem Maximum und 
Minimum ſtatt findet. Der Abfland von a auf b ift daber zu be⸗ 
trächtlich, und man muß ihn enger zufammen ziehen, damit die 
Wendepuntte daſelbſt verfchwinden und nur das Minimum allein 
fi vorfinde. Hierauf unterfucht man, ob die Gleichung f’x=O 
zwei reelle Wurzeln zwifchen den neuen, enger zufammen gezogenen 
Grenzen a’ und b’/ hat, und fiebt alddann meiter nach, ob die durch 
die Gleichung y=fx dargefiehlte Curve zwei Dusrchfchnittspunfte mit 
der Achfe befigt oder nicht; endlich prüft man diefelben Umflände für 
die urfprüngliche Gleichung. Es iſt hinreichend, daß die beiden ge- 
fuchten Wurzeln für eine der Gleichungen... .. F’x—=0, f!'x=0, 
fx=0 imaginär find, um es auch in fämmtlichen darauf folgenden 
Gleichungen au werden, 


Vebrigens darf man im vorliegenden Fall nicht unterlaflen, fich 
zu vergewiſſern, ob die Gleichung f/x=0 gleihe Wurzeln babe; 
denn unfere Methode fer immer voraus, daß die zu bebandeinde 
Gleichung von derlei Wurzeln befreit ſei. In diefer Beziehung be- 
merfen wir, daß das Auffuchen der gleichen Wurzeln in den meiften 
Fällen langwierig iſt, weßhalb ed wünſchenswerth wird, dasielbe zu 
vermeiden, und nur dann feine Zuflucht dazu zu nehmen, wenn es die 
Umfände durchaus erbeifchen. Inſofern nun der Fall der vielfachen 
Wurzeln zu den Ausnahmen gehört, fo iſt es ein großer Vorzug der 
Fourier ſchen Methode, daß man folche Wurzeln nur dann zu fuchen 
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braucht, wenn es durch die Operationen als unumgänglich nothwendig 
erfannt worden if. 


$. 93. Es bleibt noch zu unterfuchen übrig, mas man zu thun 
bat, wenn mehr als zwei Zeichenmwechfel zwifchen a und b verloren 
geben. Durch Zufammenziehung jener Grenzen fann man es dahin 
bringen, daß die Zeichenmwechfel entweder zu 1 und 1, oder zu 2 
und 2 zum Verfchwinden fommen, was die Sache wieder anf die bier 
oben erörterten Fälle zurückführt. Es könnte fich überdieß auch er- 
eignen, daß für einen Werth von x zwifchen a und b mebrere auf- 
einander folgende abgeleitete Funktionen Nu würden, in welchem 
Fall man mebrere fucceffive Rullen in der Zeichenreihe erbielte, welches 
einem dazwifchen Tiegenden unbefannten Werthe a’ entfpricht, wie 
wir folches in $. 86 gefunden: es geben dann 4 oder 6 Zeichen. 
wechfel auf einmal verloren, ein ſicheres Merfmal von eben fo vielen 
imaginären Wurzeln. Diefer Fan ift übrigens Leicht zu ertennen, 
indem jene Derivationen gemeinfchaftliche Faktoren befiten durch deren 
Annullirung man den Werth von x erhält, welcher die fuccefliven 
Nullen erzeugt und die Exiſtenz der imaginären Wurzeln zur Evt- 
denz bringt. 


$. 94. Wir wollen jetzt zur Erläuterung unferer Methode einige 
Beifpiele durchführen. 


. k—=x’— 5x +3, !x=32?2 — 5, fllx—=6r, f/llx—6, 


gu ge Qt  £ . 
= —3 ,,. + 1 - + — 3 Zeichenwecdfel, 
—2 ...+ 0- + + 2 Zeihenmecfel. 
0.,..+ ° — + 2 Zeihenwechfel. 
+1 ...+ + - — 9 Zeichenwechſel. 
+2 + + + + Zeichenwechſel. 


Die drei Wurzeln der vorgelegten Gleichung find reell und lie⸗ 
gen zwifchen — 3 und — 2, zwifchen O und + 1, zwifchen 1 und 2. 
Die entfprechende Curve wird durch Figur 11 dargeſtellt. 


1. =x!—2ı— 5, l=3r?—2, fl!—=6x, f!=6, 
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Außer der gwifchen 2 und 3 
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fIV gu gu 
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— 83 Zeichenwechſel. 
— 1 Zeichenwechſel. 
— 1 Zeichenwechſel. 


— 4 Zeichenwechfel. 
+ 0 Zeichenwecfel. 


liegenden reelle Wurzel läßt fich 
noch das Borbandenfein von zwei andern zwifchen O und — 1 ver- 
muthen. Dieferben find jedoch imaginär, weil man für = — 1 findet 
!— +1, f=—4, woraus Ss—=4, maß >1 iſt. 


1. &k=x’+x?+21?+2, !=51t +31? +-Ax, 
f!! —=20x3 +6x+4, fl!!! — 60x2-+6, f!Y==120x, fV— 1203 


f! 


+ 
+ 
o 


f 

— 5 Zeichenwechfel. 

+ 4 Zeichenwecdhfel. 

+ O oder 4 Zeichenwechfel. 


Es liegt alfo eine Wurzel zwifchen — 1 und — 2; die vier an- 
dern find ſämmtlich imaginär der Negel vom doppelten Zeichen 
zufolge. Die vorgelegte Gleichung iſt gleichgeltend mit 
(s?+2) (x? +1)=0. 


IV. fx =st — x34+ 21? — 61+5, l=4x3 — 3x?-- 4x — 6 
ft 4122 6x +4, U 24x—6, fV24. 


2. 


fv fur gu 
+ — + 


f/ 


+ 


f 

+ 4 Zeichenwechfel. 
+ 2 Zeichenwechfel. 
+ 0 Zeichenwechfel. 


Die Natur der zwei Wurzeln zwifchen 1 und 2 breibt unentichie- 
den; man berechnet deßhalb die Subtangenten, da die Funktionen 
1 und 2’ einerlei Zeichen +, und die Funktionen f/ entgegengeſetzte 
Zeichen haben. x—=1 gibt Si1, eine Zahl, welche den Unterſchied 
der Abfeiffen 2 und 1 gleich iſt; unfere beiden Wurzeln find alfo imagi⸗ 
när. Dasfelbe gilt auch für die Grenzen o und 15 denn die beiden Zei- 
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chenwechſel find fchon vor f’ verloren gegangen, wonach fich dia 
Wurzeln der Gleichung f’x=0 als imaginär herausſtellen. 


V. k=x3? —ı1?+2x — 3, fl!=31? 2x +2, fl =6x—2, flluU=6, 
fu fı £ £ 
s=0 ...+-—- + — 3 Zeichenwechſel. 
I... + + + — 91 Zeichenwechſel. 
2.2. ++ + + o Zeichenwechſel. 

Unfere Gleichung hat eine Wurzel zwiſchen 1 und 2, Was die 
andern zwifchen O und 1 anlangt, fo find diefelben imaginär: denn 
man fiebt, daß die zwei Zeichenwechfel fchon vor f/ verloren geben, 
und die Gleichung x 0 feine reellen Wurzeln bat. Die entfpre- 
chende Curve wird durch Figur 12 dargeſtellt. 


VI. fs=1?—3r?—4x+13, !=31?2—61—4, F=6x—6, fU6, 
fu fu £ f 
ı=—3 ...+ - + — Zeichenwechſel. 
+ — + + 2 Zeihenwechfe. 
+2 ...+ + — + 2 Zechenwecfel. 
. + + + + 0 Zeichenwedfel. 

Außer der zwifchen — 3 und — 2 befindlichen Wurzel laſſen fh 
zwei swifchen 2 und 3 vermurben. Wir fubflituiren x—=-+2,5 und 
erhalten — 2,5... ++ —— 1 Zeichenwechfel; woraus erhellt, 
daß eine reelle Wurzel zwifchen 2 und 2, 5, und eine andere zwifchen 
2, 6 und 3 liegt. 

Die zufällige Annahme von x—=2, 5 bringt alfo auf der Stelle 
diefe Wurzeln zur Evidenz, Im Uebrigen hätte man, um die Natur 
derferben gu entfcheiden, auf folgende Art verfahren müſſen. Die f 
und f’’ find pofitiv für <= 2, während die FF! vom Negativen zum 
Pofitiven übergeben. Es handelt fih darım, zu beflimmen, welche 
von den in der Figur 20 angegebenen Formen der entfprechenden 
Enrve angehört. Wan nimmt deßhalb für beide Grenzen die Sub⸗ 
tangenten. 

x=2 gibt feil, f=—A4, 5; 
x=3 gibt fel, f= 5, Sr 

Hiernach fest man x—25 und »—23. Der erſte diefer Werthe gibs 

f—=0,2, = — 2,3, SI >0, 09, uud x=2,34, 
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Der zweite liefert f=0,23, / =2, 72, 82 =0, 08 und x—2, 72. 
Man ift folglich dahin geführt, einen Zwiſchenwerth, wie 2,5 
für x zu wählen. 


vu. ı&=x!—}1? +41? —4ı-+1, 


fv zur gu go 
0 ...+tr-—- + — + 4 Z3eichenwechſel. 
J3.. + 0 + — + 2oder 4 Zeichenwechfel, 
4 
«+ .:+ + + + — 1 Zeichenwechſel. 
1...++ + 0+ + 0 Zeichenwecfel. 


Die Grenzen der Wurzeln find O und 15 man muß fie enger 
sufammen zichen , da die vier Zeichenwechfel innerhalb derfelben ver- 
fchwinden. Dan macht x—=; und 5. Kinerfeitd finder man eine Null 
zwifchen zwei pofitiven Zeichen, was zwei imaginäre Wurzeln zur 
Folge hat; andrerfeits fieht man, daß eine reelle Wurzel zwiſchen; 
und 5, und eine zweite zwifchen ; und 1 Liegt. 


VIII. fk=x°—6x3 +71?—8sı+7. 
VgV gu gu ff 


ı=—4...+ — + — + — 85 Zeichenwechſel. 
0,...+ ° — + — + 4 Zeichenwechſel. 
1...:.+ + — — + 2 2Zeichenwechſel. 
2...:.+ + + + + + 0o0 Zeichenwechſel. 


Die Gleichung fx—0 bat eine reelle Wurzel zwifchen — 3 nad 
— 4. Die Natur der zwei Wurzeln zwifchen o und 1, und der zwi- 
fchen 1 und 2 bleibt noch unentfchteden. Hinfichtlich der erſtern ſetzt 
man f’x=0, weil die zwei Zeichenwechfel bei f’/ verloren gegangen 
find. Da P und f für x=1 entgegengefegte Zeichen haben, fo 
zieben wir das Intervall mehr zufammen. Wir nehmen daher x, 
woraus f!—= — 231, —, 65H, und die Verfchiedenbeit 
der Zeichen von f! und £’ befteht nicht mehr. Wir berechnen jet 
die Subtangenten, um zu unterfüchen, ob die beiden Wurzeln zwi⸗ 
fhen o und: reelll find. Wir finden 82 >:; die Wurzeln der Glei⸗ 
Kung FF x=0, und damit auch die der urfprünglichen fx=o find alfo 
imaginär zwifchen diefen Grenzen. Was die andern Wurzeln zwiſchen 
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1 und 2 anlangt, fo muß man ebenfalls das Intervall vermindern. Für 
113 erhält man f—=—1, 9, während für xi und 2 die Re 
fultate beziehungsweiſe 1 und 3 find. Hierand wird erfichtlich, daß 
unfere Gleichung eine reelle Wurzel zwifchen 1 und 13, und eine an- 
dere zwifchen 13 und 2 bat, 


IX. fx 3x° — 251? -+90x — 127. 


=—2...+ - — + — 8 Zeichenwechſel. 
—1... — + + + — 8 Zeichenwechſel. 
+1...+ + — + — 8 Zeichenwechſel. 
+2...+ + + + + — 9 Zeichenwechſel. 
+3..:.+ + ++ + + 0 Zeichenmwechfel. 


Hier Tiegt offenbar eine Wurzel swifchen 2 und 3. Nacht man 
x2, 5, fo fommt 

f—0, 34, / — 207,19, Ss=—0, 002, woraus x=—=2, 498. 

Die andern Wurzeln find imaginär. Denn von 1 auf 2 geben 
die Zeichenmwechfer bei ſ fchon verloren, was uns zuvörderſt auf die 
Behandlung der Gleichung F’z=0 führt. Indem man x—=1,5 feßt, 
findet man in f/_ nur einen Zeichenmechfel, wodurch die zwei reellen 
Wurzeln getrennt find. Es bieibt jetzt zu unterfuchen übrig, ob 
die Wurzeln der Gleichung fx=0 ebenfalls von einander geſondert 
find. Wir haben 

vv gu gu gr 

s=1l.....:.+ + + 0- + — 83 Zeichenwechſel. 

ı=1,5 ...++ + - — — 1 Zeihenwechfel. 

Da die Bedingungen der Zeichen erfüllt werden, fo fchreiten 
wir zur Berechnung der Subtangenten. Wir finden 

f= 53,59, = — 2, 831, 9 = nr >0,5; 
die vorgelegte Gleichung bat alſo ein Paar imaginäre Wurzeln zwi⸗ 
ſchen 1 und 2. 

In Betreff der zwiſchen — 1 und — 2 eingefchloffenen Wurzeln iſt 
man abermals auf die Behandlung der Gleichung f!x=0 hingewieſen; 
dieferbe bat zwei durch =— 1, 6 getrennte Wurzeln. Wir erhalten 

gu gu 
x=—2...,+ — . + — 8 Zeichenwechſel. 

= —1,6,.+ — + — — — 83 Zerichenwechſel. 

s=—1,5,.+ — + + — — 83 Zeichenwechſel. 
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Die Bedingungen binjichtlich der Zeichen ſind erfüllt, mithin 
die Auwendung der Unterfcheidungsregel möglich; daraus folgt, Sub⸗ 
tangente Ss. = I > 0, 55 alfe bat die Gleichung fx—0 zwei ima- 


ginäre Wurzeln und damit auch die urſprüngliche fx—0. 

Man bemerft, daß f! und fr’ für x=— 1,5 ungleichartige Zei- 
chen bekommen, was zeigt, daB das Intervall von — 1,5 auf — 2 
zu ausgedehnt if. 


X. k=17— 21°— 31? + 41? —5:ı--6=0, 


fu fvi vw fYvgu gu fg 
s=—2....+- +-+r— — 7 Zeichenmwechfel, 
=—1l....+r- + — + + — 06 Zeichenwechſel. 
ı=0....+09 — 0 — + — + 4 zZeichenwechſel. 

+- — — + + 
s=1l,.,.+++ + + — — + 2 Zeichenwechſel. 
ı=2....++ + + + + + + 0 Zeidenwedhfe. 


Eine reelle Wurzel Liegt alfo zwifchen — 2 und — 1, und cin 
Paar imaginärer Wurzeln zwifchen — 1 und 0. Die Beichaffenheit 
der Wurzeln zwifchen O und + 1 und der zwifchen 1 und 2 bleibt 
jedoch umentfchieden. Was die erfteren anlangt, fo behandeln wir die 
Gleichung f’x=0. Das Jutervall muß enger zuſammen gesogen 
werden, weil f’ und FTV verfchiedene Zeichen haben. Indem wir 
daber x; fegen, erhalten wir 

ı>0...++ — — — + — + 4 Zekeichenwechſel. 
15... — — — — — — + 2 2Zeichenwechſel. 

Die Anwendung der Unterſcheidnugsregel gibt Subtangente S> 
— 0, Unterfchied der entfprechenden Abfeiflen. Die beiden Wur- 
zen der Gleichung f’x=o und damit auch der Gleichung fx = 
zwifchen o und 3 find alfo imaginär. Innerhalb der Grenzen z und 
o Fiegen offenbar Feine Wurzeln, 


In Betreff der zwifchen 1 und 2 befindlichen Wurzeln müflen 
wir das Intervall abermals zufammen ziehen. Wir fegen deßhalb 
x=;, wodurch entiteht: 


m... + +++ + 0- — + 2Zeichenwechſel. 
il... + = + + + + + — :6 aZeichenwechſel. 
2... +++ + + + + 0 Zeichenwechſel. 
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Demnach bat unfere Gleichung eine reelle Wurzel zwiſchen 1 und 
s, und eine andere zwifchen 3 und 2. 


XI. k=x° — 615 +40? + 6022 — x —1=0. 


gvI fV gIV fidi fi fg f 
s=—1... + — + — + — + 6 Zeichenwechſel. 
—05... -. — . + + — + 4 3eihenwecfel. 
Or: + — 09 + + — — 83 Zeichenwechſel. 
122: +09 — 0 + + + 2 Zeichenwecfel. 
2... ++ 09 — + + + 2 Zeichenwechfel, 
3.2: + + ++ 0+0+ 0 + Zeichenwechſel. 


Da bei Hinweglaffung von z——1 drei Zeichenwechfel von —1 
auf O verloren gegangen wären, fo wurde die Wahl diefed Zeichen- 
wechfeld notbwendig. Die verfchwindenden Nefultate Taffen uns über 
das Dafein der imaginären Wurzeln in Zweifel, indem fie zwiſchen 
zwei ungleichartigen Zeichen ſtehen. 

Zwiſchen —: und O kommt eine reelle Wurzel, und eine zweite 
swifchen O und 1 vor; diefelben find &—=— 0,13... und +0,12... 
Wir befchäftigen und nun mit den vier übrigen zwiſchen — 1 und — 3, 
und zwifchen 2 und 3 vorhandenen Wurzeln. Da die zwei Zeichen 
wechſel bei £// fchon verloren gegangen find, fo fegen wir f’x=0, 
Wir müffen jedoch zuvor ermitteln, ob diefe Gleichung Feine viel- 
fachen Wurzeln bat. Solches bat bier flatt, denn es if 

fl 30 (x? — 2x — 2)?, fl=120(x—1)(x?—2x—2), 
Die durch die Gleichung yf’'x dargeftellte Curve berührt die Achſe 
in den Punkten, deren Abfeiffen die Wurzeln der Gleichung x?—2x 
— 2=0 find, nämlich x=1 +73 (Fig. 22). Nähme man alfo diefe 
Wertbe von x, um die Zeichenreibe unferer Funktionen daraus ber- 
suleiten; fo würde man zwei fueceffive Nullen finden, und die Regel 
vom doppelten Zeichen würde folglich nachmweifen, daß zwei Zeichen- 
wechſel verloren geben, wie gering auch der Unterfchied zwifchen dem 
zwei Grenzen und diefen Wurzeln fein möge, Da die letztern der 
Steichung f’x=o fein Genüge Teiften, fo bat diefe Gleichung, mit- 
bin auch die urfprüngliche, weder swifchen — 1 und — 0,5, noch 
zwifchen 2 und 3 reelle Wurzeln. 
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XII. &x=r?— 4? - 1? -6x+-2=0, 


fv gu u ggf 
ı=—1..0.+ — + — + 4 Zeichenwechfe. 
0. .,. + —- + + + 2 Zechenwechfe. 
1... +0 — 0 + 2 Zeichenwechiel. 
2 .. + + + — + 2 Zeihenwecdfel. 
3.2. + ++ + + o Zeichenwechſel. 


Es laſſen fich paarweiſe reelle Wurzeln swifchen O0 und — 1, und 
zwifchen 2 und 3 vermuthen. Indem man diefe letzteren fucht, findet 
man Ss =;5, S—=— 7. Die Anwendung der oft erwähnten Regel 
gibt ss — 82 < 15 fie läßt alfo in Ungewißheit über die Natur der 
Wurzeln. Als genäberte Wurzeln hat man x=2, 4 und 2, 8. Durch 
Subftitution erhalten wir 


s=2,4... -+-+-+— 3,024+0,0416, 
2,8 x 2 2. +++ 5,328-+0,2976, 
Hiernach S,=0,01, Ss> —0,06, x=2,41 und 2,74. 


Da die Subtangenten bei dem Näherrücken an das Minimum 
abnehmen, anftatt zu wachſen; fo bat man daran ein Kennzeichen, 
daß die Wurzeln reell find. Man trennt vdiefelben durch einen Imi- 
fchenmwertb wie x 2,5, wodurch wir erhalten: — + — —; man 
kann jegt zur Annäherung der ausgefchtedenen reellen Wurzeln fchreiten. 
Auf ähnliche Art zeigen fich auch die Wurzeln zwiſchen o und— 1 als 
reell. Die vorgelegte Gleichung bat sau Wurzeln 147 2, und 14.773; 
fie tft gleichgeltend mit (x? —2ı—1)(x’— 2x—2)=0,. Die durch die 
Steichung y—fx dargeftellte Curve bat beinahe die Zorm von Sig. 13. 


$. 95. Sturm's Merbode. Vorausgeſetzt, dab fx=0 lauter 
ungleiche Wurzeln babe, verfährt man nach Sturm genau fo, als ob 
man mittelit der Neger des gemeinfchaftlichen Theilerd gleiche Fak⸗ 
toren von fx fuchen wollte, jedoch mit der Vorficht, dag man vorher 
jeden einzelnen Reſt mit dem entgegengefeuten Zeichen nimmt, che 
man ihn als Divifor verwende, Man dividirt alfo fx durch fx, 
alsdann fx durch den mit entgegengefentem Vorzeichen genommenen 
Neil, u. f. f. Auf folche Weife erhalten wir eine Reihe von Boly- 
nomen, deren Grade immer niedriger werden, und von denen jedes 
einmal Dividend, das anderemal Divifor if, Diele Polynome neben- 
einander geſchrieben find: 
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fx, fx... Fx, os, Yx...V... (M)) 


wo jedes Glied der mit — 1 multiplieirte Reſt iſt, welcher aus der 
Divifion der beiden nächft vorbergebenden Glieder entſteht, und V 
eine Zahl bedeutet. Man ſubſtituire nun in jedes dieſer Polynome 
für x eine beliebige Zahl a, umd feße in eine Linie die fucceffiven 
Zeichen der fo erhaltenen Nefultate. Dasſelbe gefchebe in Bezug 
anf eine andere Zahl b, wobei die Zeichen der Nefultate im 
Uebereinſtimmung mit den eritern gefchricben werden. Es handelt 
fi jegt darum, zu beweifen, daß, wenn b>a ift, die zweite Zeichen. 
reihe ebenfoviele Zeichenwechfel verloren bat, ald die Gleichung fx=O 
reelle Wurzeln zwifchen a und b befibt. Kommt in beiden Reiben eine 
gleiche Anzahl Zeichenwechfel vor, fo Liegt zwiſchen dieſen beiden 
Zahlen Feine reelle Wurzel. 


1. Wir haben in $. SO nachgewieſen, dag, wenn in einer Funktion 
x, dem x ftetig neben einander Tiegende wachfende Wertbe beigelegt 
werden, diefe Funktion ein und dasfelbe Vorzeichen behält, fo lange 
fie nicht für einen jener Wertbe Nu wird. Dagegen ändert ox fein 
Vorzeichen, wenn x=a gibt ga05 fo lange x<o, ift das Zeichen 
von x dem von y,a entgegengefept, mit demfelben aber einerlei, fo- 
bald x>au, 


2. Zwei nebeneinander liegende Polynome der Reihe CM) können 
für irgend einen Werth x=a nicht zugleich Null werden. Denn drei 
fueceffive Funktionen Fx, px, x, von welchen die eine Dividend, 
die andere Divifor, umd die dritte der mit entgegengefeutem Vorzei⸗ 
chen genommene Reſt ift, geben offenbar 

Fx=Qxyoı—Yx, 

Wäre nun für x=a zugleich ya=Ya0, fo wäre auch Fa=O, 
d.h. das dem Polynom x vorhergehende Fx würde ebenfalls Null werden, 
und dieß fo weiter fort, big gu f/x und fx hinauf: fx hätte daher gleiche 
Faktoren, was deßhalb nicht möglich ift, weil wir in demfelben lauter ver- 
fchiedene Wurzeln voraudgefegt haben. Ebenfo fieht man, dab Fr=pa=0 
geben würde Ya=o, wodurch alle nachfolgenden Funktionen, fo wie 
auch V zum Verfchwinden kämen; V muß aber eine conflante Zahl 
fein, infofern fx=o von vielfachen Wurzeln frei gedacht wird. 


3. Jedes nullwerdende Polynom ſteht zwifchen zwei Nefultaten, 
welche entgegengefeute Vorzeichen haben. Denn if „a0, fo hat 
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man Fa=—ıba, woraus bervorgebt, daß die drei Bolnnome die eine 


oder die andere folgender Zeichenverbindungen darbieten werden: -+0—, 
„der —O+. 


4. Durch das Nullmerden irgend einer der mittleren Funktionen 
tritt weder in der nächfloorbergebenden, noch in der nächſtfolgenden 
Reihe Hinfichtlich der Anzahl der Zeichenwechfel eine Beränderung ein. 

In der That geflalten fich die Zeichen der Polynome Fx, ax, 
ıx für die drei Wertbe «—h,a,a--h, wenn nur h binlänglich 
Fein gedacht wird, folgendermaßen: 


entweder . . » . FF 9, % oder FR, 9, % 

für —— ..:- ++ — + — — 

= a ....+09 — +0 — 

— mh ...+r 0-7 ++ -3 
oder oder 

für ch ...- + + — — + 
m... ..—-0 + — 0 + 
ch ...o- +; — + +45 


d. h. in allen vier denkbaren Fällen bat die Zeichenreibe für =arh 
genau diefelbe Anzahl von Zeichenwechfeln, wie die Reihe für =a—h. 


5. Wir haben num zu unterfuchen, wie ed fih in diefer Hin- 
ficht mit dem leuten und erfien Bolynom verhält, da diefelben fich 
nicht wie die übrigen zwifchen zwei Zeichen befinden. V if eine 
bloße Zahl, wird daher in den Nefultaten immer dasfelbe Zeichen 
behalten. Wird aber fx gleich Null für x=a, fo haben f(a-+-h) nnd 
f/a allemal einerlei Vorzeichen und ein von fla—h) verfchiedened. Die 
Vorzeichen ſtehen biernach : 


nmider ....h 1 t, f 
für s=0—h — + — — + 
— 60— U Zur Ber 0 0 — 0 * 


— s=c+h . . . —; + +35 


ein Zeichenmechfel wird alfo in eine Zeichenfolge umgewandelt, wenn 
fx für einen reellen Werth von x auf Nu kommt. 


6, Läßt man x allmählig weiter fortwachfen, fo Tann ſeinerſeits 
fx durch Nun geben und fein Zeichen ändern, obne daß dadurch 
die Anzahl der Zeichenwechfel, wie wir geſehen haben, geändert wird. 
Sobald fx und f’x wieder verſchiedene Zeichen befinden, kann fx von 
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Neuem durch Null geben, die Zeichen erhalten, welche vorber f’x 
batte, und abermals einen Zeichenwechfel verlieren, und die fofort, 


7. Hiernach wäre der oben ausgefprochene Satz vollſtändig außer 
Zweifel gefeut, weil für den jedesmaligen Durchgang von fx durch Null 
ein Zeichenwechfel verloren gebt, und die übrigen Polynome rlüdficht- 
lich der Anzahl der Zeichenwechfel feine Veränderung berbeiführen. 


8. Uebrigens iſt es einleuchtend, daß, ohne unfere Folgerungen 
zu beeinträchtigen, man dad eine oder das andere Polynom durch 
eine pofitive Zahl multiplisiren oder dividiren könne. Dergleichen 
numerifche Faktoren fegen und in Stand, die gebrochenen Eoecffieien- 
ten wie bei der Methode des gemeinfchaftlichen Theilers, zu vermeiden. 


Anmerfung Es iſt nicht gerade nöthig, die gleichen Wur. 
zen vorerft anszufcheiden, fondern man kann dad Verfahren 
fogleich auf fx —0 fehbft anwenden. Hat nämlich fx=o viel. 
fahe Wurzeln, fo wird der letzte Reſt gleich Null, und der 
legte Divifor if der größte gemeinfchaftliche Theiler, Man 

, bividire nun fx durch diefen Theiler und wendet dasfelbe Ver⸗ 
fahren auf den fo gefundenen Quotienten ox an, wobei man 
jeßt verfichert ift, daß ox—0 lauter verfehiedene Wurzeln bat. 


$. 96. Bei der Anwendung diefed Lehrſatzes verfährt man num 
folgendermaßen: In fämmtlichen Bolynomen (M) fege man vorerſt x—O, 
was jeder Funktion dad Zeichen ihres Testen Gliedes gibt, bier 
auf mache man x— der oberen Grenzel der pofitiven Wurzeln, wodurch 
die fuceeffiven Zeichen des erften Gliedes jedes Polynoms zum Vor⸗ 
fchein kommen, indem das dahinausläuft x — > zu ſetzen. Alsdann 
nehme man s=— 1, der Grenze der negativen Wurzeln, mad die 
nämlichen Zeichen wie x<—— ın gibt. Dan zähle ferner, wie viel 
Zeichenwechfel in jeder diefer drei Reihen vorkommen. Wenn dabei 
ein Nefultat Null wird, fo erfegt man dasfelbe nach Belieben durch 
ein Plus⸗ oder Minuszeichen, oder nimmt gar Feine Rückſicht darauf, 
was einerlei ift, indem dieſe Null fich zwiſchen zwei entgegengefebten 
Zeichen befindet. Die vorgelegte Gleichung fx—O hat dann eben- 
foviele negative Wurzeln, als Zeichenmechfel von — 1 auf Oo Null 
and ebenfoniele pofitive Wurzeln, ald Zeichenmechfel von 0 auf 1 ver 
ſchwinden. 

Um die fraglichen Wurzeln mehr von einander zu trennen, ſub⸗ 
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Rituirt man Zwifchenmwerthe, welche fo lange einander näher gerückt wer⸗ 
den, bis man einen Zeichenwechfel um den andern verliert. Der größern 
Ordnung halber fegt man zuvörderſt x gleich Nun, nimmt für dasſelbe 
hierauf wachſende Zahlen, ſowohl poſitive als negative, bis man die 
nämlichen Zeichenreihen erhält, die + > und — > bervorbringen, 
in welchem Falle man zu den beiden Grenzen gelangt , if, die ſich 
hiernach von ſelbſt darbieten. | 


$. 97. Wir wollen nun unfere Regel durch einige Beifpiele er- 
läutern: 
I. fi=r? — 3 4 222 _6x45—0, 
alfo F —Ax®— 322 4 446, 


Die Übrigen Funktionen find: 
—131x?-68x— 74, — 79% + 1141, + 1892293. 


Man befommt die Zeichenreihe für 
i=20...-+--+-+2 Zeichenwechfer. 
1...+-- + +2 Zeichenwechfel. 
2... +++ — —+ 2 Zeichenwechfel. 
4... ++ — + 2 Zeichenwechſel. 


Da hier kein Zeichenwechſel verloren geht, ſo hat die vorgelegte 
Gleichung vier imaginäre Wurzeln. 


L s=2°-x3 4,222 42-0, Die Hülfsfunftionen find 


fx 5x 3x2 44x; 
ferner —x38 —_ 3,25, 161? 75 - 25, — 3x — 19, + 6400: 
hiernach — 5... — — — + +3 Zeichenwechſel. 
—1... + + +2 Zeichenwechfel. 
0...+0 <-—- — 4 2 Zeichenwechſel. 


+1...++r -—- — — + 2 Beichenwechfer. 


Es gibt alfo bloß eine reelle Wurzel, und diefe Tiegt zwiſchen 
— 2 und — 1. 


III. Kk=s3® 4-6? 131: 36=0. Die Hüffsfunftionen find 
fx = 312? 12x — 131, 13x —7, 20900, 
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für <=— 100 . . — + — + 3 Zeichenwecfel. 
— 15... + — + 8 Zeich. 
— 14 ...+ + — + 23dd. 
— 10 ...+r + — + 23dd, 
— 1... +t — — + 2 dd. 
0,22 — — + 1 Zeich. 
1. . — — + + 1 Zeich. 


10. —7 Fr o Zeich. 


Die drei Wurzeln ſind alſo reell, und zwar liegt eine irrationale 
zwiſchen — 15 und — 14, eine zweite irrationale zwiſchen — 1 und 
O, die dritte iſt rational und gleich 9. 


IV. fx=x° — 3x? — 24x38 + 95x? — 46x — 101—0. 


Die Hülfsfunftionen find =5x+ — 12x°— 72x? -+- 190x — 46, 
x3s—1, 701x?2—3, 145x-+-8; 1475 x2—4, 352 —0, 985 x—2, 97; —1, 


Siemahdı=—- on .:...— + — ++ — 4 Zeich. 
0 ,.,.- — + — — — 2 Zeich. 

c ..:t+ ++ + + — 1 Zeich. 

— 6. . ++ + — 4 Z3Zeich. 

—s .... — — + — — 83 Zeich. 

— 1.... — + — — 83 Zeich. 

0... — + — — — 2 Zeich. 

4... — ++ + — 2 Zeich. 
6...:r+ + + + — 1 Zeich. 


Es liegt alfo eine reelle Wurzel zwifchen —6 und —5, eine zweite 
zwischen —1 und O, und eine dritte zwifchen A und 5; die beiden andern 
Wurzeln find imaginär. 


V. s=r7—423 - 4x2? — 4410, Man bat 
5? — x? +-27—1; —5x?--7i— 2; — 541-4295 — 926. 
x=0,...+ — — + — 3 Zeich. 


7 0.0.» + — — + — 3 Zeich. 
5 2 0. — + + — — 2 Zeich. 
1 .ore + + 0 — — 1 Zeich. 


Es liegt alſo eine reelle Wurzel zwiſchen zJ und 3, und eine 
andere zwiſchen und 1; die beiden andern find imaginär. 
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VI. kr — ix + x? + 67-20, gibt 
223? — 6s+-ı-+- 3; 52— 101 —7, x—1, +12, 
ı=— 1... + — + — + 4 Zechenwedfel. 


0. ++ — — + 2 Zeich. 
1...+ 0 — 0 + 2 Zeich. 
2...:+t+ — — + + 2 Zeich. 


3...++ + + + o Zeich. 

Die Gleichung hat daher zwei reelle Wurzeln zwifchen O0 und —1, 
und zwei andere swifchen 2 und 3, 

Der Sturm’fche Lehrſatz if merkwürdig und follte in die Ele— 
mente der Algebra aufgenommen werden. Seine Achnlichkeit mit der 
Fourier'ſchen Methode iſt nicht zu verfennen, auch bat fich der Ber- 
faffer, wie er felbft geftebt, derfelben bei feinen Unterfuchuugen bedient. 
Es bleibt uur noch übrig, die innerhalb der eingeführten Zablen liegen- 
den, nicht ifolirten Wurzeln von einander gu trennen, was cine wei⸗ 
tere Subflitution von Zwiſchenwerthen erbeifcht. Uebrigens bietet 
diefe Methode Fein Mittel dar, eine folche Trennung zu bewerkſtelli⸗ 
gen, noch lehrt fie, wie man den gefuchten Wurzelwerthen immer 
näher kommen könne. | 

Anmerkung. Die länafte der hei diefer Merbode vorguneh- 

menden Rechnungen ift diejenige, welche den Ne der Divi- 
fion von fx durch fx gibt; die in $. 61 angeführte Negel 
wird übrigens jene Operation bedeutend abfürzen. 

Wer fich über die Methoden von Fourier und Sturm noch 
ausführlicher beichren will, den vermweifen wir auf nachſtehende 
Weiſe: 

1) Analyse des équations déterminées, premiere partie, par 

Fourier, Paris, 1831, welches Wert der Verfaſſer leider 
nnbeendige binterlaffen bat. 

2) Grundzüge der Lehre von den höheren numerifchen Glei⸗ 

chungen. von Moris Wilhelm Drobifch. Leipzig bei Voß. 
Die verfchiedenen auf die Auflöfung der höheren Glci- 
chungen Bezug babenden Methoden und Lebrfäge finden 
fich bier auf eine Ichrreiche mund anziehende Weife dar- 
geitellt. 

3) Anmeifung zur Auflöfung der höheren numeriichen Glei⸗ 

hungen, von J. 9. Eytelmein, Berlin, bei Reimer. 


inecommenfurabeln Wurzeln. 145 





4) Journal für reine und angewandte Mathematik, heraus⸗ 
gegeben von Erelle, Band 13, Jahrgang 1835. 


$. 98. Büdan’s Methode. An der Gleichung fx = 0 werde 
x—y+a geſetzt; die Unbekannte diefer transformirten Gleichung iſt y—x 
— a, welche Steichung fich nach dem im $. 34 gegebenen Verfahren leicht 
finden läßt. Auf ähnliche Weife ſeien die trandformirten Gleichun⸗ 
geninx—b, x—c,... gebildet, wo a,b, ce... beliebige, wachfende 
Zahlen find. Zu bemerken ift, daß fich diefe Gleichungen fucceffive 
von einander berieiten laſſen. In der That, wenn bar+a,c=b+L... , 
fo folgert man aus der eriten transformirten Gleichung iny oder x—a, 
diejenige, deren Inbefannte zey — a—=x — (a+«)—x—b iſt. Ebenſo 
entſteht aus der leuten Gleichung dieienige, welche t=—2 — P=x—c 
zur Unbekannten bat; u. f. f. f 

Wir nebmen vorerſt an, das ſämmtliche Wurzeln von K—0 
reell find, mithin iſt die Anzahl der pofitiven Wurzeln gleich der 
der Zeichenwechfel; dasfelbe gilt von jcder unferer trandformirten 
Steichungen. Liegen nun aber zwifchen O0 und a Wurzeln, fo ma- 
chen fie y=x—a negativ; die Zahl der Zeichenwechfel wird da- 
ber bei der transformirten Gleichung in x — a foviele Einheiten 
weniger betragen, ald zwifchen O und a Wurzeln vorhanden find. 
Haben folglich die vorgelegte Gleichung und ihre transformirte 
in x — a eine und dieſelbe Anzahl Zeichenmechfel, fo befigt die erſte 
feine Wurzel zwifchen O und az fie bat deren 1, 2, 3...., wenn 
jene transformirte Gleichung 1, 2, 3... . , BZeichenwechiel ver- 
tiert. Gfleicherweife werden für die Gleichung z=y— a, ebenſoviele 
Zeichenmwechfel bei dem Mebergang der Bleichung in y auf die in z ver- 
foren geben, als fih Wurzeln von y zwifchen O und a, oder als 
fich deren von x zwifchen a und b befinden, weil b=-a+ra;s u. f. f. 
Was die negativen Wurzeln anlangt, fo vertaufcht man x mit — x 
in fx=0, und beflimmt dann die pofitiven wie vorbin. 

Diefe Folgerung ift aber nicht mehr richtig, fobald die vorge- 
legte Gleichung imaginäre Wurzeln bat, und man bleibt bier in 
Ungemwißheit, wenn auf einmal zwei Zeichenwechfel verloren geben, 
ob diefer Verluſt von dem Dafein zweier dazwifchen liegenden Wur- 
zeln herrührt, oder ob diefe Wurzeln fehlen und zu imaginären ge- 
worden find. Der Verluſt von drei Zeichenmwechfeln läßt gleichfalls 
im Zweifel, ob e8 drei reelle Wurzeln oder nur eine gibt; u. ſ. f. 

11. 8b. 18. Buch. 10 
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Nach Büdan müßte man tn folchem Falle für das] Intervall 
einen Bruch nehmen, um es fo mehr zufammenzurüden, damit, wenn 
wirklich zwei Wurzeln vorhanden find, man dieſelben von einander 
trennen könne, was fih durch den Verluſt der Zeichenwechfel einen 
um den andern zu erkennen gibt. Haben dergleichen Wurzeln eine 
fehr geringe Differenz, find fie z. B. erſt in der zweiten Decimalſtelle 
von einander verfchieden; fo Tann man ihre Trennung nur da- 
durch bewerffichigen, dab man das Intervall zwiſchen den Zahlen 
0, a,b, c... geringer ald ein Hundertel annimmt. Derlei Nech- 
nungen find jedoch äußerſt langwierig; überdieß würde man, im Falle 
die fraglichen Wurzeln wirklich fehlen, mithin die Trennung unmög- 
lich if, die Annäherung ſehr weit treiben können, ohne jemald Die 
Gewißheit zu erreichen, dag dieſe Wurzeln in der That nicht vor- 
handen find, weil es möglich ift, daß fie näher aneinander Liegen, 
als ed der Grad der Annäherung, welchen man erhalten bat, an- 
gibt, Diefer Einwurf gegen die Methode kann nicht gehoben wer- 
den. einige befondere Fälle ahgerechnet, in welchen Büdan die Schwie- 
rigfeit befeitigt, die übrigens in allen andern Fällen nicht gu um 
sehen if. Es kann daher die Methode Feineswegs ald befriedigend 
betrachtet werden. 


$, 99. Wir wollen num ſehen, wie der Verfaſſer feine Methode ge- 
braucht, um die Wurzeln genauer zu finden. Aus der Gleichung fx—=O 
leitet er ſueceſſive fämmtliche trandformirte Gleichungen in x<—1, 
s—2, x—3..., nad dem oben erwähnten Verfahren ab, bie er 
auf eine Gleichung fommt, in welcher fich nur die Zeichen — vor- 
finden. Aus der Zahl der verloren gegangenen Zeichenwechfel er- 
fährt er, wie viel Wurzeln zwifchen den Zahlen 0, 1,2... mög- 
Licherweife vorhanden find, wobei fich die in jeder Wurzel ent- 
haltenen Ganzen zu erkennen geben. Hat die trandformirte Glei⸗ 
hung in x—a Null als letztes Glied, fo ift —a Faktor von fx; feh- 
len gleichzeitig mehrere hinteren Glieder in jener Transformirten, fo 
ift a eine vielfache Wurzel. Auf folche Weife finder er alle ganzen 
Wurzeln. gleiche und ungleiche. Der Quotient, von fx dinidirt durch 
x—a, bleibt alsdann befonders zu behandeln übrig. Die transfor- 
mirten Bleichungen in —0,x—1,x—2... , mögen durch (0), (1), (2).. 
bezeichnet fein. 
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Als erſtes Beiſpiel diene die Gleichung: 
xt 6x? + 16x? — 24x + 16=0. 
Man bat (0)... 1-6 +16 — 24 + 16 
1) ...1-2+4—-6+3 , 
(2) ...1+7r2+%4 0 0 
Alſo ift fx durch (x—2)? theilbar, wobei mar den Quotien⸗ 
ten (<— 1)) 2(xs— 1) +4=0 befommt, , defien Wurzeln imagi⸗ 
när find. 
Ein zweites Beifpiel ſei die Gleichung: x? — 8x? — 16x—12=0, 
Indem wir bei den transformirten Gleichungen ftehen bfeiben, welche 
Zeichenmwechfel verlieren, und deren Behandlung ausreicht, haben wir 


(0) ...141 0— 8 — 16 — 12 1 Zeichenwechfel. 
(3) : . .1+12+ 46 + 4 — 511 Zeich. 
(4) . .. 1+16 +88 +176 + 52 0 Zeich. 
x mit—x vertaufeht (0)... 1 0— 8+16—12 3 Zeich. 
(1)... 14+4— 24 4— 3 3 Zeich. 
(2)... 148+16+16+ 4 0 Zeich. 


Hieraus fieht man, daß eine Wurzel zwiſchen 3 und 4 einge 
fchloffen if, und zwiſchen — 1 und — 2 deren 3, oder auch nur 
eine liegen Fünne, obne gerade zu willen, ob das eine oder das an- 
dere ftatt babe. 


In allen Fällen lernt man alfo auf diefe Weile den ganzzahli⸗ 
gen Theil a icder Wurzel kennen. Um die Ziffer a der Zehntel, 
a“ der Hundertel u. f. f. zu finden, ſetzen wir 

min, — dir, — al —ixH,n. ff, woraus 
mar sa Aisa a  . 

Da a das größte in x enthaltene Ganze ift, fo bat man x—a<{1, 
mithin x’ < 10. Ebenſa iſt, wenn a’ das größte in x’ enthaltene 
Ganze anzeigt, — a/<1, und x’<10,u.f.f. Hieraus ficht man, 
Daß die in x’, x’, x“,.. enthaltenen Ganzen ſämmtlich kleiner als 
10 find, und die fweceffiven Deeimalziffern des Werthed von x aus⸗ 
machen. 

Hat man die transformirte Gleichung In x—a gefunden, welche 
einen Zeichenmwechfel verliert und das Ganze a der Wurzel kennen 
lehrt; fo bildet man die transformirte Gleichung im x was, wie es 

| 10 





448 Das Aufſuchen der 


die Gleichung —a,,xr mit Sch bringt, darauf hinausgeht, die 


Escfficienten der Gleichung in x—a bezüglich durch 10°, 101, 10°... 
zu multipliciren. Anus diefer Gleichung is x’ leitet man tie trams- 
formirten in v—1, x’—2,... ab; diejenige in x-— a’, weldhe einen 
Zeichentcchfel verliert, gibt die Ziffer a/ der Zehntel. Multiplicirt 
man abermals die ſueccſſiven Eockficienten der Gleichung in x — a’ 
durch 10°, 101, 10?..., fo erhält man die Gleichung in x’, aus der 
man die Transformirten in x’ —1, s!’—2..., x/—a' ableitet. 
Die letztere gibt, indem fie einen Zeichenmechfel verliert, die Ziffer 
a“ der Hundertel der Wurzel; m. f. f. mit den andern Ziffern. 


Bleibt man in der Rechnung der transformirten Gleichungen 
nicht gerade bei derjenigen ſtehen, weiche einen Zeichenmechfel ver- 
liert, fondern fegt man das Verfahren bis zur Gleichung is 
x—10 fort; fo werden die Eoefficienten dieſer transformirten Glei⸗ 
chung, wegen «—10= 10x — (a+1)], die Produkte aus denen der 
Gleichung in x—(a+1) dur 10°, 101, 10%... fein; was ein Mittel 
angibt, die Nichtigkeit der Rechnung gu erproben. Go bat man im 
dem vorhergehenden Beifpiel, wenn man die unnöthigen transformirten 
Gleichungen wegläßt, für die Wurzel zwifchen 3 und A: 


Bleichung inx’, (0)... . 1+120+4600-+ 44000 — 510000 
(6)... 1+144+6976 +113024— 53184 
(7)... 1+4148+7414+127412 + 66961 
(10) . . 14+160-+8800 + 176000 + 520000 


Hieraus folgert man, daß x’ swilchen 6 und 7 liegt, daber x=3,6. 
Die Gleichung (io), mit der oben fiebenden (A) übereinflim- 
mend, wenn man die Koeffieienten dieſer mit 1, 10, 100.... 
multiplieirt, dient fonach als Berätigung einer richtig geführten 
Rechnung. Um die Hundertel der Wurzel 30 befommen, muß man 
die Steihung (6) nehmen, deren Coefficienten man durch die näm⸗ 
lichen Faktoren multiplicirt; hierdurch erhält man die Gleichung in 
x’ u.f.w. Auf folhe Art finder man x = 3,64575... Ebenſo 
erhält man die zwifchen — 1 und — 2 eingefchloffene Wurzel, näm- 
lich — 1,64575..... Die beiden andern Wurzeln find imaginär. 

Diele Annäherungsmerbode ift allgemein, jedoch if fie langwie⸗ 
rig und weniger bequem als die anderen, weßhalb diefe den Vorzug 
verdienen. Man gebraucht die vorliegende Methode auch, um die 


N ——— — 
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Wurzeln von einander zu trennen, infofern mehrere zwifchen zwei 
fueceffiven ganzen Zahlen eingefchloffen werden. Die Zeichenwechfel 
geben nämlich alsdann bei dem jcdesmaligen Webergange von einer 
transformirten Gleichung zu der nächftfolgenden, einer um den an- 
dern verloren, fobald man zur erftien Dezimalziffer,, welche jenen 
Wurzeln nicht gemeinfcbaftlich angehört, gelangt, wie ed an nach⸗ 
fiebendem Beifpiele zu erfeben if. 


xt — id - 6 2=0, 
(0)...1—4+1+6+2 2 Zeichenwechfel. 
(1)...1 0—5 0+6 2 Zeich. 
(2) ...1+4+1—6+2 2 Zeich. 
(3)... 1+8+19+12+20 Zeich. 


xmit — xvertaufht (0)... 1r4+1—6+2 2 3Zeich. 
(1) 1+8+19+12+2 0 Zeich. 


Es können zwei Wurzeln zwifchen 2 und 3, und zwei zwiſchen oO 
und — 1 liegen. Um fich deffen zu vergewiſſern und ihre genauern 
Werthe zu erbalten, feut man, zur Auffindung der Wurzeln swifchen 
2 und 3, die Sleihung <—2=%x, hieraus 


0 ...1 + 40 + 100 — 6000 +20000 2 Zeich. 
(4). ..1+ 56 + 676 — 3024 + 416 2 Zei. 
(5) ...1 + 60 + 850 — 1500 — 1875 1 Zeich. 
(7) ... 14 68 +1234 — 2152 — 979 1 Zeich. 
(8) ...1 + 72 +1444 + 5328 + 2976 0 Zeich. 


Es gibt folglich zwei Wurzeln von x zwifchen 2 und 3, nämlich 
ı=2,4,.. und 2,7... Dan fegt die Annäherung weiter fort, indem 
man von den Gleichungen (A) und (7) ausgeht, und zuvörderit die 
Hundertel, bierauf die Tauſendtel fucht. Dan finder fo x=2,414... 
und 2,732... Was die etwa möglichen Wurzeln zmwifchen 0 und — 1 
anberrifft, fo nimmt man die Gleichung (0), nachdem vorerſt x in —x 
umgeändert worden. Da diefe Gleichung zufälligerweife mit der 
Gleichung (3) übereinfimmt, nnd zu den obigen transformirten führt; 
fo bleiben die Deeimalbrüche ungeändert, und man bat —=—0,414... 
und x=—0,732,.. 
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Bon den imaginären Wurzeln. 


$, 100. Die in Rüdficht auf die imaginären Ausdrüde ar Y—1, 
a+b/’Y—1 vorgenommenen algebraifchen Operationen führen immer 
auf Nefnitate von der nämlichen Form. Man kann fich von der Rich- 
tigkeit dieſes Satzes anf folgende Art überzeugen : 


1) Die Addition gibt (a--aI+(b+b)Y —1. Die Subtrac⸗ 
tion wird durch eine bloße Zeichenänderung von a’ und b/ verrichtet. 

2) Das Produkt iſt (aa —bb/)+(ab’-Hab)Y —1. 

atby—i _(aa/+bb/)+(a/b-ab/)V — 1 

3) Der Quotient wird = — 7 Ib — / 
wenn man oben und unten mit —bV multiplicirt. 

4) Die Entwidiung von (a+bY—1)” findet man, wenn bie 
von (a-+-h)= mittelft der im $.7 gegebenen Kormel verrichtet, umd 
birauf by — 1 ſtatt h gefeßt wird. Dabei if aber einleuchtend, 
daß fih nur die Glieder, wo h auf einer ungeraden Potenz vor- 
fommt, als imaginär berausftellen und alle andern reell find. Denn 
werden die 1, 2, 3, A... Potenzen von Y—1 gebildet, fo erhält 
man eine aus den bloßen Stiedern (”’—A,—1, -Y—i,+1) be 
fiebende Periode, weiche fortwährend wiederkehrt. Unfere Entwicklung 
bat daber die Form p+-qY —i. 

5) Man bemerke, daß, im Fall m eine ganze und pofitive Zahl 
ausdrückt, die Reihe gefchloffen it und p und q endliche Größen 
find. Die nämliche Rechnung gilt übrigens auch für die Fälle, in 
denen m eine negative oder gebrochene Zahl ift, mit dem Unterſchiede, 
daß alsdann p und q ohne Ende fortlanfende Ausdrüde find. Im⸗ 
mer ift aber b Faktor von q. 

6) Der obenerwähnte Fall ſchließt den der Wurzelausziehung 
von jedem Grade in fih. Inſofern die Quadratwurzeln häufig vor- 
fommen, wollen wir diefelben befonders betrachten. 

Um Y (a+-bY—1) zu erhalten, ſetzen wir 

= (ab —1)+V (a—bY—1). 
=yY(a+bY—1) — Y (G-tIY—1). 
Hieraus K’—=2a-+2Y (a?-+-b2), 1°=2a—2Y (a?+-b?), 
Da Y (a’-+b7>a), fo fiebt man, dag 4? eine pofitive Zahl und 1? 
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eine negative — g? if; alfo iſt k reell und 1 hat die Form eT—1. 


Indem man die obigen Ausdrüde addirt und fubtrahirt, entſteht 
V Aatrır -1)=ilht)=Sik tig —1. 

Die Form des Binoms bat fich daher nicht geändert. Macht 

man a0 und b=1, fo erhält man K32, = —2; folglich, 
’V-WV=EiNr2 +72 7 A=:iV 24V) 

7) Nachdem gezeigt worden, daB jedes Glied in einem rationa 
len und ganzen Bolynom kan 4 pxeTr ,.. firx=a+-byY—i die 
Form k--IY—t bat, fo wird auch das Polynom diefelbe Form 
baben. 

8) Die nämlichen Operationen mit 3,4,... imaginären Aus- 
drücken von der Form a+ bY—1 vorgenommen, liefern ebenfalls Re 
fultate, welche auf die Form A+BY—1 gebracht werden können. 


Anmerkung Um (a-+-bY—ı): zu entwideln, feben wir 
ar cost, b=rsint, woraus r2—a? + b?, tang =, Diefe 
Relationen geben in allen Fällen für r, und den Bogen t reelle 
Werthe; r oder Y (a?+b?) if der fogenannte Modulns des 
imaginären Ausdruds 

atbY—1=r (cost sin tf—1). 
Nach einem Sage, deſſen Richtigkeit wir bald nachweiſen wer- 
den, haben wir 
(“(+IY A) =r (csht+sinhtY’—t). 
Für das auf die Form P+QY—1 gebrachte Polynom fx= 
kan + part „,,erbält man hiernach 
P=kre cosnt + pr?! cos(n—1)t + qr””?cos(n—2)t... 
Q=hkr? sin nt + pr? sin (n—1)t + qr°”*sin(n—2)t ... 
St x=arbYr—i eine Wurzel der Sleichung fx—=0, fo be 
ſtehen die Gleichungen P=o und Q=O, welche unter einer 


andern Geſtalt mit denen des folgenden Paragraphen gleich" 
geltend find. Die Faktoren des zweiten Grades-von fx find x?—-2rx 


cost+r?, Iſt h=- ‚ fo bat man für die ite Wurzel 


Ya r-)=TVr(cos — + sin * Yv—i 
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$. 101, 1. Es füx=a--bY —1 eine Wurzel der Gleichung 0, 


Indem man diefen Werth fubftituirt und die Rechnungen ausführt, 
befommt das Polynom fx die Form P+-QY—1, wo man offenbar 
P=0 und Q=0 hat, weil das Reſultat gleih Nun ift und der 
reelle Theil den imaginären micht aufheben fann, Gebt man nun 
x=a— by —1 in fx, fo iſt ed hinreichend, indem Q alle ungeraden 
Potenzen von b enthält, bier oben b mit — b zu vertaufchen, wodurch 
das Reſultat P—QY—1 entfiebt, das ebenfalls Nun if. Hieraus 
geht hervor, daß der Ausdrud a—bY—1 auch eine Wurzel der 
Gleichung iſt, und das Polynom fich durch (x—a)?-+b?, Produkt aus 
den beiden Factoren vom erften Grad, tbeilen läßt. Iſt alfo a-IY—1 
eine Wurzel der Steihung fx=0, fo muß der ſoge— 
nannte conjugirte Ausdrud a—bY—ı ebenfalls eine 
Wurzel diefer Sleihung fein, und Das Polynom den 
reellen quadratifchen Faktor x’—2ax +a? +bienthalten. 


II. Um die Polynome P und Q zu bilden, genügt es in der 
Gleichung des $. 33 pr —ı ſtatt i zu feßen. Mit Hinweglaflung des, 
fämmtlichen Gliedern von Q gemeinfamen, Faktors b werden die 
Sleichungen P=0, N fein: 


b* 
fa Pla + z,famı. =0, 
* b4 
a— >_ gu _u— 
(a 5 f a+ ERW Eh .=—=0, 


Diefe Sleiumz, werden ſelbſt die imaginären Wurzeln kennen 
lehren, wenn a und b? commenſurabel find. Nach der Elimination 
von b2 reicht es bin, die SFinalgleichung nach dem im $. 47 gege⸗ 
benen erfahren zu behandeln. 

Beiſpiele. J. x?— 3x?— 12x + 40=0 

Hieraus a? — 32? — 12a + 40 — (62?—3)b? +b!=0, 
Aad — 6a — 12 — 4ab?==0, | 
. Rah der Elimination von b? hat man dic Finalgleichung 
162° — 243° —151a?— 36==0, 
deren commenfurabele Wurzeln + 2 und — 2 find. Hiernach b?—1 
und 4, worauf x=2+Y1 und —2 +27 —1. Die vorgelegte 
Gleichung ift gleichgeltend mit 
[(x—2)?+1][(x +2)?+4]= (1? —4x—5)(x?+4x +8). 
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U. x3— 4x3 + 10x? — 8x + 16 =0. 

Hierans a? — 4a8 + 102? — 8a + 16— b?(6a?— 12a + 10) + b!—=0, 
438 — 1222? + 2a— 8 — b’(4a —4)=0, 
Durch die Elimination von b2 entſteht 
— 436 + 2445 — 68244 11243? — 97a? + 34205 

woraus ao und. 2, folglih B?—2 und A. 

Die vorgelegte Steichung if mit (x? +2)(x?—Ax+8)=0 gleich. 
geltend, 

Hat die Finalaleichung ina feine commenfurabein Wurzeln, fo 
lehrt diefe Verfahrungsweiſe a und b nur annähernd Fennen. 


$. 102. Es fommt nun darauf an, zw zeigen, daß alle imagi- 
nären Wurzeln von der Form a +br—1 find; ferner, daß jede 
Sleichung eine Wurzel befitt. Legendre bat in feiner "Theorie des 
nombres diefe Säge auf folgende Art nachgemwiefen: 


I. Bertaufcht man in dem Polynom fx, x mit x+h. fo entiicht 
die Entwicklung fx-+hf’x-+ih?f”’x,.. Setzt man hierauf =a+byY’4, 
fo erbält fx die Form c+dY—1, ein Ausdrud, der nicht Nun ift, 
weil wir nicht annehmen, daß atby—ı der Sleihung ko Ge. 
nüge Teifte. Ebenfo befommen fx, fx... die Form A +dY—i, 
ce’ + Y—1..., wobei übrigens einige diefer Ausdrüde Null wer⸗ 
den können. Es fei i die niedrigfte Potenz von b, deren Coefficient 
nicht Null wird, fo daß für =a+bY—ı+h das Polynom fx ifl 
(e+4’—1)+h (HI P—1)+hittl (el P—1).=P+QV —1r 

woraus P—=c+eaizi + claitizitt, ,,, 
Q=d+dei zi tdi aitızitı, 


Wir fchreiben bier az ſtatt h, und nehmen an, daß x—=a+bY—1+oz 
die Gleichung fi=O befriedige. Es ift Far, daß die beiden Glei⸗ 
ungen P=0, Q=0, durch welche diefe Bedingung ausgeſprochen 
wird, mit P2+Q?—0 übereinftimmend find, weil eine folche Gleichung 
nicht befteben kann, ohne die vorhergehenden nach fich zu zichen. In⸗ 
dem wir die Quadrate von P und Q bilden, erhalten wir 


P?+0Q2=(c24+d?)+2(cc/+dd/)ai zi +36, 
Da man a belichig Fein nehmen Tann , fo gibt das Glied in aizl 
fein Zeichen der Summe aller auf c?-+d? folgenden Glieder, und es 
it die Summe P’+Q?<c?’+d?, wenn man zi = +1 oder— 1 je nad) 
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den Umſtänden fo wählt, um dem zweiten Gliede cin von demije⸗ 
nigen des eriten verfchicdenes Zeichen zu verfchaffen. 

In dem Zall, daß cc’ + dd’ Null werden follte, macht man 
i=+y—. Der Ausdruck PrQY—1 wird alddann 

c+i  ALt(ed +I4Y—) d VA 3, 
woraus P—c+dai ıe,, Q=dtcei 6, 
P2+Q°=e24-d?F2(cd’—cd)ai +... 

Für hiulänglich geringe Wertbe von « bat man folglich noch 
P2+-0°<c?+d?, wenn bier das entgegengefegte Zeichen von dem- 
jenigen von cd’ —c/d genommen wird. Webrigens kann nicht zugleich 
cd’—c/d=0 und cc —+dd’—=0 fein, weil die Summe der Quadrate 
diefee Gleichungen einerfei mit (c’—+ d2)(c/? + d/2)—=0 if, was 
gegen die Annahme vorausfenen würde, daß c und d oder c’ und d’ 
gleichzeitig Nu wären. 


I. Was die Gleichnngen i=tind Ai=t+Y—ı betrifft, fo 
ift es leicht, fie aufzulöfen, 


1) Für 2 =1 har man 21. 

2) Für i =—1 bat man z=—1, wenn i ungerade iſt. 

Für i=2k, mo k eine ungerade Zahl bedeutet, ſetzt man z2=t. 
Daraus k=——1, wir =—1, ud endlich et y—i. 

Für i—4Ak, fept man abermals 1=z?, Dadurch 1 — — 15 bier- 
aus t=tYyr—i=z; folglich z=etY(+Y —1), ein Ausdruck, 
welcher fich nach $. 100 auf die Form a +ey—1 bringen läßt. 

Für i—8k bat man t=2’—=a+ BY—1, woraus durch Aus⸗ 
ziehung der Quadratwurzel z die Form +By—ı erhält; u. ſ. f. 

3) Hinfichtlich der Gleichung i = + Y— fei v eine der Wur- 
sein: v2 wird folche von Zi —=—1 fein, eine aufösbare Bleichung, 
die zea + By —1=v? liefert: folglich bat v noch die Form a +E Y—1. 


11. Es wäre alfo hiermit nachgewieſen, daß aus jeder Gleichung 
fx=0, felbft aus einer mir imaginären Eoefficienten, die für x—a 
+bYr—i dad Refultat c+dY—i1 gibt, man für -a+bf—1+oz 
ein anderes Reſultat P+QOY—1 erhält, dergeflalt, daß P2+Q? 
<ci+d?, Geht man bierauf von diefem verbefferten Wertbe von 
x aus, um einen zweiten nach dem nämlichen Verfahren zu bilden; 
fo wird P2+Q? feinerfeits vermindert werden, und dich ohne Ende 


En ww a => wm 
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fort. Da diefes Binom mwefentlih pofitiv if und fortwährend ab- 
nimmt, fo kann es der Nun fo nahe gebracht werden, als man nur 
Immer will; d. b. man ift von der Exiſtenz eines Werthes «= A+BY—1 
überzeugt, welcher P+QY— 1=0 oder P2+Q’—=0 gibt, woraus P=O 
und Q=O, 

Aus dem Vorbergebenden folgt: 


1) Jede Sleichung bar immer eine Wurzel von der Form 
a+byY—1, mithin noch eine zweite a— bY’—1, und einen reellen, 
auadratifchen Faktor (x—a)?+b2, In dem Falle b=0, ift die 
Wurzel reell und bat Feine coniugirte mehr. 

2) Jede Gleichung von geradem Grade ift in reelle Faktoren 
vom zweiten Grade zerlegbar. Dasfelbe gilt auch von den Glei—⸗ 
chungen von ungeradem Grade, nur baben fie außerdem noch einen 
Binomialfaftor vom erftien Grade. 


3) Die imaginären Wurzeln einer Sleichung find immer zu 
einander eonfugirt, und von der Formatby—1. Zede imaginäre Funk⸗ 
tion läßt fih auf die nämliche Form bringen; denn fest man diefe 
Funktion gleich z, fo kann man durch Umſectzen und Erbeben auf 
Potenzen ſämmtliche Wurzelgrößen aus diefer Gleichung wegbringen 
und auf eine Gleichung a0 fommen, welche zu Wurzeln die Werthe 
der vorgelegten Funktion bat, Wurzeln, deren Form arbY—1 ill. 


Anmerfung Dadas Produft (x—a—bY—1)(x—a+bY—1) 
= (x—a)2+b2 weſentlich pofitiv if, fo werden die imaginären 
Wurzeln einer Gleichung auf das aus den in das Polynom fx 
für x fubftitwirten, reellen Werthen hervorgehende Zeichen Fei- 
nen Einfluß äußern können. Hat alfo fx=O Feine reellen Wur⸗ 
zein, fo wird das Polynom fx für jeden reellen Werth von x 
pofitiv bleiben. 


$. 103. Die eben auseinander gefegte Theorie erlaubt uns, die 
imaginären Wurzeln der Gleichung fx=o genauer zu berechnen. Denn 
machen wir =a+bY—1,1mo a und b beliebige reelle Zahlen darftellen, 
welche zwifchen den befannten Grenzen reeller Wurzeln zu nehmen 
die Aufgabe if; fo verwandelt fih fx in c+dY—ı, ı. Es feiy 
eine fehr Fleine Größe in Bezug auf Y (a?-+b?); indem wir nun x=a 
+bY—1+y fegen, haben wir mit Hinmweglaffung der die niedrigfte 
i übertreffenden Potenzen von y, 
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KKa+tb —1+y)=c+4y ty (+4 Y—1)+ 16. (1). 

Wir machen yi (ce + P—1)=—m(c+dY—1) ; dadurch entſteht 
f c+d4Yr—i_ cc +dd/ :d’—c/d 
nn a u Saga Har—1. are 

und —=(1—m)(c+HdY—1)+ 18. (3)5 
m bezeichnet bier einen pofitiven Bruch, deffen willkührlicher Werth 
die Befchaffenbeit bat, daß y mebhreremal in a+-by”—1 enthalten it. 
Durch ein folched Kleinwerden des erſten Bliedes in dem Werth von 
fx hat das Streben dieſes Polynoms nach der Null bin zugenommen, 
und der Bang der Annäherung liegt zu Tage. Die Wahl der Zahl 
läßt übrigens viel Spielraum, man kann fie gleich 1 feßen, infofern 
die Wurzel binlänglich genau gefunden worden. Es fei die Gleichung 
fx 1x3 +2x2 -3x4+270, 
Wir nehmen x=i(1+Y—1), woraus fx501 Y—). 
Wir ſetzen s=:+3Y—1+y, und m=1: hieraus 
3-3 / 1-7 —D705 370,09 40,057 —1. 
Alfo x=0,59+0,55Y—1; erſte Annäherung. Ferner 
—0,0009 + 0,0567 —1—y(—0,5032+4 047 —1)=0; woraus 
_ 0221 —0,0245 1 —A —__ _ 
a —— 0,0137+0,00157 —1, 
und x=0,5763+40,551 5’ —1;, u ſ. f. 

Dergleichen Rechnungen werden dadurch erleichtert, dag man fich 
der in der Anmerkung des $. 100 angegebenen Transformation be- 
dient. Die Ausdrüde (1) und (2) werden vorerit daraus abgeleitet, 
und bieranf, wenn i=1, mas am bäufigiten der Fall ift, ſtellt (2) 
den Werth der Verbefferung y dar. Wenn aber i>1, fo muß eine 
Wurzelausziehung vom iten Grade flatt finden, was man, wie es in 
der angeführten Anmerkung erklärt worden, bewerkſtelligt. 
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Drittes Rapitel. 


Bon der Art, die Öleihungen auf einen niedern 
Grad zu bringen, 


$. 104. Man kann eine Bleichung auf einen niedrigern Grad 
bringen, als derjenige ift, unter weichem fie fich darftellt, wenn man 
eine gewiffe Relation g(la,b)=O zmwifchen zwei ihrer Wurzeln a und 
b fennt. Denn fegen wir a und b flatt x in fx, fo haben. wir die 
drei Sleichungen a(a,b)—0, fa=0, fb—0, 

Wenn man nun b aus der erften und dritten diefer Gleichungen 
eliminirt, fo befommt man einen legrern Divifor F(a,b), und eine 
Sinalgleichung, die bloß a enthält. Diele letztere und die Gleichung 
fa=0 müffen einen gemeinfchaftlichen Theiler haben, weil der Werth a 
fowohl der einen als der andern Genüge Teiftet. Setzt man diefen 
Theiler gleich Null, fo erhält man a; worauf man b mittelft der 
Gleichung F(a,b)—O findet. FH jener Theiler nicht vorhanden, fo 
beftebt auch die gegebene Beziehung (2, 6) 0 nicht. 

Es folgen jetzt einige Beifpiele hierüber. 

1. Es fei die Gleichung x»? —37x=84, von welcher wir annehmen, 
man miffe, daß zwifchen zwei Wurzeln x und a die Beziehung 
1—a+2x flatt bat. Die durch Elimination von a aus der Gleichung 
a9—373—84, mittelfi der angezeigten Relation entfpringende Gleichung 
ift 2x3 — 3x? — 17x+30=0, welche einen gemeinfchaftlichen Theiler 
mit der vorgelegten befiten muß. Dieſer Faktor ift in der That 
x+3, woraus s=—3, ferner a=1— 2x—7: es find dieß die zwei 
Wurzeln; die dritte it —4. 


11. Es fei die Gleichung x —7x+6=0, von welher man weiß, 
daß zwifchen den Wurzeln a und x abermals die Beziehung 1—=ı+ 2x 
beſteht. Durch Elimination von a au ad — 7a+6—O0 entficht 
(2x’—3x— 2) 4x2, zwifchen weicher Gleichung und der vor- 
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gelegten x—2 gemeinfchaftlicher Theiler if. Folglich =2, a= —3; 
ferner x=1. j 


II. In der Steichung <!—21°—9x?+22x—22 beträgt die Summe 
zweier Wurzeln 2. Da die Summe der vier Wurzeln chenfals 2 
it, fo haben die beiden andern a und x, Null zur Summe, oder 
s-—x. Durch Subſtitution in a! — 22? — 9a? + 223=22 befommt 
man x!-+2x3—9x2— 22x22, d. 5. die vorgelegte wieder, mit dem 
Unterfchied, daß die Zeichen abmechfelnd geändert und nicht geändert 
find. Durch Addition und Subtraktion diefer beiden Gleichungen entſteht: 

x?— 9x? 22—0,21?”—221—0. 


der gemeinfchaftliche Faktor id x?—11;5 folgih <= +7 115 ferner 
sA+Y—ı » | 


IV. In der Gleichung 2 + x? — 4x — 4=0 find zwei Wurzeln 
gleich, aber von entgegengefenten Zeichen. Das gegebene Verhältniß 
a— —x liefert s?— x? —4x-+4=0, 

Der gemeinfchaftliche Theiler zwiſchen diefer Gleichung und der 
vorgelesten ift x’—4; hieraus x—2 und —2. 


$. 105. Reciproke Gleichungen werden diejenigen Glei⸗ 
chungen genannt, deren von den beiden äußern gleichweit abftebende 
Glieder einerlei Tocfficienten haben. Ihre allgemeine Form if: 
fh + px Lam + ,,... qx +pı+tl=0 (1) 
Iſt a Wurzel einer folchen Gleichung, fo muß auch der reciprofe 


Werth — eine zweite Wurzel derfelben fein: denn. fubflituire man 
diefe beiden Werthe und fchafft die Nenner weg, fo befommt man 
identifche Reſultate. Die Wurzel reeiprofer Gleichungen find dem- 
nach paarmweife, hinfichtlich ihrer reciprofen Werthe, mit einander ver- 
bunden. Auf diefer Eigenfchaft beruht die Benennung vorfichender 
Bleichungen, welche Eigenfchaft in der Gleichung 


fx—xnf (=) 
ihre analytifche Darftelung bat. 


I. Fall. Reciproke Gleichungen von ungerader Ordnung. Die 
Zahl der Glieder der Gleichung (1) iſt bier gerade und beträgt n-+1. 


De en Ef 
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Man fiebt fogleih: daB x—=—1 die Gleichung befriedigt, denn man 
finder fir = — 1: 
—k+p—-qgatr...+tqg—ptk=0. 

Alfo it — 1 die einzige Wurzel, welche keine correfpondirende 
reciproke bat, weil beide zufammen fallen, Quvidirt man fx durch 
x-+1, und bezeichnet durch Fx den Quotienten; fo wird die Gleichung 
Fx=0 von gerader Ordnung reciprof fein, weil es Ihre Wurzeln find. 
Uebrigens läßt fich dieß auch direft, wie folgt, nachweiſen. Ver⸗ 
tanfcht man nämlich x mit —inder identifchen Gleichung x=(ı-+H1)Fx 


und multipfieirt durchgängig mit x", fo bleibt das erſte Glied un- 
ferer Gleichung unverändert; folglich 


f— (Z +1 )r F (— )=@+°=F (=) 


Durch Gleichſetzung diefer beiden Werthe von fx entſteht 


Fı—ya-IF (—) 
x 


mas das charafterifirende Merkmal der reeiprofen Gleichungen if. 


I. Fall. Reciproke Gleichungen von gerader Ordnung. In⸗ 
dem wir n mit 2m in der Sleichung (1) vertaufchen, das Ganze 
Durch xm dividiren und die von den äußerſten gleich weit entfernten 
Glieder zufammennehmen, erhalten wir: 

kat m)+pGam I ee) 4 ,....+P=0,... (2), 
wo P der nur einmal vorfommende Toefficient if. Wir ſetzen ferner 
z=ı+1!, Nach Nuföfung der transformirten Gleichung in z, braucht 
man nur noch für jedes z den Werth von x mittelf der Gleichnng 


142——) ... (3) zu beſtimmen. 
Um x zu eliminiren, haben wir offenbar 


GH) Ga) er Hit Hn2), woraus 
xi + wi — (‚1 — x7{-D) z — (si-2 + x-{-2)), (4) 
Hierin nach und nach 2, 3, 4,... flattigefeßt, gibt _ 
22 + 2? 2, 3 + 17323 — 37, 
xt + rt—=zt 422 +2,54 252 —52d +57, 


x 1% 28 — 62? 922 — 2, und ganz allgemein 
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4 u DEE) 
1.2, 


zi76 + 


96-00 
+ 1,2. 3.4 
Ein beliebiges Glied T diefer Reihe wird aus dem vorbergeben- 
den S mittelfi der Relation 
.(i- 2h+1)(i—2h+2) 
h(i—h)z? 
wobei h die Anzahl der, dem T voranftehbenden, Glieder bedeutet. Wir 
wollen die Richtigkeit dieſes. Sapes bier nicht weiter nachweifen, meil 
er auf den nämlichen Principien, mie die Reiben der Sinus und 
Eofinus der vielfachen Bogen berubt, auf weiche wir im 6ten Ka- 
pitel zurückktommen werden. 


T=— S abgeleitet, 


Anmerfungen. 1. Subſtituirt man in die Gleichung (2) für 
die Binome xm+ x ze, die entfprechenden Wertbe nach (5), 
fo kommt, wenn nach den Potenzen von z geordnet worden: 


kzu -pzm-1 -fq—mb]z=2+[r—p(m—1)]2”3 


—3)k 
+] sam 2) + FOR Jam 


+ t—r( m—3) . — —WR —— 
- - -5)k 
+ 1. (6) 


Diefe Gleichung ift offenbar vom mten Grade; während die 
urfprüngliche (1) vom 2Zmten Brade if. 


2. Hat die erfte Hälfte der Glieder einer reeiprofen Glei⸗ 
chung von einer ungeraden Ordnung die entgegengefebten Zei- 
chen von den Bliedern der zweiten Hälfte, fo ift + 1 eine 
Wurzel derſelben. Denn in einer Sleichung diefer Art: 


kxa + pri au, ,, -qxꝰ — px — k=0 
findet man für x—1: 
k+p+tqg..—q—-p—k=0; 
die Steichung muß daher durch —1>=0 theilbar fein. Nimmt 
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man die von den Enden gleichweit entfernten Glieder zuſam⸗ 
men und dividirt durch x—1, fo erhält man: 
kai t(kHp)e +... +lkrp)stkm0, 
eine reciprofe Gleichung von gerader Ordnung. 
3, Jede reeiprofe Sfeichung von einem geraden Grade, bei 
welcher die correipondirenden Coefficienten entgegengefeßte Zei- 


chen beſitzen, und überdieß das mittlere Glied fehlt, befist die 
Wurzeln + 1 und — 1. Eine folche Sleichung bat die Form 
kan g.pxutggen2 ,,, —gripx 0, oder 
kAan 1) pr) HgR( 3 4)+...—0, 
unter welcher fich fofort heransftellt, dag die Wertbe 1 und 
—1 der Sleichung genügen, die daher durch x? — 1 theilbar 
if. Dividirt man, fo entficht; 
ke? px 3(p-gq)t- ... Hoppe +rpıtk>0, 
eine reciprofe Gleichung von gerader Ordnung. 


4, Gleichungen von der Form 

kx® + phx@=!-gh’s® 2. ,.+ghr2x24+-ph?Tx+ Ih? =0 
laffen fich in reeiprofe verwandeln, indem man x=hy febt und 
durchgängig mit h” dividirt. 


Beifpiele. J. 3x9-10x3+ 2x7+1310-8xd—8xt4+1313-212-10x+3=0, 
Man befommt: 3x8—-13x7+15x16—-2x5-6xi-2x3+15x2—-13x-+3=0, 
Diefe, wie oben angegeben, weiter behandelt, gibt: 
3(xt +27) -13(x?+x73)+15(22+x72)—2(ı4 277) —60, ferner 
324—1323+32?+372— 300, 
Die Wurzeln diefer Gleichung find 1,2, 3 und — 5, mithin die der 
gegebenen 
ı—1+0, 338475) und —:(64Y —1). 
Die vorgelegte Gleichung ift biernach einerlei mit 
(x+1)(x—1)%x?—ı-1)(32?45x + 3)=0, 


I. 2x83—11x7-+2726—43x5+50x?—43x3+27 22 —11x+2=0, 
Dan bat 22°.—1123 419221020, 
Die Wurzeln diefer Gleichung find: 0, $, 2 und 15 wonach die der 
II. Bd. 18 Buch. 4 
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uefpränglihdens = +Y—11+0,3 1 FF —3); 2und!. Die letztere 
tft daher gleichgeltend mit (?+1)(x-1)4x? —x+1)(x—-2)(2x:—1)=0, 


IL +72 +72 +Yx +1=0 ai 
z? ;2+”% T=m0 
Die Wurzeln dieler Gleichung find —; und — *; folglich die 
der gegebenen: — — 2, —3 und — 3. 


IV. x9-+x3—9x7-+3x6—815--8x? 4313-9242 +10 gibt 
x8_—_9x6+12x°—201?+12x3>—9x?+1-0, oder 
(x?+x%) —9(x2+x-2)+12(x+x71)-20,. Hieraus 
z+_-132?-+122—0, 
Die Wurzeln biefer Gleichung find: 0, 1,3 und — 4; folglich für 
x die Werthe: 


tr 1 3 E33), 38 tY5) und — 2473. 
Die vorgelegte Sfeichung tft daber gleichgeltend mit 
(x+1)(x?-+1)(?—ı+1)(x?—3x+1)(x?4+4x+1)=0, 


Die zweigliederigen Gleichungen. 
F. 106. Wir wollen die Gleichung As =B, in welcher A und 
B pofitive Größen find, auflöfen. Es fei k die nte Wurzel von 7 


oder la* 3. Wird Ahr für B ſubſtituirt, fo entſteht die Glei⸗ 


hung m —kr=0, welche fich auf die einfachere y —1=0 brin- 
gen läßt, wenn wir x—hy feben .Die Wurzelwerthe von x werden 
dann gefunden, indem wir die von y mit der Zahl k multipliciren. 

Jede Zahl hat alfo zu ihrer nten Wurzel n verfchiedene Werthe; 
man erbält diefelben Dadurch, dag man ihre arithmerifche Wurzel mit 
den n Wurzelwertben der Einheit multipticirt. 

Die Gleichung Ax® + B=0 wird gleichermweife aufs + kr =0, 
und diefe auf ya + 10 zurüdgeführt. 

Die Streichung yr — 10 gibt zuvörderft „1; dividiren wir fie 
durch y—1, fo befommen wir die reciprofe Gleichung 

ya-thya24ya3,,. +1=0. (A), 

welche fich auf einen niedrigern Grad bringen läßt. Kür den Fall, 
daß n ungerade if, wird die Bleichung ya— 10, da fie Feine ne- 
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gativen Wurzeln haben kann und die Gleichung (1) Feine poſitiven 
bat, nur eine einzige reelle Wurzel beſitzen. 

Für den Fall, daß n gerade if, gefchieht der Gleichung yr —1=0 
durch y= +1 Genüge; fie iſt daher durch „?—1 theilbar, Dividirt 
man wirklich, fo kommt 

yr2+pya+,..+yr?+1=0, 

Da in der Testen Gleichung nur gerade Erponenten, und poſi⸗ 
tive Soeffieienten vorkommen, fo kann fie weder pofitive noch nega- 
tive Wurzeln haben; die vorgelegte Gleichung bat folglich Leine an- 
dern reellen Wurzeln ald „=+t1. Geben wir n=2m, fo iſt ya —1 
—=(ya—1)(ym +1), und die vorgelegte Gleichung zerfällt in zwei 
andere. 

Beifpiele. . y%—1=0 gibt y’+y+1=05 hieraus 

al, „31 3). 


IL. x’ —k=0 gibt vorerſt „—1=05 indem man letztere durch 
y2—1 dividirt, finder man y’+1=0, woraus „ati nd LY—1; 
endlich s=+tk und FIY—. 


It. y—1-0 gibt y„!+y’+y?+y+1=0, melde die trandfor- 
mirte Gleichung in 2: z°+2—1=0, liefert, deren Wurzeln —ı(1+Y’5) 
find. Die fünf Wurzeln der vorgelegten Gleichung find demnach: 


— 14-7577 (10427 )Y —1); 
— 3141577 10-2 3y —1. 


6.107. Es ſei @ eine Wurzel der Gleichung >—1=0. Als⸗ 
dans ik = =1, und arr=1, welche ganze pofitive oder negative Zahl 
p auch fein mag. Der Gleichung yn —1=0 wird folglich durch) 
y—or Genüge gethan; d. h. iſt = eine Wurzel der Gleichung y” —I=0, 
fo ift auch ar eine Wurzel derfeiben. Es find alfo die Glieder ttach- 
ftebender unendlichen Reihe fämmtlich Wurzeln unferer Gleichung, 
nämlich: 

eat, ao,al,ad,ad,.... (2) 

1) Nimmt man p>n, fo bat p, wenn es durch n dividirt wird, 
die Form ny-+i, mo i<a if: hiernach 

om ati=anıxXei =ai, weil ada=i, 
Hat man folglich bei der angezeigten Potenzirung die Potenz n 
11 * 
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fiberfchritten, fo kommen die nämlichen Werthe in der nämlichen Ord- 
nung wie vorher, zum Vorſchein. 
Daraus ergibt fich folgende Periode: 


(al, a2, 03  . ..+ or) o0 0 (3). 
2) Iſt p negativ, fo bat man 
ar u aꝛn-p = er) 


weil an —=1, Der Erponent p kann alfo durch nk—p erfept wer⸗ 
den. Hierand ficht man, daß die negativen Exponenten dieſelben 
Werthe in derfelben Ordnung mie die pofitiven bervorbringen. 


3) Die Ausdrücke (2) find demnach von folcher Befchaffenheit, daß, 
wenn man einen derfelben beliebig wählt, und die n— 1 nachfolgenden 
oder vorbergebenden nimmt, man dadurch eine Periode erbält, welche 
nach beiden Richtungen fortwährend wiederfehrt. 

4) Außerdem gefchteht der Gleichung ar — aa nicht bloß durch 
p=q Genüge, fondern auch durch Werthe von q, wobei p und q un. 
gleich find. Denn dividiren wir durch ai, fo fommt arı-1=0;5 
woraus man fieht, daß a eine Wurzel der Gleichung yPı—1=0 fein 
muß, wenn oP —oı werden fol. 


$. 108. Es bfeibt und fett gu unterſuchen übrig, ob dien Glie⸗ 
der der Periode (3) wirklich von einander verfchieden find. Wir 
wollen deshalb fehen, ob es möglich fei, der Gleichung ar — aI zu 
entfprechen, wenn p und q von n übertroffen werden. In folchem 
Falle müßte die Wurzel @ der Gleichung 1 — 1-0 auch der Glei⸗ 
Hung ya—1=0 Genüge tbun, wo m=p—q iſt, mas nothwen⸗ 
digerweife vorausfegt, daß diefe Gleichungen einen gemeinfchaftlichen 
Theiter befinen, der durch feine Annullirung den Werth von @ geben 
würde. Wir wollen den fraglichen Faktor nach der gewöhnlichen 
Methode auffuchen. Zu diefem Behufe dividiren wir zuvörderſt yn —1 
Durch ya—1, was ung die Reſte y m—1, pam — 4,... endlihyi — 1 
Liefert, wobei i den Weberfchuß von n Über die darin enthaltenen 
Vielfachen von m darſtellt. Hierauf dividiren wir ya — 1 durch die 
fen Reſt yi — 1, was uns zu dem Refte y! — 1 führt, wo 1 den Vieber- 
ſchuß von m über dag größte darin vorfommende Vielfache von i aus. 
drüdt, u. f. f.; kurz, man verfährt gerade fo, als ob man den gemein- 
ſchaftlichen Theiler swifchen n und m finden wollte. Wir werden 
bierbei mehrere Fälle unterfcheiden: 


Die zweigliederigen Gleichungen. 165 





1) n fet eine Primzahl. Alsdann haben n und m den gemein- 
fchaftlichen Theiler 4, mithin „—1 und ya— 1 den Faktor y—1. 
Die Sleichung ar =as fann alfo nur befieben für i: fämmtliche 
Glieder der Periode find daber Yon einander verfchieden, und eine 
imaginäre Wurzel «a liefert in ihren Potenzen a?, ad, , . , aa oder 
1 alle andern Wurzeln der Gleichung. 


2) Es fei n das Produkt zweier Primzablen 1 und hy oder 
n=Iih. Wir feßen die Steichungen y1 — 170, pP —1=0, und 
nebmen an, daß 4 und z, bezüglich von + 1 verfchiedene, Wurzeln 
diefere Gleichungen find, nämlich fd =1,y=1. Hiernach Ah= 
=(lßy=i. Wellnun Ar, >? und (6y)n gleich 1 find, fo müſ⸗ 
fen, dem vorbergebenden Paragraphen gemäß, 6, > und By Wurzeln 
von yn — 1 S o fein. Die Ausdrüde B, B?, .. . Bl bilden folglich 
1 verfchiedene, periodifch mwiederfehrende, Wertbe, und die n Potenzen 
von 8 liefern nur 1 von einander verfchiedene Nefultate, welche hmal 
in der Neibe 8, B . . . Ba wiederfommen. Ebenfo findes man I Pe⸗ 
rioden, von denen jede aus h Sliedern beitebt, wenn man die Aus. 
drücke y, 7% . . . 7 in Betrachtung nimmt. 


Dagegen find die Ausdrüde By, BRy?, BIP, . . . Br yn von ein- 
ander verfchieden, und machen die Periode der n gefuchten Wurzeln 
aus, In der That wäre (By)Pp =(Py)ı, oder (By)P—1=0;5 fo 
müßte By eine gemeinfame Wurgel von ya — 1=0 und ?—1=0 
fein, welche Gleichungen feinen andern Faktor ald I —1 oder yb —t 
baben Fünnen, weil n=Ih. Man hätte alfo BI =A, woraus 
=, weil 421. Es iſt aber auch 21, mithin müſſen 1 und 
h einen von der Einheit verfchiedenen Theiler beſitzen, was der An- 
nahme zuwiderläuft. 

Dierans folgt, daß, wenn man a«=ßy nimmt, die Periode a, a, 
03 ,..oaan8 n verfchiedenen Gliedern beftebt. 


Dan fann den Erponenten p von Br yr unterhalb 1 für 6, und 
unterhalb h für y bringef, weit A — + 1 if; aus demfelben 
Grunde Fann man von p alle Vielfachen von 1 oder h wegnehmen. 
Hiernach haben fämmtliche Glieder der Perlode in dem Ausdrucke 
BP ye ihre algebraifhe Darfielung, wobei b und c die Reſte der 
Divifion von p durch | und h bezeichnen. Um folglich alle Wurzeln 
von yr — 10 zu erhalten, wird man zuvörderſt eine von + 1 ver- 
fchiedene Wurzel für jede der Gleichungen y! — 1=0, ya —1=0 fuchen, 
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bierauf das Produkt BP z bilden, indem für b und c alle ganzen 
Zahlen von 1 Bis 1 für b, und von 1 bis h für c genommen werden. 

Hi=2, fo macht man P——1. 

3) Es fei n das Produkt dreier Primzahlen], hund i oder n=Ihi, 
Man beweiſt anf eine ähnliche Weile, daB man zuvörderſt die ©lei- 
ungen „! —1=0, „ —1=0, y —17>0 anfesen, dann aus je 
der derfelben eine von +1 verfchledene Wurzel herleiten, endlich 
fämmtliche in der Formel AP ze dd enthaltenen Potenzen bilden muß, 
wobei dem b, c und d nach und nach die Zahlen 1, 2, 3... be⸗ 
ziebungsweife bis I, hund i beigelegt werden. 

Dasfelbe dehnt fich überhaupt auf alle Fälle ans, in denen der 
Erponent dem Produft mehrerer einfachen Faktoren gleich if. 

4) Der Ergponent n fei von der Form hk, wenn h eine Prim. 
zahl il. Um die bierbei zu befolgende Methode recht anſchau⸗ 
lich zu machen, nehmen wir das Beiſpiel yı—1=0, wo 813%, 
Man fee die Gleichung „? —1=0 an, und fuche eine imagi- 
näre Wurzel > diefer Gleichung. Hierauf ziehe man aus > die 


1, 3, 9 und 27te Wurzel, nämlich 3, Y>, si» es werden 
dieß ebenſoviele Anflöfungen der vorgelegten Gleichung fein, weil ihre 
siten Potenzen, Botenzen von 5° ausmachen, welche =1 find. Aus dem 


nämlichen Grunde ift auch das Produft >. vs. y>. V3=aeine 
Wurzel vony. Die Ausdrüde a, ad, od... . a1 find aber ſämmt⸗ 
lich von einander verfchieden, weil fonft = ein gemeinfamer Wurzel⸗ 
werth von „I—1=0 und yi — 1—=0 fein würde, was zwiſchen die 
fen Gleichungen einen gemeinfchaftlichen Faktor vorausſetzt, weicher 
fein anderer als y„P—1=0 fein kann. Alſo wäre @ eine Wurzel 


diefer letztern, d. h. 432 1, oder de dv. —X 1. Durch Erhe⸗ 
bung auf die gte Potenz entſtände >=1, mas der Annahme wider⸗ 
fireitet. Hieraus folgt, daß a, ad, a? ... .„ a1 die 81 Wurzeln der 
vorgelegten Gleichung find. 

Allgemein, um die Sleichung yn — 10 aufzulöſen, wenn n=hk, 
fee man die Gleichung m — 1=0 an, und nehme einen von +1 
verfchiedenen Wurzelwertb derfelben 3 5 hierauf ziehe man aus > die ver- 
fchiedenen Wurzeln, deren Grade i durch h?, hi, h?2,,.hk-T auge 


deutet werden; und bilde alsdann dick Nefultate, welche durch vaus⸗ 
gedrückt find: dieſelben werden ſämmtlich, fo wie ihr Produkt a=ßyd... 


— 
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Wurzelwerthe von y> — 10 fein. Da die Ausdrüde a, a?,.. an 
fämmtlich der Gleichung y — 10 genügen, und alle von einander 
verfchieden find; fo find fie die gefuchtenn Wurzeln diefer Gleichung. 


5) Es fei n—hkli , wo h, I Primzahlen find. Um die Wurzel 
werthe der Gleichung y — 1=0 au finden, muß man ebenfo die Glei⸗ 
chungen y„—1=0, und y! —1=o0 auföfen, fämmtlihe Wurzeln 
diefer Gleichungen mit einander multiplieiren, und das Produft =« 
ſetzen. Es fein 8 und > von +1 verfchiedene Wurzeln jener Glei⸗ 
dungen; macht man ferner 


h h h 1 | 
H=Y BR A=Y PR, BUZ=YR' sr SV SVYı ...., 
fo bat mas a =ß I BI... xy nn 

Beifpiele, 1. ys 10, Dan löst die Bleichungen P—1=0, 
ys—1=0 auf; diefelben geben 

B=—-l y=—i(1+Y—3). Hieraus 
e-3il+Y—3) Ai ATI), d=—1, 
Aa—_—ı (1+ V — 3), —E — I0- 14 Y—3)od —. 

I, y2 —-1=0. Man hat die beiden Sleichungen y!-1=0,y?—-1=0. 
Hinfichtlich der erſtern diefer Gleichungen nimmt man für 3 das Pro- 
daft von —1 mit’ —ı, nämlich B=—Y—1; der Werth von y 
bleibt derfelbe mie oben. Heraus «Fi PF—1—TY3), und die 
zwölf gefuchten Wurzeln find: 

y=t1l, +Y—iı, LAY -9I, Lb3 V ALP). 

II, y„—1=0. Man finder für die 8 Wurzeln: 

„+1, tr —1, VI CIXMUM, -NVALYTM. 


$. 109, Weil y=a, ad, od... . ;fo gibt die Gleichung (1) 
i+o+ad+,. an=9,1+@+0o4,, a 2=0,1+0@?+0°,,.=0, 
oder ss — 83 -83... K=0, .mn 
wenn wir durch Sı die Summe der kten Potenzen aller Wurzeln bezeich⸗ 
nen; die Summe der Botenzen der Wurzeln ift alfo gleich n oder gleich 
0, je nachdem der Erponent durch n theilbar oder nicht theilbar iſt. 


114 1 
Anmertung Da die Wertbe dig ebenfalls 


rin 


Ausdrücke der (a—1) vonder Einheit verfchiedenen Wurzeln find, 
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1 1 
fo hat man 1+ rt Zr rt - . »¶o0 oder =, je nach⸗ 


dem k ein Vielfaches von n iſt, oder nicht. Der oben ausge⸗ 
fprochene Sag behält demnach für die Summen der negativen 
Potenzen feine Gültigkeit. 


$, 110. Die Auföfung der Gleichungen ya — 1 — 0 wären dem. 
nad) auf den Fall zurüdgeführt, in welchem n eine Frimzahl if. 
Indem wir den Leſer, der fih über die binomifchen Gleichungen 
weiter unterrichten will, auf das Flaffifche Werk von Lagrange über 


Anflöfung der numerifchen Gleichungen (deutſch herausgegeben von 


L. Erelle), und namentlich auf die vierzehnte Note dafelbit verweifen, 
wollen wir uns nunmehr zu ähnlichem Zwecke der trigonmetrifchen 
Sunttionen bedienen, 


Wir haben in der analytifchen Geometrie der Ebene }. 43 ge⸗ 
feben , daß jeder Eofinus der ſucceſſiven Bogen 2x, 3x, Ax... erbal- 
ten wird, wenn man die beiden vorhergehenden, bezüglich mit 2p und 
— 41, multiplieirt, und addirt, wobei cos x=p gefeßt wurde. Um 
das in den Nefultaten berrfchende Geſetz zur Evidenz zu bringen, 
wollen wir von einem analytifhen Kunfteriff Gchrauch machen. Es 
fei nämlich 2 cosx=y+y!; dem angezeigten Geſetze zufolge muß man, 
wenn cos 2x gefunden werden foll, cos x oder (y471) durch y+y=T, 
was mit 2 cos x gleichbedeutend if, multiplieiren, und cos Ox oder 
1 abziehen. Dan befonmt 2 cos 2x=y?+y 2; ebenfo erhält man 

2 cos x—=y’+y”?, 2 cos ı=y4 +y*, u. ſ. f. 

Wir wollen nun beweifen, daß das Geſetz allgemeine Gültigkeit 
bat. Zu diefem Behuf nehmen wir an, daß dasfelbe für zwei aufein⸗ 
ander folgende Grade n—2 und n—1 wahr if, oder 

2 cos(n—2)x—yr2 + y{a2, 200 n—I)s=yr1+ ya; 


indem wir aber die zweite Steichung durch y+y! multiplieiren, umd 
die erfte fubtrabiren, entſteht 2cos nı—ya + y”, woraus die Richtig. 
feit der Behauptung hervorgeht. 
Dan bat 2 cs x=y+ 2 cos nı—yr+ nr oder . 
y2—2y cosıt+1=0, ya — 2y2 cosnx+1=0,... (1) 


Kenne man cos x, fo beſtimmen diefe Gleichungen y, hierauf 
cosnx; man kann folglich cos nx finden, ohne gerade cos 3x, 
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cos Ax,. ..nach und nach aufzufuchen. Es iſt dieß das allgemeine 
Glied der Eofinusreihe, und man könnte fich der vorfiebenden Glei⸗ 
chungen zur Conſtruktion der Tafeln bedienen; die Nechnung würde 
aber mit imaginären Ausdrücden behaftet fein. 

Sind die trigonomerrifchen Tafeln aufgefielt, fo nehme man 
daferbft die Werthe von cos x und cos nx. Unſere beiden Gleichun⸗ 
gen (1), nur noch y enthaltend, werden eine gemeinfchaftliche Wurzel 


a haben, überdies genügt ihnen auch der Werth — , wie man bald 


erfennt, da fie zu den reciprofen Gleichungen gebören; fie befiten 
daher zwei gemeinfchaftliche Wurzeln, oder die erfte theilt genau die 
zweite. Indem wir nx=o feren, muß alfo, welcher Bogen 9 aüch 
fein mag, 


yꝰ — 2yrcosp+ 1 dur) y?— 2y cos (2 ) +1 theilbar fein (2). 


Anmerkung Indem wir die Gleichungen (1) auflöfen, fin- 
den wir: 
y=cosx+ sin sY’—i, y?= cos nx + sin nn” —1, woraus 
(cosx + sin sYP’—1)" = cosnı + sinnf —, 
Diefe fchöne Eigenfchaft, von melcher in der höheren Algebra 
häufig Gebrauch gemacht wird, gilt ganz allgemein, obgleich 
fie bier nur für den Fall bewielen würde, daß n eine ganze 
pofitive Zahl if. Wir werden auf dieien Gegenſtand in der 
Kolge noch einmal zurückkommen. 


$. 1141. Um den Lehrſatz (2), welchen wir dem Mathematiker 

Moivre verdanfen, auf unfern vorliegenden Kal anzuwenden, ma⸗ 
chen wir o=hr, wobei k eine belichige ganze Zahl und x den bal- 
ben Umkreis bedeutet. Je nachdem k gerade oder ungerade iſt, 
wird cos — 1 oder — 1, und das erfle der Trinome (2) verwan⸗ 
delt ſich in 

yꝛ F2y2 +1 oder (yn + 1)2; daher iſt 

ya F 1 durch y%—2y cos (=) +1 teilbar... (8), 


wo k eine belichige ganze Zahl darſtellt, und zwar eine gerade für 
y — 1, und eine ungerade für yr + 1. 
Wenn das zweite Trinom ein vollſtändiges Quadrat if, fo nimmt 


w, 
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man bloß feine. Wurzel zum Diviſor; ein folcher Fall verlangt, daß 
der Eofinus + 1 werde, alddann ik k=0, n, 20..., und der 
Faktor reducirt ſich aufy +1. 

Die Wurzeln von y 10 find folglich in der Formel 


y cos (+ sin (=) Y—... (4) begriffen. 
& lange die ganze Zahl k den Erponenten n nicht übertrifft , 
wird der Bogen “= ein zunehmender Bruchtheil vom halben Umkreis 


fein; diefe Bogen haben ungleiche Coſinus uud es ergeben fich daraus 
verfchiedene Faktoren vom zweiten Grade, welche durch A, B,C...L,M 


- dargeftelt fein mögen. Da 2n die Summe von den Zahlen n-+i und 


n—i macht, fo find dieſelben gleichzeitig gerade oder ungerade. 
Macht man bierauf k—=n ti, wobeli<n, fo wird der Bogen 
“u: + = d. h. zwei Bogen mit einerlei Cofinus; bierans folgt, 


daß der trinomifche Faktor für k =n—i und n+i der nämliche iR. 
Nachdem man alfo für k alle Zahlen, gerade oder ungerade, bis n 
genommen bat, kommen dieſelben Faktoren vom zweiten Grade in 
umgefebrter Ordnung M,L,... B,A zum VBorfchein, wenn man über 
n hinausgeht. 


Für höhere Werthe als 2n bat k die Form 2qn-+i, nad der Bo⸗ 
gen wird 291 + =, deffen Coſinus noch der nämliche iR; man ber 


fommt alfo diefelben Faktoren in derſelben Ordnung A,AB...L,M 
wieder. Es ift daher, wie man fieht, unnöthig, dem k größere Werthe 
als n beizulegen. 


1) Wenn n gerade ift, fo find int i zuſammen, gerade oder 
ungerade; k— in Hi gibt die Bogen =jıt =, deren Eofi- 
ans gleich find, aber entgegengefeute Zeichen haben, nämlid — + 
sin (=); man macht daber, wenn n gerade iſt, k nicht größer als 


5’ dabei nimmt man aber die Cofinus mit dem Zeichen +. 


2) Wenn n ungerade ift, fo ift die eine von den Zahlen n—i 
und i gerad und die andere ungerad, weil ihre Summe ungerad wird, 
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and es flieht nicht mehr frei, die eine oder die andere Zahl für k gu 
nehmen. k=n—i, wobei i<in, gibt 


7 1% in, 
cos | — J=cos| 2 —— ) =—c0s—; 
n n u 


d. h. wenn k über in hinaus gebt, fo find die Eofinus unferes tri- 
somifchen Faktors diefelben, nur mit entgegengefehtem Zeichen, wie 
wenu man ki genommen bätte, welcher Werth ausgefchloffen and 


Sleiner als in if. Dan fest daher RO, 1, 2,3.. m die 


unter 3 x liegenden Bogen zu erhalten, deren Cofinus dem Lehr⸗ 
fage (3) entfprechen, wobei diefelben jedoch von zwei zu zwei mit 
entgegengefeutem Zeichen zu nehmen find. 


3) Für die allgemeine Formel der Faktoren von x= Tan erbält 
man x? —2ax cos (=) + ad, wenn „= — gefegt wird. 


4) Es bat feine Schwierigkeit die Gleichung 

kcosmt+p cos (m—1)t+gqcos(m—2)t..., +P=0 
in Bezug auf den Bogen t. aufzulöfen. Denn ſetzt man 2 cos t= 
x+x7!, fo entfieht 

kKx®+ x) +p(am! + en) +... +P=0 

eine Gleichung, mit welcher wir uns in $. 105 befchäftigt haben. 
Man könnte auch Formeln für die Cofinus der vielfachen Bogen nach 
den fleigenden Potenzen der Eofinus der einfachen Bogen auffinden, 
welche Formeln mir in der Folge kennen lernen werden. 


Anmerkung. Zfn gerade, fo liefert die Formel (4) für jede 
der verfchiedenen zwiſchen O und n Tiegenden geraden Zab- 
len k, im Allgemeinen zwei coningirte imaginäre Werthe von 


Ni. Kur fir k=0 finder man eine reelle Wurgef=-+1, und 
‚ für k=n eine zweite reelle Wurzel =—1. Die andern (n—2) 


Wurzeln von 1 find Imaginär, nämlich: 
cos * + sin =y-h cos“ + sin =y-1 ... 


cos DE X sin ir — Y—l, 
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SH n ungerade, fo Viefert die Formel (4) für jede der inner- 
balb der Grenzen 0 und (n—1) befindlichen geraden Zahlen 
k, im Allgemeinen zwei coniugirte imaginäre Wertbe von 


ri. Nur für k=0 findet man die reelle Wurzel +1. Die 
übrigen Wurzelwerthe von M find imaginär, nämlich: 

cos“ + sin "r- 1, cos + sin =y—1 .../ 

co, Eä + sin ANIR,_; 

n n 

St n gerade, fo erhält man für jeden der Werthe 1,3,5... 
(n—1) von k, aus Formel (4) zwei conjugirte Imaginäre Wertbe 
von v—_. In diefem Falle find alfo fümmtliche Wurzeln von 
v_ imaginär, nämlich: 

cos — + sia = YA + sin =y—n. 

cos TUR + sin BUry_; 

FR nm ungerade, fo finder man für jeden der Wertbe 1, 3, 

5...n von k, aus Formel (4) im Allgemeinen zwei conju⸗ 


girte imaginäre Werthe von —i1: nur für kn gibt die For- 
mel den reellen Werth —1. Die übrigen (n—1) imaginären 
Werthe find: 


cos — + sin =Y- 1, cos 5 sin =r-i. .. 
cos PDF + sin (n na 1, 
Beifpiele. L Für yi+1 iſt k ungerade. 
Der Eofinus des Bogens 37 oder von 45 iſt 72. Hieraus 
die zwei Faktoren „ty Y2+1i. Ferner 
xt +a®—(x?+axf2+a2)(x®—axf2+a?) 
IL. Für yo+1gibt k=1 den Bogen 57, deffen Coſinus =ıV 3 
if. 8 gibt den Cofinus =0 Hiernach. 
FHSHHINIEHN)HATIHN)CHH1). 
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11. Für yo—1 wird k=0 und 2, Darans bat man 
P=hH)(r HIHI). 
IV. gür yi-1 findet man Y—l—(yH1)(7—1). 


V. Für „P—-1=-*+1)(rt—1) find diefe beiden Faktoren fo 
eben zerlegt worden. 


VI. $ür yP—ı muß man k=0, 1, 2, 3 und 4 machen, und die 
Coſinus in den geraden Stellen mit entgegengeſetzten Zeichen uehmen, 
nämlich: 

1, — cos 200, + cos 40°, — cos 60° und + cos 800. 
Hieraus ergeben fich die Faftoren 
y—1, y?+y+4,y?+1, 879...y+1, y’—1, 532... 
y+1,y°—0,347...y+i1, und man bat 
P—1=6—-1)(y’ ++ )'+y°+1). 

Ehenfo verfährt man mit y9-+1, indem man die Coſinus in den 
ungeraden Stellen mit entgegengefegten Zeichen nimmt. Hiernach ſteht 
P+1= (vH)? +)’ —yP+H1). 

Webrigens ift es einleuchtend, daß die Auflöfung der Gfeichung 
y® +1=0 fich auf jene ya — 10 zurüdführen läßt, wenn n ungerade 
ift; dann ſetzt man in der erfiern —y flatt y, fo entfieht 

—y2 +1=00der yꝛ —1=0, 


$. 112. Der Sa (3) führt den Namen des Cotes'ſchen Lehr⸗ 

ſatzes, weil ihn diefer Gelehrte zuerſt unter einer geometrifchen Form 
dargeſtellt hatte. Mit dem Radius AR=a (Fig. 24 und 25) ſei der 
Kreis ACHL befchrieben, deſſen Durchmefler AH durch einen will. 
Führlichen Bunft O gebt. Bon A anfangend theile man den Umfang 
in 2n gleiche Theile Aa, aB, Bb ...; bieramf ziehe man vom 
Bunfte O aus nach allen Theilungspunften gerade Linien. Die nach 
dem beliebigen TIheilungspunfte C gehende Gerade bilder das Dreieck 
COP, aus welchem, wenn man den Wintel CRA=a, und OR-= 
fest, und ermägt, daß 

CP=asina, RP=acosa, OP=acosa—x, folgt: 

OC’— x?— 23x cos «+a?—0C, OL, 


Wenn k Theile in dem Bogen enthalten find, fo bat man «= 


IE 


n 
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Da jenes Trinom einen Faftor von x= Far bilder, je nachdem 
k gerade oder ungerade if; fo ſtellen die nach den aufeinanderfol-. 
genden Theilungspunften gegogenen Radiivectores die füämmtlichen Fak- 
toren des Binoms dar. OA=a— x, OH=a+x eutfprechen den reel⸗ 
len Faktoren vom erſten Grade. 

Bezeichnen Z, Z/, ZU .. „die nach den geraden, und z, 2,2”... 
Die nach den ungeraden Theilungspunften gebeuden Geraden; fo ba- 
ben wir 

z, 2, 2'",,, a +zu, 

der Punkt O mag innerhalb oder außerhalb des Kreifes liegen; 


ZZ1I.Z1 ,,.. =a —xın, wenn O innerhalb des Kreifes liegt; 
ZZZz1 ,. . mx — ar, wenn O außerhalb des Kreiſes Liegt. 


Die dreigliederigen Gleichungen. 


$, 113. Die deeigliederigen Sfeichungen von der Form Ax 

+ Bx2 +C=0 laſſen fich immer auf gweigliederige zurückführen. Denn 

man bat guerfi, wenn man x —z ſetzt, die quadratifche Gleichung : 
Az? + Bz + C=0, 


1) Sind die Wurzeln f und g von z reell, fo hat man die bei- 
den Sleichungen x» =f, zug, welche beide zufammen die 2n Wur⸗ 
zeln der vorgelegten Gleichung liefern. Man wills. B. zwei Zahlen von 
ſolcher Beſchaffenheit finden, daß ihr Produft 10, und die Summe 
ihrer Cuben 133 beträgt. Man bat- die Gleichung 


x3+ (2) = 133, x® — 1332310000, 


Indem wir x?—z feßen, entfieht 2? — 1332 + 1000= 0; woraus 
z=8 und 125. Hierauf machen wir x? — 8 und 125; darans folgt 
x=2 und 5, außerdem noch 2= und 5a?, ferner 5a und 20°, mo « 
eine imaginäre Wurzel der Einheit bezeichnet. Es find dies die drei 
Yuflöfungen der Aufgabe, 


2) Sind die Wurzeln von z gleich, in weichem Fall BE — 
4AC=0 if, fo bilder die vorgelegte Gleichung ein vollſtändiges 
Quadrat, (ax +b)?=0, und man bat eine binomifche Gleichung. 
Dan fol 3. B. eine Zahl von der Art finden, dag die Aten Poten- 
zen der beiden Quotienten, welche man erhält, wenn man das Dop⸗ 
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pelte der geſuchten Zahl durch 3, und umgekehrt 3 durch das Dop⸗ 
pelte jener Zahl dividirt, in Summa 2 betragen. Hiernach fleht 


N 4 ’ 
[=] + [;-| —2, woraus (16x? — 81)?=0, 


Da 1 und +r —ı die Wurzeln von y1 find, fo Hex—=+! 
ud +3 Y —1. 

3) Sind die Wurzeln von z imaginär, mithin B?— 4AC<0; 
fo macht man Axzn- Cy2a, Hierdurch verwandelt fich die vorgelegte 
Gleichung in 


ya + rc" +1=0, 


unter welcher Form fie mit der Gleichung (2) in $. 110 vergleichbar 
wird. Denn der Coefficient von ya ift <2, weil BI<AAC, Es gibt 
alfo einen Bogen 9, welcher die Hälfte dieſes Faktors zum Coſinus 
bat; der Bogen wird durch Logarithmen mittelft der Relation 
cos — — ...(6) 
2y aC 


beſtimmt. Unſere transformirte Gleichung if folglich durch 
y2—2y cos [2 ]+:=e 


theilbar, in fofern man für d alle Bogen, deren Coſinus durch 
die Melation (5) gegeben iſt, wählt, und zwar genügt nicht 
bloß der Bogen @< 180°, welchen die Tafeln liefern, fondern- 
auch g+22,9+4r..., im Allgemeinen g+2kr, wo k eine be 


liebige ganze Zahl darſtellt. Es fei α., alsdann find fämmt- 
liche gefuchte Faktoren in dem Ausdrude 


SYTA—2TYAC, cosYy + Yc=0 ... (6) 
enthalten. Uebrigens iſt es unnöthig K>n zu nehmen, weil L=qnti 


den Bogen 201 , 212 gibt, für weichen man den nämlichen 

Coſinus findet, als wenn man k=i<n genommen bätte; wor—⸗ 
aus erbellet, daß diefelden Faktoren wiederkehren. Zu bemerten 
iſt bierbei, daß der Radins—1 if; bedient man fich demnach der 
Logarithmentafein, fo muß man von allen Eogarithmen der Coſinus, 


welche in der Rechnung vorkommen, 10 abziehen. 
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Anmerkung. Die Wurzeln der Gleichung Axzzn — Ban + C=0 
ſind in dem Ausdrucke | 


ı=r cos Er) 4 4sin ra, 


n 
die der Gleichung Ax?+Bxr +C=0 dagegen in dem Ausdruck 
ı=r con HOF 4 sin +20 
A n n 
begriffen. 

Beifpiele, 1. Für die Gleichung  — a +1 =0H A=C=1, 
B=—2, n=3, Man findet cos 9—=1, die Bogen y—0°, 120° and 
240°, Hiernach bat die vorgelegte Gleichung die drei quadratifchen Sal 
toren von der Form x — 2x cos +1. Die Werthe von cos y find 1, 
— sin 30° =— 3 und —cos 600 ——!, Die Faktoren find demnach : 
x? — 2x+1 und x?+x+1, von welchen der Tebtere doppelt erfcheint. 


Das gegebene Trinom iſt daher das Quadrat von (x—1) (x2+x+1) 
oder von x’—1, 


I. Für x! +x2+25— 0 bat man A=B— A, C=25,n=2 
und cosy—— 7. Die Tafeln geben, wegen des Zeichens—, den 
Bogen 9 — 95° 44’ 20°, deſſen Hälfte 470 527 10 ift. Unſere Fak⸗ 
toren find alfo x? + 3x+5, 


„ —3 
6 8 = = 7 = 
1m. Sur 2x + 3x? —6 0 findet man cos ꝙ 2710 9 
1180 19/, deſſen Drittel 390 26° 20° beträgt. Setzt man o— 
—2,2672, + 2,7486, — 0, 48143; fo find unfere drei Faktoren von der 
3 3 
Form x2yY2+ox+YV’5,. 


Iv. Für x —22°+2=0 bat man cos 9= —ıiY32, y— 
y’r2+1=0. Daraus ergeben ſich die Faktoren der Gleichung iny: 
y2—1,4142y-+H, y2+1, 9318y + 1, y2--0,5176y-+1, 


aus welchen fich die der Gleichung in x leicht herleiten Yaffen. 


Zuſammengeſetzte Wurzelausdrücke. 
$. 114. 1) Unter der Vorausſetzung, daß a+ 7b ein Quadrat 
fei, wollen wir davon die Wurzel, deren Form Y’x+Yy ifl, fuchen ; 
wir fegen deßhalb YCatyY b)—=Yx+Yy, woraus 
xty+2Ysy=a+fb, ferner x+y=a, 2Y sy=Yb, 
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wenn man die rationalen, fo wie die irrationalen Theile für fich ein. 
ander gleich fest. Um aus diefen Gleichungen x und , abzuleiten, 
bilden win die Quadrate und fubtrabiren, wodurch wir x>—2xy-+y2— 
(x—y)’—=a?—b erhalten. Dax und y rational angenommen worden, 
fo muß a’—b ein vollitändiges Quadrat fein, das wir — k? machen, 
Die Gleichungen -y=k, und y+x=a geben die gefuchte Auflöfung, 
nämlich 
x—;j(a+k), y=i(a—k), k—Y (a?—b), 


DBeifpiele. I. Für 7 (A+2 73) bat man a4, b=12; hieraus 
a°— b=h2=4, ferner K=2, 3, y—1. 

Die verlangte Wurzel it + (1+Y’3). 

Die von —2/3 it (1 TV 3). 


II. In Y(-1+2Y7—2) iſt a—b>—-9, k==3, ı1, y=—2; 
daraus ergeben fich die Wurzeln + (1+Y—2). 


2) Wenn a+TYb ein vollftändiger Tubus ift, fo macht man 


—XRX Yıl)=(+Yy * z, wobei z eine Größe darſtellt, die man 
nach Belieben wählt, um die Nechnung dadurch zu erleichtern. Durch 
Erhebung auf den Eubus und Vergleichung der ratlonalen Glieder 
findet man 
a=z(x?+3ıy), V ———— 
Daraus ergibt ſich, wenn man quadrirt und abzieht, 
a2 —b=2? [(x?+31y)2—(sdY’y+yYy)?]. 
Der Faktor von 22 ift aber offenbar die Differenz zweier Qua⸗ 
drate, und einer mit (x+Yy)°x<(x—Yy)® oder (x?”—y)®, woraus 
.__ 
folgt, - 73 P=(_y)i, Nun find x und y rational angenom- 
men, das erite Glied muß daher einen vollftändigen Cubus bilden; und 
es wird keine Schwierigkeit haben, z dergeftalt zu befimmen, daß 
diefe Bedingung jederzeit’ erfüllt werde, gefchehe es auch nur da⸗ 
durch, daß z—(a?—h)? gemacht würde. Im Fall a? — b ſchon ein 
Cubus if, macht man z—1. Im Allgemeinen wird Man, bei der 
Zerlegung von a’—b in feine Brimfaftoren, bald erkennen, welche 
Faktoren einzuführen oder wegzulaſſen find, um einen vollſtändigen 
Cubus zu bekommen, 





1. 88, 18. Buch, 42 
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Hiernach Händen die Relationen 


=f(- ‚x? — y=k, a=zx (x? +3y); woraus 





an k, Azx? — 3kxz==a, 


Die Teste Gleichung gibt x, wenn man fich mit den bloßen 
rationalen Wurzeln begnügt; die vorhergehende Ichrt y kennen, und 
die gefuchte Wurzel iſt beſtimmt. 


Beifpiele,. 1. Für * 104 6) bat man a=10, b==108, a —b= 
—8, z=l,k=—2. Folglich Ax?+6x=10, woraus s=1l,y—=3; 


endlich Fio+sr 14V 3. 


1. gie SAAIS iſt 2 —-b=—16. Man nimmt 4 ı=— 
hieraus Ax®+3x—2, =, Jh. 


Endlich Fs+4r 5=iVAu+Y 9) 
3) Setzt man YııY b=(x+Y’y) * z, und verfährt ebenſo, ſo 


werden x, y und z für den Fall beſtimmt, daß a+ Yb eine voll- 
Händige nte Potenz iſt. 


Anmerkung. Würde die obige Gleichung auf die nte Potenz 
erhoben, und die rationalen fo wie die irrationalen Theile 
für fich einander gleichgeſetzt; fo kommt 


=z 9 „az x22, 2+ nen nn 3) xa4y 2+... | f 


und Yızz In- u CZ xa3y+.,. ] Vs. 

Diefe Gleichungen laſſen fich auch anf folgende Form bringen : 
= > [+ +a-Yy] 
N= ZIa+rm 0-1]. 


n — 
Hieraus ergibt ſich a —b=2(x?-y)? ‚ woraus x?ꝰ -y v— 


Man waͤhlt die Größe z dergefalt, daß "> eine volfän- 


Bufammengefehte Wurzelausdrücke. 179 








a a2—h 
dige nte Potenz wird, and fer 7 a = Hiernach if 
x? y—k, Wird daraus der Werth für y in die Gfeichung 


a=ı| x + ar...) 





ſubſtituirt, fo erhält man eine Gleichung in x, welche wenig. 
fteng eine commenfurable Wurzel haben muß, damit x und y 
rational werden. 


Beifpiele, 1. Für die vierte Wurzel aus 14+8 73 wird 
n=4, a—14, b=192, @—b—4, fo daß es binreicht, z=: zu 
nehmen, um I— Yi6—2 rational zu haben. Der Werth von 
y=ı’—2 in die Gleichung a=:(xa + Led yıt2L,,, 


ſubſtituirt, gibt + —2x2—3=0, welche Gleichung die Wurzel 
+Y3, ZY —1 beſitzt; die entfprechenden Werthe von y find 
yl und „-—3, Das Syfiem der Wertbes=7 3 und y—1 
3 
liefert YC14+sy3) == r a“ 
V2 





11. Ebenfo findet man Y (2233273) =(1+7 3) 3. 


$. 115. In jeder andern Formel iſt es nicht ausreichend, für 
die daſelbſt vorfommenden Wurzeigrößen ihren Näherungswerth zu 
fubftitniren, weil man auf diefe Weife alle imaginären Wurzelwerthe, 
deren folche Wurzelausdrüde fähig find, vernachläßigt. Man muß als- 


dann YA durch aVYA,atyYA... erfehen, wobei ar a2... die 
Wurzeln der Gleichung ya — 1— 0 bedeuten. 


Hat man x=a Ve+b Ve?+ec Vet.. fo genügt es 
y 8 x=ay+by?+cy°,,,. 
zu machen, und y zwiſchen dieſen beiden Gleichungen zu eliminiren; 
fämmtliche Wurzeln diefer Finalgleichun; in x werden die gefuchten 
Werthe von x fein. 


Hat man eine mit den Wurzelgrößen VA, 7% B, ,. . bebaftete 
Funktion fx, fo ſetzt man y SA, tm=B,... und führt flatt der 
Wurzelgrößen dien Werthe von y, und diem Wertbe vont ... mit allen 

möglichen Eombinationen ein, um ſämmtliche Werthe von fx zu er- 
12* 
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halten. Sind in einer Gleichung die Wurzelgrößen Funktionen von 
x, fo ſchafft man diefelben dadurch weg, daß man jede Wurzelgröße 
durch eine neue Unbekannte erfegt, und hierauf nach dem gewöhn⸗ 
lichen Verfahren zur Elimination ſchreitet. 


. 3 
Beifpiele. I. Für die Gleihungx-V x—2Y (x +1)— 0 feßt man 
x=23, x+1y?, woraus —z— 2,0, Durch Elimination von y entſteht 
Ax+A-r?2—2xz+2?, 2 —ı—0, 
Indem man z eliminirt , erhält man die Finalgleichung 
x6__12x5+-34x1-+8x3—167x2—192x— 640, 


weiche die reellen Wurzeln 8 und — 1 befist. Was die andern 
Wurzeln betrifft, fo beziehen fie fich auf die Verbindungen der ima- 
ginären Wurzelwerthe der in der vorgelegten Gfichung vorkommen⸗ 
den Duadrat- und Cubikwurzelausdrücke. 


II, Für Vx+2— 3x1 fest man Vs+2=y, Vsx-5=2, 
woraus x+2=Y?’, 3x—5=2%, y—ı—i, 

Die Elimination von x und y gibt die Endgleichung 2? — 32°— 
6z+8—0, deren Wurzeln +1, +4, und — 2 find. Die entfprechen- 
den Wertbe von y find 2, 5 und — 1, und die von x find 2, 23 
ud — 1, 


Anmerkung. Die beiden Werthe 2 und 23 entfprechen der 
vorgelegten Gleichung, während der dritte nur dann He» 
nügt, wenn man den Quadratwurzelausdruck mit dem Zeichen 


Gleichungen des dritten Grades. 

$. 116. Um die Gleichung kx’+ax?+-bx+c=0 aufzulöfen, wollen 
wir das zweite Glied und den Eoefficienten des erften binwegfchaf- 
fen, indem wir 
x— a 

3k 

machen; man erbäft dadurch x/34+3x/(3kb— a?) +233—Yabk+27ck?—O, 

Jede Gleichung vom dritten Grad läßt fich daher auf die 
Form x’Hpx+g=0... (1) surüdführen. Segen wir hierauf x=y+z, 
fo verwandelt ſich die vorgelegte im 


(Syz+p)(ytz)y+y?t2’+g>=0, 





x 
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Die Zerlegung von x im zwei Zahlen y und z kann nun auf un. 
zäblig viele Arten gefcheben, und nichts hindert ung dabei eine befichige 
Relation zwifchen ihrem Produkt, ihrer Differenz. ihren Quotienten, ıc. 
zu nehmen. Wir fegen bier den erfien Faktor gleich Null, oder 

y=—;p P’+2=—q, 
Der Cubus der erfien Gleichung y’z?=— (ip)? in Verbindung mit 
der zweiten zeigt, daß y’ und z’ die Wurzeln einer Gleichung vom 
zweiten Brade fein werden, die q zum Coefficienten des zweiten Glie⸗ 
des, und — (Zp)? zum leuten Glied bat, nämlich 

M+gt=Gp)? 2... (2) 

Kennt man die Wertbe dieſer fogenannten reducirten Gleichung, 
fo iſt y’t, 2°=r, woraus, wenn unter 1, a, «X die drei Cubik⸗ 
wurzeln der Einheit verflanden werden, 


y= vi, a vi, a? “t, 2⸗Pu, —* aa, 

Man muß aber nicht, um x—=y-+z zu cerbalten, diefe Wertbe 
ale zu je zwei addiren, weil man auf ſolche Weife 9 Wurzeln flatt 
.3 finden würde, Berüdfichtigt man indeß, daß nur jene Werthe von 
y und z aufammengefügt werden dürfen, welche mit einander mul. 


tipfieirt das reelle Broduft =— 5 p oder v tt‘ Tiefern, indem das zweite 
Glied der Gleichung (d=—ır if, welches zp zur Cubikwurzel hat; fo 
findet man unter diefer Einfchränfung, megen ad=1, daß von den 
9 Sombinationen nur folgende drei zuläſſig find: 


s—yt+ vr, — Yı +02 Yu, x=u? yı + ayı, 
Wir feben hieraus, daB durch Erbebung der Gleichung y2e=—; p 
auf die dritte Potenz neue Wurzeln eingeführt werden, welche der 
vorgelegten Bleichung fremd find. 
Subftituirt man in die vorbergebenden Ausdrücke für « und a? 
ihre Wertbe — (1 +Y — 3), und macht, der Kürze halber, 
suyt+ Ve, d=ytı— Ve; fo kommt 
=, x=—j(stdV —3)... (3), 
Um alfo die Gleichung (1) vom dritten Grade aufsulöfen, muß 


man zuvörderft die redueirte (2) auflöfen, und alddann nach der Be⸗ 
ftimmung der Werthe te und v/ folche in die Formel (3) fubflituiren. 


48% Bleihungen des dritten Grabes. 


Anmerfung. Diefe Formel, welche die drei Wurzeln der 
Gleichung (1) enthält und zuerſt von dem Italiener Cardan 
befannt gemacht wurde, beißt Vie Cardanifche Regel, de 
ren Erfindung übrigens von eininen dem Ferreo aus Bologna, 
von andern dem Tartaglia aus Brescia zugeſchrieben wird. 


Beifpiele. J. x? +67 gibt p>=6, 4—— 17, und die redu⸗ 
eirte Steichung if ? —7t— 8. Hieraus t=8 und — 1, die 
2 und — 1 zu Cubikwurzeln haben. Hiernach 

s=1,d=3; s=1ud —; (143 Y —3). 

I. y?— 37? +12y=4 Man fest y=x+ 1, um dad zweite 
Glied hinwegzuſchaffen. Dadurch entfieht x + 9x +6=0, Die re⸗ 
ducirte Gleichung ifl 


t + 6t=27, woraus = 3,’ —=— 9; ferner 
3 3 
s—=V3—Y9=—0, 637835=x, d —=3,522333 5 und 
y=0, 362165, y—=1, 318918 + 1, 761167Y —3. 
I. 8—3x=18 gi ? — 18 +1=0,t=9+4Y5, deren 
Enbifwurzel 4 +3y/5 iſt ($. 114). Alſo 
s=3,d=y5; ndlih x=3 und — (3 &Y— 15). 


IV. x3—27x+54=0 gibt ??+54+729=0, oder (t+27)=0, 
=— 27; folgid x =—6 und 3 ald doppelte Wurzel. 


$. 117. Man kann die Gleichung vom dritten Grade auch mit 
Hülfe der Logarichmentafein berechnen, indem man fich bei der Auf⸗ 
findung der Wurzeln t und rt’, der reducirten Gleichung, des im 
$, 47 der analyrifchen Geometrie in der Ebene angegebenen Ver⸗ 
fahrens bedient. 


1 8 
Für den Fall, daß p pofitiv if, ſetzt man tango= re, 
1 8 
woraus t*/6p)tgio/ va Ya 3 


3 3 3 y: 
ferner Yı=y 3pX Ytangioy Vı=- 3 p 


Für p negativ ſetzt man sin 9= Gr : 3 
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3 3 I 
hieraus Yr=—yYEp)Y tangip, Vu=— 3 v IE, 
tang; 9 
Hart man einmal die Eubifwurzeln von t und 1’ gefunden, fo 
leitet man die Werthe von s und d, und dann die von x dar. 
aus ber. 


Beifpiefe. 1. Die Gleichung x +9x + 6= 0 gehört zu dem 
eriten Fall. Man findet 
9=60°, s=x=—0,637833, d = 3,522333, 
x= +0, 318916 + 1,761166 V —3 


U. Die Gleichung x? — 2x — 50 gehört in den zweiten Fall. 
Man findet 
= — 12° 34/ 33/1 18, s=x=+2, 094552, 
d=1, 311670, <= — 1, 047276 +0, 655835 —3, 





$. 118. So lange die beiden Wurzeln t und t/ der redueirten 


Gleichung reell find, find ed auch die Wertbe ⸗ vv, fowie s und 
d. Aus den Formeln (3) folgt, daß dann die vorgelegte Gleichung 
nur eine reelle Wurzel beſitzt. Iſt indeſſen t=v, fo bat man d=0, 
und die drei Wurzeln von x find reell, und zwar zwei davon gleich 
der Hälfte der dritten, mit dem entgegengefeuten Zeichen genommen, 
Das Ate Beifpiel im $. 116 gehört bieber. 

Sind aber die Wurzeln der redueirten Gleichung imaginär, was 
erfordert, daß p negativ, und zugleich 2797244p20 fei; fo ftellen 
fich alle drei Wurzeln unter einer imaginären Form dar, und es 
fcheint, als wenn keine Wurzel reell wäre, was doch nicht fein fann. 
Diefer Umftand, welcher gerade dann eintritt, wenn die drei Wur- 
zeln reell find, bat die Analyſten, denen die Auffindung folcher Wur- 
zeln nicht gelingen wollte, in einige DBerlegenbeit gebracht, weßhalb 
der fragliche Fall der irreduerible Fall genannt wurde. 

Die Werthe vont und t’ erfcheinen bier unter der Form a tb —1, 
und ihre Cubikwurzel oder zte Potenz läßt fich nach $. 10 durch eine un- 
endliche Reihe ausdrüden. Ohne diefe Rechnung vorzunchmen, fieht 
man jedoch fogleich, daß die imaginären Größen ſich nur in denje⸗ 
nigen Gliedern, in welchen by —1 mit ungeraden Erponenten be- 
bafter it, vorfinden können. Da num die eine gedachter Reiben aus 
der andern hergeleitet wird, mofern man b mit — b vertanfcht; fo 


[2 
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if Mar, daß in der Formel PHOY—1 beide Entwicklungen be- 
griffen find, deren Summe s=2P, und deren Differeuz dI2QY—1 
macht. 

Die Formeln (3) reduciren ſich hiernach auf folgende reelle Aus⸗ 
drücke: 

x2p, und —PAOV. .. (4). 

Unſere drei Wurzeln find daher reell, obſchon die Cardaniſche 
Formel fie in dieſem Falle unter einer imaginären Geſtalt gibt. Die 
fer fonderbare Umſtand rührt von dem Anſetzen der Gleichungen 
x—=y+z und y2 — }p ber, indem dabei durch nichtd ausgedrückt 
wird , daß die Größen y und z wirklich reell feien; und in der That 
zeigt die Rechnung, daß diefelben imaginär ausfallen, wenn die drei 
Wurzeln reell find. Um die letztern zu erbalten, entwidelt man die 
zte Potenz von a+bY—1, woraus fich die in den Gleichungen (4) 
vorkommenden Größen P und O ergeben werden. 


Anmerfung Im Allgemeinen laſſen fich die Wertbe von P 
und Q nur durch Reiben angeben. Entwidelt man die Aut. 


drüde (a +ıy1)?, fo findet man 


ı ‚,b® 1.2.5.8 b# 
P=a' its a2 36-912 a8 





+. | 


0* J ‚b 1.25 bꝛ $e2.5.8-11 b5 
—aIT 369 a! 36.9.1215 ad 
Diele Reihen find nur dann convergirend, wenn b<a iſt. 
Für den Fall, wo b>a iſt, muß man andere fuchen, melche 


nach den Potenzen von — fortfepreiten. Dieß gefchieht, wenn 
man das Binom folgendermaßen umformt: 








RM 


Oy—i + Hy —ita)" = 
-V- ı] (by m + [+7 V -1] =D 
—_f1-2y-] b’y 44 [++ v-] b’y-, 


Wird die Rechnung ausgeführt fo findet man 
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1.2.5 a? 1.2.5.8.11 @® 


— _ 1.2:5:8-11 85 
P=—b | 35 3.6.9085 7 3.6.9:12-15 DB 


+ 


043 1 2 a8 4.2.5.8 ai 
ae re | 


Webrigens iſt der Ausdruck unferer erſten Wurzel nur ein be 
fonderer Fall von Folgendem : 


Vlea+rby—1) + Vl—bY—1), 
was ein von imaginären Größen befreites Reſultat liefert. 


$. 119, Das obige Verfahren, die Wurzeln kennen zu lernen, 
ftebt den folgenden Methoden an Eleganz nach, weßbalb die Teßteren 
den Vorzug verdienen. Wenn a eine Wurzel von x tft, fo dinidirt 
man die vorgelegte Gleichung durch x—a, um die beiden anderen zu 
erhalten. Da der Reſt a +ap+gq der Annahme nach verfchwindet, 
fo gibt der Quotient x? +ax+a2+p=0 die anderen Wurzeln, nämlich 


s=—IatV(—p—ia),... (8) 


Man fieht Hieraus, dag wenn die erfie Wurzel a reell ift, die bei- 
den anderen ebenfalls reell fein werden, infofern p negativ und zu 
gleicher Zeit entweder gleich oder größer als 3a? if. Wir vertau⸗ 
fchen deßhalb p mit — p, und bezeichnen durch 5 die pofitive Dif- 
fereng d=p—a?. Um den vorliegenden Fall näher zu erörterm, 
wollen wir a aus den beiden Gleichungen 

s=p—}a? und q=—a?+ap 
eliminiren, damit wir den Werth von q mit dem von p zu ver- 
gleichen im Stande find, ohne den Werth von a zu fennen. Die Final- 
gleichung läßt fich unter folgende Form bringen: 

Apꝰ — 27 q?—= 46 (45 — 3p)?, 

Da nun 5 pofitiv if, fo muß offenbar Ap? > 27g? fein, das 
Gegentheil kann nicht fattfinden, fo lange d nicht negativ if, d. br, 
wofern die beiden anderen Wurzeln der vorgelegten Gleichung nicht 
imaginär fein follen, mas mit dem früher Geſagten in vollem Ein- 
klange ſteht. 

Um die Wurzeln im vorliegenden Falle zu erhalten, bringt man 
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zuvörderft die Gleichung (1) anf die Form 2 —z=r, indem man 
x=+tzy p feßt. 

Bon den beiden Werthen LY p kommt der erſte mit dem Fall 
überein, mo q negativ, umd der zweite mit demjenigen, wo q pofi- 
tiv iſt. Durch die angezeigte Subflitution finder man 


23 — 2 — ya 
p® 


Die Annahme von 
39742 > T 2. _I_ 
zeigt, daß das Nefultat pofitiv it, wenn man z=y + ſetzt; dasfelbe 
wird dagegen negativ, wenn man z=1 macht: es Liegt folglich ein 
Werth von z zwifchen 1 und V 31, 1547. Geben wir daher zit v, 


wo v einen Bruch darftellt, der Eleiner ald 0,1547 if; fo kann für 
eine erfie Annäherung v? binmweggelaffen werden. Auf diefe Weife 


erbält man durch Subflitution 2v + 3v? = ya woraus man zieht 


w=—ı+} + J und hierauf 
—— — p(2+ v /1+ 1447 . (6) 


Man fchreitet nun mittelft der — Methode zu einer 
größeren Annäherung. Der Ausdruck (5), welcher auf 5aV 
zurüdfommt, gibt endlich die beiden andern Wurzeln. 


Beiſpiele. I. 225x430, Wir fegen =—zy 5; dadurch 
3 
fommt z2’—z— ANZ ‚ woraus wir herleiten 


:=—V5(2+ ⸗ 1445 )= 


—1V'5.3,3453 = — 2,492, Hierauf 
x—=—2,490862, 1,834245 und 0,6566166. 





I, x?—13x45—=0. Wir machen 
x=—zy 13, und erhalten 2—z— 
finden, 


FEIEEL woraus wir x=—3,734 
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$. 120. Witt man zu den Logarithmen feine Zuflucht nehmen, 
fo verfährt man folgendermaßen: Dem Lehrſatze (2) im Paragraphen 
110 gemäß fit, wenn man n=3 feßt, 
y6—2y? cos 9 +1 durch v»?—2y cosz5 @ +1 theilbar. 
Es werde nun =m(y+y) in x —px+g=0 gefeht, mo wir 
p negativ nehmen, weil wir nur den Fall zu betrachten haben, in 
welchem 2792 4 Ap? negativ wird. Dadurch entficht 


m* (y?+y73)+ Gm’ —pm)(y+Y")+g=0. 
Indem wir das zweite Glied mittelt der Gleichung m— v- 
wegſchaffen, haben wir ———— +1=0. 


Im vorliegenden Fall aber iſt t in der Gleichung (2) imaginär, 
d. h. (49)2 65 p); man kann daher einen Bogen 9 finden, deſſen 
Coſinus die Hälfte des Faktors von y? beträgt, weil diefe Hälfte <i1 
ift: alfo 

_ eg „ 
co g= 24pV ip‘ (7). 

Die vorgelegte Gleichung, auf diefe Weife in unfer erfied Tri⸗ 
nom verwandelt , wird durch yE?—2y cos 39 +10 theilbar fein, 
Die Ieptere durch y dividirt, gibt y+y'=2cos5;9; und da x——m 
(y+y 2) iR, fo bat man 

x—2y(jp). 008539 ...(8). 

Der Bogen wird mittelft einer Togarichmifchen Berechnung be. 
flimmt; von demfelben nimmt man dag Drittel, zu dem 120° und 
2409 nach und nach hinzugefügt werden, weil man außer dem in den 
Tafeln befindlichen Bogen, noch die Bogen 9 + 27, 9 + Ar, welche 
den nämlichen Cofinus haben, wählen kann. Die Gleichung (8), 
in welcher cos} @ drei Werthe erbält, wird die drei reellen Wur⸗ 
sein beſtimmen. 


Beifpiele. I. Um die Gleichung x? —5x—3 — 0 aufzulöfen, bat 
3 

. — 4 04 gl 

24V Man findet ꝙ Bra gt, 

Deffen dritter Theil 159 16’ 3 macht. Man addirt 120% und 240°, 


und nimmt davon die Coſinus, nämlich 
cos 15° 16’ 3”, — sin 43 16/ 3°, — cos 75° 167 3°. 


man p=b, g=-—J3,cosp = 
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Darand ergeben fich die gefuchten Wurzeln nach (8): 
x 2,490862; — 1, 834245; — 0, 6566166. 

Für die Gleichung  — 5x + 30 reicht es hin, x mit— x 
zu vertaufchen. Man erhält auf diefe Art die vorhergehende Gleichung 
wieder, woraus man die nämlichen Wurzeln mit entgegengefeuten 
Zeichen folgert. 

I, Für die Steihung 2 —Ax+1=0 if cos y = 
mitbin o==108957° 3,5. Dan findet endlich 

x=1,860807 . . . , — 2,114907 . . „ ı» 0,254099 . . » 


— 1 
2 17 
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F. 121, Um die Gleichung x*+px?+gx+r—0 aufzulöſen, wol 
len wir denſelben Gang wie bei der eubifchen verfolgen; wir be- 
trachten demnach x als aus zwei Theilen heitcbend, in der Art, dag 
s=y+z. Die Subftitution in die vorgelegte Gleichung, gibt 

y’+(62’+p)y?+(2’+pa°+g2+r)+Azy?+ (42? +2pz+g)y—0, 
Da wir eine beliebige Beziehung zwifchen y und z auffiellen können, 


fo feßen wir die Geſammtheit der Glieder, in denen die ungeraden 
Botenzen von y vorkommen, gleich Null. Wir haben dadurch 


2 2 _ Pr _I . 
y 2’, zZ MM. 


Indem wir y? und y4A eliminiren, entſteht die transformirte 

Gleichung 

28 Hip + (pꝰ —Ar)22 A 0, 
in welcher fih nur gerade Potenzen von z vorfinden. Machen wir 
daher 2’ xt, fo erhalten wir die einfachere eubifche Streichung 

t? + 2ptꝰ 4 (pp - Ar)t — g?=0... (A), 
welche die redueirte beißt, und wenigſtens eine reelle, poſitive 
Wurzel befigen muß. Bezeichnen wir diefe Wurzel durch t, fo haben 


wir z=+zYVt, wo das Zeichen wilführlich if. Subſtituiren wir 
diefen Werth in xy -+z, umd in die Gleichung (1), fo fommt 


. — 2 
ı=yt+t; 27 y’=; (-1— 2 + 7) ... (2) 
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ee — —— 


Indem wir auf die entſprechenden Zeichen Rückſicht nehmen, und 
y eliminiren, finden wir endlich Ä 


=iyırıy (—-2p— 7) 
s=—iyttiV (+ 7 | 


Man löst alfo die redueirte Gleichung (A) anf, nimmt eine po⸗ 
fitive Wurzel t daraus, und ſubſtituirt folche in die Formeln (B), 
welche dann die vier Werihe von x geben werden. 


Anmerkungen. 1) Wollen wir in der reducirten Gleichung 
(A) das zweite Glied wegfchaffen, ſo fegen wir t—j(u—2p), 
wodurch wir erhalten 

u3—3u(p2+12)+12pr—2p?— 27220. 

2) Die erfie Regel sur Auföfung der Gleichungen vom vierten 
Grade gab der Italiener Bombelli; Erfinder derfelben war 
jedoch Ferrari aus Bologna. Bon den verfchiedenen Auflöfun- 
gen, welche nachher von Descartes, Euler und andern angege- 
ben worden find, rührt die hier vorgetragene im Weſentlichen 
von Pilatte ber, Profeſſor der Mathematik zu Angers. 


Beifpiele. I. Für die Gleichung 3x4 — 192° + 24x77 bat man 

p=— 2, q=12, r=— 35 die rebneirte Gleichung iſt alfo 
319124961144, 
Die eine Wurzel 1=3 gibt 
s=!y3 + YyG—2y 3), =—iV34ty (A+2Y3). 
Wegen YA+2y Dirty 3) $. 114) kommt 
s4+3y3, s=—1+3V3. 
U. Die Gleichung xA-25x°+60x-—36=0 hat zur reducirten 
t2 50 4769 t=3600. 

Nehmen wir t=9, fo haben wir x=3, 2, 1 und — 6, 

III. Für die Gleichung x!—ı +10 erbätt man 1? —At=1, wor⸗ 
ans 1=2, 114907 ...; mithin | 


x=—0, 7271360 +0, 934099Y —1, 
s— +0, 727136 4.0, 4300139y —1. 


. (B) 
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IV. Die Gleichung x’ — 5x2 —42:—40 gibt 
361216911764, Daraus 
9, endlich si, —1 und I(3 EV — 31). 


$. 122, Nähme man für ı irgend eine andere Wurzel der ro 
ducirten Gleichung, fo würde man feine verfchiedenen Werthe für x 
erbalten; man zieht die pofitive Wurzel t den beiden andern ’ und 
v// deßhalb vor, weil die Rechnung dadurch bequemer wird. Im dieß 
nachzumeifen, wollen wir die Werthe (CB) durch die drei Wurzeln der 
redneirten Gleichung ansdrüden. Man hat 


t+V +1’ =—2p, tier? 
die erſte gibt vH =— 2p—t, 
die zweite —RE * ... (3). 
Hieraus x: Yıty Gνν, 
oder =! (YeryvFyYed) 
...(40) 
ferner ebenfo s=i(-VYrtyvryen). 

Diefe Steichungen find nur gültig, fo lange q pofitiv if, Denn 
man muß bemerken, daß die redmeirte Gleichung, welche nit q, 
fondern bloß q2 enthält, der vorgelegten entfpricht. welches Zeichen 
q auch haben mag, wiewohl die Wurzeln von x für +q und —q 
verfchieden find. In den Gleichungen (B) aber, in welche man 
den Werth von q mit feinem gebörigen Zeichen zu fubflitwiren bat, 
wird diefer Umſtand die jedeömalige Befchaffenheit der gegebenen 
Größen wieder herſtellen. Dasfelbe finder jedoch in.den Gleichungen 
(4), wo q nicht vorkommt, nicht mehr flatt. Dan muß demnach 
auf das Zeichen von q in der Gleichung (3) Rückſicht nehmen, und 
Vt mit — Vt vertaufchen, wenn q negativ iſt, damit beide Glieder 
einerfei Zeichen haben, wobei die Wurzelgrößen beiderfeits das Zei. 
chen + befommen müflen. Iſt folglich q negativ, fo muß man 


y (we) o— I fegen; dadurch erhalten die Wertbe B die Form 


n 
-HyYt+yYUuryen) 


—( —V tt vv +YtV‘) (6) 


vn Di za hm Du 
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Wir bemerken nun, dag in dem einen und dem andern Falle die 
Gleichungen (4) und (5) in Bezug auf t, und v’ fummerrifch find, 
d. h. die vier nämlichen Werthe ergeben fich aus diefen Ausdrücken, 
wenn man darin die Buchſtaben gegenfeitig unter einander verwech- 
felt. Die Steichungen (A) und (5) bloß der Form nach von 
den Gleichungen (B) verfchieden, werden mithin nur 4 Wurzeln 
liefern. 


Die Formeln (4) und (5) find übrigend mehr geeignet, durch 
fie die Natur der Wurzeln näher kennen zu lernen. 


1) Wenn die redueirte Gleichung Tanter reelle Wurzeln befißt, 
fo können nur zwei Fälle flattfindenz; entweder bat fie drei pofitive, 
oder eine poſitive und zwei negative, da das Produkt derfelben t-t- 
t/—q2, mefentlich pofitiv if, Im erften Falle find Yu,Yr/yr“ reell, 
mithin find ed auch die vier Wurzeln vonx. Im zweiten Falle dagegen 
find V t/ und Vt“ imaginär, alfo auch die vier Wurzeln von x, Ge⸗ 


hört folglich die redueirte Gleichung zu dem reductibeln Fall, fo find 


die A Wurzeln reell oder imaginär, je nachdem t drei pofitive Werthe 
oder einen einzigen zuläßt. DBeifpiele hierüber finden fich im vorber- 
gehenden Paragraphen. 

Ereignet es fich indeſſen, daß 1 —=r’ if; dann werden in zwei 
Werthen von x, welche die Differenz der Wurzelausdrüde Yr, Yır-' 
enthalten, die imaginären Größen fich gegen einander aufheben, wo⸗ 
durch dann zwei Wurzeln reell umd gleich, und die beiden anderen 
imaginär ausfallen. 


2) Wenn die redueirte Gleichung nur eine reelle Wurzel t bat, 
fo wird Yr reell, weil t nothwendigerweiſe pofitiv if. Die Wurzeln 
t’ und 1’ find vonder Form a tby—i, Hieraus 

Vutyt!=yY(a+bV 1) tVYla—by —1); 
das Quadrat davon if 
(Vi tYty=22+2Y(a+bN. 

Die Teure Wurzelgröße ift offenbar reell und >a; unſer Qua⸗ 
drat bat daher zwei reelle Wertbe, nämlich einen pofitiven und einen 
negativen. Durch Ausziehung der Quadratwurzel, wodurch Yr/Y r/ 
entſteht, erhält man alfo einen reellen Ausdend Y A einerfeits, und 
einen imaginären VC—B) andrerſeits. Kehren wir au den obigen 
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Wertben von x zurüd, fo erbellet, daß die vorgelegte Gleichung zwei 
reelle und zwei imaginäre Wurzeln befist, wenn die reducirte eine 
einzige reelle ı bat. 


Anmertung Wer über das, in diefem und zum Theil auch 
in dem nächftfolgenden Kapitel Enthaltene, anderweitige Schrif- 
ten zu leſen wünfcht, den verweifen wir auf nachflchende 
Werke: 

1) Den erſten Theil von Eulers vollſtändiger Anleitung zur nie⸗ 
deren und höheren Algebra. nach der franzöfifchen Ausgabe von 
Lagrange, mit Zuſätzen und Anmerkungen von J. Ph. Grüfon. 
2 Thl. Berlin, bei Zagarde. 

2) Den zweiten Theil von Lacroig’d Anfangsgründe der Algebra; 
aus dem SFranzöfifchen überfest von E. Hahn. Berlin, bei 
Frölich. 

3) Das ſchon erwähnte treffliche Werk von Lagrauge über die 
Auflöſungen numeriſcher Gleichungen; ind Deutſche übertra- 
gen von A. L. Crelle. Berlin, bei Reimer. 


4) Theorie der algebraiſchen Gleichungen von Meier Hirſch. Er⸗ 
ſter Theil. Berlin, bei Dunker und Humblot. 


Vtertes Bapittel, 


Von den ſymmetriſchen Funktionen. 


Summe von den verſchiedenen Potenzen der Wurzeln 
einer Sleichung. 


$. 123, Eine Funktion mehrerer Größen wird eine ſymme⸗ 
trifche genannt, wenn fie hei jeder belichigen gegenfeitigen Ver⸗ 
wechslung diefer Größen genau die vorige bleibt. Dergleichen Funk⸗ 
tionen find a’+b2, Va+yb, a+b-+ sin a sin b, a2b?-+a?b?, in welchen 
feine Aenderung vorgeht, wenn man b mit a und a mit b vertanfcht. 
Die Eoefficienten der verfchiedenen Glieder einer Gleichung fx = 0 
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werden alfo ſymmetriſche Funktionen von ihren Wurzeln a, b,c. ,, 
fein ($. 31). 


Wir wollen in der Folge durch das Symbol [anf ”, .. ] 


die ſymmetriſchen Funktionen darſiellen, wovon „pP I... ein 
Glied if, und deren andere Glieder dadurch erhalten werden, dag man 
jeden Buchſtaben a, b,c... nach und nach in alle andere umändert. Die 
Summe der mten Potenzen jener Wurzeln wollen wir ferner durch 
Sm amdenten, ſo daß SmSam+bmrtce+ ,. , Ohne diefe Wurzeln zu 
kennen, laſſen fih nun die Größen S. und (2°. 7 .J welche 
ganzzahlige Werthe auch m, a,ß, >... haben mögen, durch die Coef⸗ 
fieienten p. q .. . der vorgelegten Gleichung 
fix pi tgxm 2, ,,, HxX+tu—0 
ausdrüden. Das urfprüngliche Polynom fx ik mit (x—a) (x—b) 
(s—c)..., und das derivirte fx mit 
mı"IL(m—1)px”?2+-,,.. +H=(s—-b)(xs—e),, +G—a)(x—c)... 
gleichbedeutend. Zudem das erfie durch das zweite dividirt wird, 
entſteht 
ma(n-pxr... t. 1 
xI. pa-qνy .. ‚ru — 1— a * 
Die Entwickelung von (x—a)-! J aber 
1 


x—a 














a3 
-=-+5 +3 ++... 


Wir Ändern jebt a in b,c... um, und nehmen alddann die 
Summe fämmtlicher auf diefe Weile erhaltenen Reſultate. Das 
zweite Glied unſcrer en Dean zermandet fich dadurch in 


2,4, 9,8, 


Indem wir das Ganze mit m +pxmI-gsm2r,,. multiplieiren, 
fommt mx"! -(m—1)px”2+,., +H= 





mz=I, Sxm2 + S,|xm3 + 5 ir...+ S [mtl ,„... 
tm  +pSı +pSs +pSt.ı tie 
+mg. +qSı +4Sr2 or. 

+mr +5, | ..... 





IL 8b, 18. Buch. 13 
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Der erfie Theil enthält m Glieder, während der zweite ins Un-⸗ 
endliche fortgeht; in jeder der (m+1) Linien ſteht das erſte Glied 
um eine Stelle weiter nach der Rechten als ia der unmittelbar vor⸗ 
anſtehenden Linie. Die vergleichende Zuſammenſtellung der nämlichen 
Botenzen von x im dieſem identifchen Ansdende liefert eine unendliche 
Anzahl von Gleichungen. Bei den m erften derfelben hat jede nächk- 
folgende ein Glied mehr als die nächftvorbergebende; fie find, wenn 
"man beiderfeitd mp, mg... wegläßt, folgende: 


Sıt+p=0, SstpSıt2g9=0, SstpSst+g Sıt3r—0; ... 

5 +pS-ıtgSatrSi-;t... tur... (A), 
wo v den Loefficienten von x== in fx bezeichnet, fo lange k<m 
it. Geht man über dieſe m Gleichungen Hinans, fo iſt in dem erſten 
Theil kein Glied mehr vorhanden, welches mit denen des zweiten 
Theils vergleichbar wäre, und man findet 


S+pS:—-ı+qSı2+rSı-; ...+ +uS m. =0 .... (B), 
wo die ganze Zahl I> oder =m if. Man bat ferner 


Sp—ı'+b° ..o.—M, 


$, 124. Die oben mitgetheilten Formeln rühren von Newton 
ber, und laſſen fih, wie folgt, gebrauchen. 


Die erſte gibt Sı=—p; die zweite nach Einführung des Werthes 
von S,, beftimmt Sa; hierauf befommt man den Werth von Ss n.f. f. 
Im Allgemeinen führt der Ausdruck von Sı zur folgenden Regel: Um 
irgend ein Glied Sı zu erhalten, ſchreibe man unter die m Blieder, 
welche in der Reihe der S dem zu berechnenden Sı unmittelbar vor- 
bergeben,, die Eoefficienten von fx in umgekehrter Ordnung und 
mit entgegengefeuten Zeichen ; multiplieire alsdann je zwei unterein- 
ander befindliche Glieder, und addire die auf diefe Weile gefunde- 
nen Refultate. Die Darftellung wäre biernach: 


Sı.m/ Sim-ı)7 Sı-m-2) » « +« Sı3 , I, Sı-ı 
— u, —t, —$ —-7Y,4, —P 


Es iſt alſo Teicht, die Summe aller ganzen Potenzen der WBur- 
zeln einer Gleichung zu finden, ohne die Wurzeln ſelbſt zu Fennen. 

Wenden wir unfern Satz auf x=—1=0 an, fo baden wir Sı= 
9-5 ,.. 0, mm =,.. m, was fchon früher gefunden 
wurde ($, 109), | 
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Handelte es fich um negative Potenzen der Wurzeln, fo würde 
man x mit > vertaufchen, und unfere Formeln auf die transformirte 
Gleichung in y anwenden, um die verlangten Summen zu erbalten. 


Anmerfungen. 1) Wil man die Summe von den Potenzen 
der Wurzeln unmittelbar durch die Coefſicienten der gegebenen 
Gleichung ausdrüden, fo erbält man nach und nach aus (A): 

Sı= - p; S=p’—2g; S=—p?+3pg—3r; 
S=p?—Ap’q+2g?+Apr—As; m. f. w. 
2) Die für die Summe der negativen Potenzen gefundenen Glei⸗ 
chungen find: 


t t 8 
S_ı+ =; S_.+ T 82142 m. 


Beiſpiele. J. Für die Gleichung “a —3x2+2x—1—0 if p=—3, 
q=2, 1=—13;5 die Faktoren find demnach 1,—2 und 3. Man findet 
zuvörderfi So—=3, Sı=3, Sı=5. Die Reihe der S wird weiter fort. 
gefegt , indem jedes Glied aus dem Produkt der drei nächſt vorber- 
gehenden, beziehungsmweife mit 1, — 2 und 3 multiplicirt, gebilder wird. 

Hiernach ſteht folgende Reihe der S: 

3,3, 5, 12,29, 68, 158, 367, 853, 1983, 4610, 10717, 24914, 579180. f. 


II, Für die Gleichung x?—3x?+12x=4 find 4, — 12 und 3 die 
Faktoren. Dan erhält für die S die Reihe: 
3, 3, — 16, —69,—15, 723, 2073, —2517, —29535 . . » 


II. In der Gleichung 2x5 find 5, 2 und o die Multipfi- 
eatoren. Man findet für die S die Reihe: 

3, 0,4,15,8, 50,91, 140,432... . 

IV. Um die Summe der negativen Potenzen der Wurzeln von 
x3—3x?+2x>=1 zu finden, fuche man vorerft die Faktoren der trans. 
formirten Gleichung; diefelben find 1,— 3 und 2. Die Summen der 
negativen Potenzen bilden biernach die Reihe 

3, 2, —2, —7, —6, 1,25, 23, —22, —88 .. . 


6. 125. Wir wollen nun jede ſymmetriſche FZunftion [a"nf? ...] 
vermittelt der Größen Sy, Sa, 83 . . . darzuftellen fuchen, wobei n 
die Anzahl der in jedem Gliede vorfommenden Wurzeln it. Die frag⸗ 
liche Funftion wird gefunden, wenn man diem Buchllaben a,b, c.... 

13 * 
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auf alle mögliche Weifen zu je n permutirt, und dem erſten Buchflaben 
den Erponenten a, dem zweiten den Erponenten 4, nm. f. f. gibt. 
Die Anzahl dieſer Glieder it daher [mPn]=m(m—1)(m—2) ... . 
(m—n+1). Wären indeffen zwei Erponenten a, ß, einander gleich, 
fo würde die Anzahl der Glieder nur die Hälfte von den durch Die 
Formel ansgedrüdten betragen; die wirkliche Anzahl würde nur den 
Gten Theil davon ausmachen, wenn drei Erponenten gleich wären. 


Um den Werth vonla*of ] zu erhalten, bei welchem Ausdrucke 
in den Gliedern nur zwei von den m Wurzeln vorfommen, multipli- 
eiren wir 

Sa +be+c®. .r+ durch Se— ad + ,P +. 

Erfcheint in den Partialfaktoren die nämliche Wurzel, fo ift das 
Bartiafproduft von der Form „ar? ‚ fonft hat dasfelbe die Gehalt 
a“, Das Reſultat wird folglich Sarg+la”b" J fein, woraus 


[HP] =s.xsE—S.4B- .r (C), 
Multipliziren wir die lebt gefundene Gleichung mit S, ‚, fo wird 
man baben 
— 8808, -3u40%5,, 
Im erften Theile diefer Gleichung wird das Partialproduft, wen 
die Bartialfaftoren Leine gemeinfchaftliche Wurzel befigen, von der 
Form, a'bP ſein; die Summe von dergleichen Refultaten bilden 


die Funktion [.°,® eꝰ J, deren Werth wir beſtimmen wollen. Ha⸗ 
ben dagegen die Partialfaktoren eine gemeinfchaftliche Wurzel, fo if 


„tr pP oder uPtr die Form eines folchen Gliedes, je nachdem 
diefe Wurzel als erfter oder zweiter Faktor erfcheint. Die in dem erften 
Theile unferer Gleichung vorkommenden fommetrifchen Funktionen 
laſſen fich nach der Formel (C) ordnungsmeife durch folgende Aus⸗ 
drüde darfiellen: 


Dar sry, SoSe +r ar ktr. 
Hieraus ergibt fich 
[a®bP c/]=$, 59-5, — Sa+ß"Sy a4 ySg- 


Sp+r"Sot23arß+y +: : (D). 
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Das Verfahren, deffen wir und zur Entdeckung der beiden vor- 
bergebenden Gleichungen bedienten, if Feicht zu begreifen, und ganz 
allgemein; und man fann, wenn mit der Multiplikation fo weiter 
fortgefahren wird, für jede fummetrifche Funktion von der Form 


LH ra®.. .J eine Formel finden, Man if alfo jederzeit im Stande, 
dergleichen fnmmetrifche Funktionen durch die bloßen Coefficienten 
der gegebenen Gleichungen anszudrüden, weil fih die Potenzſummen 
81 83 . . . vermitteli jener Soeffieienten, wie bier oben gezeigt wor- 
den, dardellen laſſen. 

Die gebrochenen fummetrifchen Funktionen erfordern feine bes 
fondere Betrachtung ; denn fie geben, nachdem fie auf einerlei Nen- 
ner gebracht worden, einen Bruch, deffen beide Glicder ganze und 
ſymmetriſche Funktionen find. Go 5. 3. führt die Funktion 

a a h a c b c a2b 
—15 a ea ee UT an 
Anmertungen. 1) Die Wurzelegponenten a, 8... . in den 
Formeln (C) und (CD) können übrigens fomohl poſitiv als 
negativ fein. Für = negativ bat man 
LAS _XSE—Sg_e. 
Für @ und B zugleich negativ bat man 
LAS _.xS_g-5_ 8, 
Es laſſen ſich mithin die Werthe der Ausdrüde von der Form 





a c & 
trat gr er m 
a c 

1 1 1 1 
ru ia ur: wrrülssllar-ur da uber ar 
ap? „en —8 uf? 


aus den Eoefficienten der Gleichung beſtimmen, obne die Wur- 
zen a, b,c ... zu kennen, indem die Summen der Potenzen 
für negative Exponenten gleichfalls durch jene Coefficienten 
dargeftellt werden können. 

2) Sind die Wurzelegponenten a, B... . in den Formeln (C) und 
(D) nicht alle von einander verfchieden, fo müflen die For⸗ 
meln eine Modification erleiden. Iſt nämlich «—=Pß, in (C), 


fo werden inla%p] je zwei Glieder wie „er? umd n*,P ein. 
ander gleich. Dadurch entitcht 
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[.,]- Se. 52 j 
2 


Ebernſo erhilı mau ans (D), wenn iũ- 


[ ee] Sz 35 uDat253x 

2-3 
jedes Slied Tanz ſechsnal wickerkolt vorlommt. Ucherbunpt 
wird in dem Eummenaustrad abe... maur Bard- 
exponenten Barin einander gleich ünd, jcdes Glied fo oft wie⸗ 
derholt, als Ach r Grösen vericken Sanen, nämlich 1.2...(r—1) 
xrmal, weshalb Dicfe Funktion den Zafıor 1.2 ..... (r—i)r 
erhält. 





‚wech im [rc] 


Numeriſche Auflöiung der Bleihungen. 


4. 126. Bir wollen jetzt zu einigen Anwendungen der vorber- 
schenden allgemeinen Brincipien fchreiten. 

Fe größer a in Bezug anf die übrigen Barzela b, c,d.... 
it, deſto mehr ſtrebt Sı dem Gliede ar und S._ı dem Bliede ar-ı 
gleich zu werden, wobei übrigens dieſe Summen S als befannt anzu- 
feben find. Hat man daber die Reihe der Zahlen Sy, Sv 5. . - 
gebildet, fo wird der Quotient aus jedem Blicde derſelben durch Das 
ihm vorbergebende, der oberfien Wurzel defio näher kommen, ie böber 
der Wurzelexponent k if. 


Ebenfo wirb der Quotient u dem Werthe der unterſten 


Wurzel in dem Maß näher rücken, als dieſe Glieder ſich von dem 
Aufange der Reihe entfernen. 

Durch die imaginären Wurzeln kann dieſer Satz Übrigens eine Modi- 
fieation erleiden. Es fei nämlich so t+Ay —1. Eeken wir «=I.cas GC 
A=A sin y, was ſtets erlaubt if; fo baden wir !?=a:+ß!, 


lang 9 = 2, aus welchen Gleichungen fich % und der Bogen 9 in 


allen Fällen beftimmen laſſen. Hiernach bat man 
x—\(cus g+ sin YV —1), woraus 
(utpy 1) ak (cos kp+ sin key —1). (5. 110). 
Unfere zwei angenommenen imaginären Wurzelwerthe bringen 
demnach in 5. das Glied 2I* cos ko mit fich; woraus hervorgeht, 


In Tv pn 
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daß A oder Vla+B2) Eleiner als die größte Wurzel a fein muß, 

wenn der oben erwähnte Lehrſatz auch bier feine Anwendung finden fol. 

Für das erfie Beifpiel im $. 124, bat man Sıs=57918, 813 =24914 
57918 


der Quotient PITCE Mama 2,3247177 if ein Näherungswertb von x. 


$. 127. Wir wollen nun die Gleichung der quadrirten Differenzen 
F2=ze + Pzu-1+ Qz7?,..+10=0 
auffuchen, in welcher P,Q,... U die zu beftimmenden Eoefficienten 
find. Wir haben 
(x—a)! — xl — laut 4 Aarıl2 _ Aadıl3 ,,., tal, 
(—b)! = x! — Ib - Ab — A’ 3, ,, tb, 
Geo x — lach _,.,.......zizemff 


In diefen Gleichungen, deren Zahl ſich auf m beläuft, find 1, 
A’, A”... die Binomialevefficienten für die Ite Potenz. Durch Ad⸗ 
dition verwandelt fich der zweite Theil in . 
ml — IST + ASt? — A'Ssıt3 ,.. + $ı. 
Aendern wir nach und nach x in a, b,c... um, fo fommt 
(a—bjl! +Ha—c)! ,..=mal — IS. .,... +89 
(ba)! Hb-c)!...=mb! — IS br +... ts ſ. f. 


Indem wir alle diefe Gleichungen zu einander addiren, ftellt 
der erfte Theil des Reſultates die Summe der Iten Potenzen der Dif- 
ferenzen aus je zwei Wurzeln dar, während der zweite Theil in 


mSı — IS, SI! + A'S,Si-- — A"’S3S1-3 + 0. + mSı 
übergeht. 


Wenn l ungerade ift, fo läßt fich ans diefer Formel nichts ber- 
Iciten; denn im erftien Theil find dann die Differenzen je zwei ein- 
ander gleich und mit entgegengefeuten Zeichen bebaftet, weßhalb 
ihre Iten Potenzen fich gegenfeitig aufheben. Der zweite Theil, 
deffen gleichweit von den äußerſten entfernte Glieder einerlei Coef- 
fieienten und Wurzelerponenten haben, und übertieß mit virfchie- 
denen Vorzeichen verfeben find, redueirt fich offenbar auf Null. Iſt 
aber I gerade, fo find die Größen (—b)!, (b—a)!. . „je zwei ein- 
ander gleich, und jedes Glied kommt im erfien Theil zweimal vor; 
dabei find die Glieder des zweiten Theils ebenfalls je zwei einander 
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gleich, und mit einerlei Zeichen bebaftet, weßhalb auch bier jedes 
Glieb doppelt erfcheint, mit Ausnahme des mittlern, was nur einmal 
vorkommt. Nehmen wir mitbin auf beiden Seiten die Hälfte, fo 
finder fich jedes Glied nur einmal vor, wobei nicht zu vergeffen iſt, 
das mittlere auf feine Hälfte zu reduciren. Indem wir alfo einer- 
ſeits 121 feßen, verwandelt fich der erfle Theil in die Summe der 
2iten Botenzen von den Differenzen der Wurzeln, oder in dic der 
iten Potenzen der Quadrate diefer Differenzen, weiche Summe wir 
durch ſi bezeichnen wollen. Andrerfeitd fommen außer den Potenz- 
fummen der Wurzeln noch die Binomialevefficienten für den Expo⸗ 
nenten 2i sum Vorſchein. 

Hiernach ſteht ($. 3): 

fi—=m$S,;—2iS; S;-1+ A’SsS(ai.)—A"SsS(ai-3) .. 
+4 za Ne. * (i+1) (8%... (0. 

Die Zahlenwerthe der Coefficienten 2i, AA”, . . . finden fich in 
der 2iten Linie der im $. 3 angegebenen Tabelle; man bält bei dem 
mittleren Gliede inne, von dem die Hälfte zu nehmen if. Diefe 
Saftoren find für 

mi , . . 4 1 

m=2 ...%4 4 3 

3... dh 6,145, 10 

4 ,„. 0. 1 8, 28, 56, 35 

im5 .„ .„. 1,10, 45, 120, 210, 126 

6 . . , 1, 12, 66, 220, 495, 792, 462, u. ſ. f. 

Hieraus Teitet man ab: 

{=mS,; —(S,)?; ß=mS,—45,S3+3(83)?5 
fs=mS; —65,5; + 15835, —10 (S3)?; 
f,=mS; —8 SS °...+ 35($,)?; 
f,—=mS,9, —10SıS9 ... —126(S;)?; 
fe=mSy3—12S Su ... +462($,)?. 

Hat man alfo zuvörderſt die Reihe Sy, Sy, Sa... berechnet, fo 
kann man mit Hülfe der Gleichung (N) die Summe fi der iten Po- 
tenzen von den Wurzeln der Gleichung der quabrirten Differenzen 
finden; aus den Formeln (A) des Paragraphen 123 laſſen fich bier- 
auf die Coefficienten P, ... der gefuchten Gleichung F20 be- 
flimmen. Dan findet fo 
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p⸗-ſa/ Q=— (Pl, +1), R=— H(QU +PG+Hß3), u. ſ. f. 
Da man fo viele Sfeichungen haben muß, als in der Gleichung 
Fz=0 unbelannte Coefficienten P, Q... ꝓorkommen, alfo nn 1), 


fo muß man in der Entwidelung von Sı, Sy Sy... . Bid Scan 
geben. Für die Gleichung a» +qgx+1=0 find die So, Sı . . . der 
Ordnung wach: 

3, 0, — 2q, — Ir, 2q2, 5qr, — 248, + 3725 woraus 

f=—6g, 6184 = —- 669? —81r?, ferner 

P=6q, 0=9q%, R=27r?4+Aq8, 

Die Gleichung der quadrirten Differenzen für die Gleichung vom 

dritten Grade iſt daher: 


2°+6q2’+49g’z+27r2+4q?=0. 


Anmerkung. Sollen die Wurzeln der urfprünglichen Gleichung 
fämmtlich reell werden, fo darf die Sfeichung der quadrirten 
Differenzen nur Zeichenwechfel darbieten; mithin muß'P = 6y, 
deögleihen Q27r’+44? negativ fein, d. h. Aqd>27r?, was 
mit dem im Baragrapben 119 Gefagten ganz übereintimmt. 


Gleichungen des zweiten, dritten und vierten Örades. 


$. 128, Aus der Gleichung x?+px+q=0, ohne deren Wurzeln 
a und b zu fennen, die Funktion z=a-+mb, mo m eine willführliche 
Zahl darftellt, zu beſtimmen. Da a+b=— p if, fo werden dieſe 
beiden Bleichungen a und b geben, wenn man z gefunden bat. 
Man kann aber jenen Werth von atmb nicht auffinden, ohne den 
von b-+ma mit zu erhalten. Hieraus folgt, daB z durch diefe andere 
Gfeichung vom zweiten Grad 


[z—-(a+mb)][z—(b-+ma)!=0 
gegeben fein wird. Da hiernach z nothwendigerweiſe von einer Glei⸗ 
chung des zweiten Grades abhängt, fo wollen mir wenigftend dieſe 
Gleichung auf eine zweigliederige zu bringen fuchen. tm vielen 
Vorſatz auszuführen, feben wir m=—1. Dadurch entfieht 
22=(a—b)?=a?—2ab + b2-S,—2q. 
Nun iſt 8-2q, folglich 
z=a—b=+y (p?—äg). 
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Ans diefer letzteren Gleichung und der folgenden atb=—p er- 
geben fich endlich die beiden Wurzeln a und b. 


6, 129, Es feien a, b, c die Wurzeln der Gleichung 
+ pıt+q=0 

Wir wollen die Funktion z=a+mb-+ne beſtimmen, obne die Wur⸗ 
zeln jener Gleichung zu fennen. Unſere Funktion bietet ſechs ver- 
fhiedene Verfeßungen dar, went m und n willführlich bleiben. Da 
man nun Leinen diefer Werthe von z finden fann, obne die fünf übri- 
gen zugleich damit zu beſtimmen; fo muß z die Wurzel einer Glei⸗ 
hung vom fechäten Grade fein. Unter den vorgefchriebenen Bedin- 
gungen wird man ed daber nicht dabin bringen, z cher ald x zu 
erhalten, Nehmen wir indeffen an, daß m und n ſolche Wertbe be 
fommen, damit unfere Oleichung in z nach Art der Sleichungen vom 
zweiten Grade auflösbar fei, demnach die Form z°+Az?-+B=0 babe; 
fo werden fich Bald die Werthe von z, und bierauf die von x beſtim⸗ 
men laſſen. In der That fest man 23=u, fo fommt 

um—!A +V(!A!-B)=3.,.(i). 

Macht man zur Abkürzung z2=>—zA+Y(}aA2+B) und ZU — 
3A— Y (34% —B), bezeichnen ferner 1, a, «@? die drei Cubilwurzela 
der Einheit; fo werden die ſechs Wertbe von z aus dem Trinom 
a+mb-+-nc entfpringen, wenn man darin die Wurzeln a, b, c unter 
einander verſetzt. Wir machen 

z=a+mb+tnc| z’/=a+nb+me.... (2). 
az’—=b+nc+na | &z’'—=b+nc+ma 
az’ —c+#ma+nb | « zZ/=c+na+mb, 

Fu diefen Ausdrücken if jeder der gedachten Buchſtaben a, b, c 
um eine Stelle weiter nach der Linken bin, und der erfte in die letzte 
Stelle gefchrieben worden. Wir hätten alfo die willkührlichen Coef⸗ 
fieienten m und n in der Art zu beftimmen, daß diefen ſechs Glei⸗ 
chungen Genüge geſchähe. Muttipliciren wir az’ durch a?, ſo ent- 
ſteht, weil « 15 

z’—=a’b+ma’c+na2s=a+mb+nc. 

Die Identität erfordert, daß die Eoeffietenten von a, b, c bezüg⸗ 
lich einander gleich find, d. h. «’=m, ma’=n, na’=1;5 folglich mol, 
n=o, Die Werthe von z/ und 2 find daher 

z=ı+ac+a:b, z/=a+ob+alc,.,. (3). 
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»Indem wir alfo m=aa,n=a nehmen , wird unfer Trinom ſechs 
MWertbe erhalten, deren Cubus nur zwei verfchiedene Größen z’?, 23 
bifdet; denn multivficiren wir die Bleichungen (3) mit « und «‘, 
fo fommen die ſechs Gleichungen (2) zum Borfchein , deren erfte 
Theile offenbar nur z’® und z’'? zum Cubus haben. Hiermit wäre 
alfo ermwielen, daß die 6 Wertbe von z die Wurzeln einer Gleichung 
von der Form z6+Az2+B—0 find, oder 

(z8—2'3)(23—2118) 26 (284 2118)28 + z/8z/18Q, 

Es bieibt jetzt noch übrig, A und B zu beffimmen, nämlich 
A=—(z'3+2z8), B=(z'z'')3 ; 
denn find A und Beinmal vermittelft der Eocffictenten p und q aus- 
gedrüdt, fo gibt die Gleichung (1) die Wertbe von z?, deren Eu- 
bifwurzeln 2“ und z’’ man zu finden weiß. Mit Hülfe der Gleichun⸗ 
gen (3) laſſen fich hierauf a, b, c beſtimmen, wie wir nunmehr zei- 
gen wollen. 

Bilden wir nämlich den Cubus von z=atac+tu:tb, und ſetzen 
1 ftatt od, fobald wir dasfelbe antreffen ; fo finden wir 

z3ZS,+6abce+3a(adc+b?a+e?b)+3a%(a?b-+-c’a+b2c). 

Indem wir im letztern Ausdruck b mit c vertaufchen, erbalten 
wir 2/2, Durch Addition diefer beiden Reſultate entficht: 

—A-25,— 129 4 3004a—E ö—12q, 
wenn man erwägt, daß abe——q, Sı=0, a+a’=—-1, [a?b])=8,5.—S; 
nach Formel (C) ($,125) ift. Erinnert man fich weiter, daß Ss=—3q 35 
fo fommt A=27q. 

Ferner iſt 2/2’ =S3+(a+a2)[ab)=—3p, wenn man berüdfichtigt, 
daß SS=—2p , [abFp, ata’=—1; der Cubus von B ift demnach) 
=_—27p?,. Folglich 

27: ty Gq?—5 pP. 
Da bier die Faktoren von 27 die Wurzeln t‘ und t“ der Gleichung 
t?’+qt—(ip)? find, fo hat man z3=27t. Climiniren wir a, b, c zwi⸗ 
fchen den Sleichungen (3), und der folgenden a+b+c=0, welche von 
dem fehlenden zweiten Gliede der vorgelegten Gleichung berrührt; 
fo haben wir 


337! + z/1, 3b>az'+a’z!!, 3——adz! +azl, 
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Subftituiren wir endlich flatt z’/ und z’’ ihre Werbe z fund 
syw; fo finden wir die in $. 116 gegebenen Formeln wicher. 


$. 130. Um die Gleichung x’+px?+gxtr=0 aufzulöfen, wollen 
wir die Werthe der Funktion z von der Form z=a+lb+me+tnd zu 
bilden fuchen. In einer folchen Funktion laſſen fih die Buchflaben 
a, b, c, d auf 24 Arten permutiren, fie wird folglich von einer 
Gleichung vom vierundsmanzigiien Grad abhängen. 

Dagegen liefert die Funktion z>a+b+m(c+d) tur 6 Verſetzun⸗ 
gen, wovon je zwei ſich nur dem Zeichen nach unterſcheiden, wenn 
m——1 iſt, fo daß die Gleichung, von welcher die Wurzeln z=a+b— 
c—d abhängen, vom fechsten Grade, und zwar von der Form 2°+ 
Az!+Bz?+C=0 fein wird, in der nur gerade Potenzen vorlommen, 
mithin die 6 Wertbe nur drei verfchiedene Quadrate ausmachen. 
Segen wir z°=t, fo erhalten wir eine Gleichung vom dritten Grade, 
aus der wir vorerft t, hierauf z uud endlich x beſtimmen. Nun if 

(a+b—c—-d)?>=(a+b+d+c)?—Alactad-+bce+bd), 

Erwägt man, dab a+b-+c-+d=O, weil in der vorgelegten Glei⸗ 
chung das zweite Glied fehlt, addirt und fubtrabirt man überdem 
4(ab+cd) in dem zweiten Theil; fo folgt 

(a+b—c—4)=—4[ab]-+4(ab-+c4). 

Dan finder auf eben die Art, wenn man berücfichtigt, daß [ab =Pp- 
(a+c—b—4)=—4p+4(ac+bd), 
(a+d—c—b)2=—-4Ap+4(ad+bc), 

Wir bätten hiermit die Werthe unferer drei Quadrate z? ge- 
bildet. Um die Rechnung mit Leichtigfeit ausführen zu fönnen, wol- 
len wir u=z2?-+-p als Unbelannte wählen, mas folgende Wertbe 
für u geben wird 


ab-+-cd, ac--bd, ad-+-bec, 
und die Gleichung aufflellen, von welcher diefelben abhängen. Zieht 
man in Erwägung, daß 
Sı=0, S=—2p, S=—3gq, Sı=2p’—Ar, 
S>=5pg, S=—2p?-H-6pr+3q?; 
fo findet man nach der Formel (D) ($, 125), wenn gehöriger Weife 
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mit 2 oder 6 dividirt wird, weil die Wurzeleeponenten wiederholt 
vorkommen: 
1) Den Eoeffieienten des zweiten Gliedes der Gleichung in u, 
— [ab]=p; 
2) Den Coefficienten des dritten Gliedes 
—[a’be]=S,—i$S2’——4r; 
3) Das leute Glied in der Gleichung in u 
—abedxSs+ [a?b?e?] =rS,+ z S?—i S,S2 + 3 Se =—Apr+ q3. 
Die gefuchte Gleichung wird folglich fein 
u®—pu2--Aru+ dpr— g2==0, 
Gebt man 322+p flatt u, fo kommt 
z6_+-8p2+-+162?(p?’—Ar)—6Aq2—=0, 
Sind einmal die drei Werthe von 2? und ihre Quadratwurzeln 
+ (z,z’ und 2’) bekannt, fo muß man a,b, c ‚d aus folgenden Glei⸗ 
chungen beflimmen: 
—S ,=a-+b+c-+d=0, a+c—b—d=z', 
a-+-b—c—d=z, a--d—b - cz", 
Diele Gteichungen zu zwei und zwei addirt, geben 
a-+-b=!z, a+c—=!z', a+d=iz', deren Summe a} (z+2'+2) If; 
bierauf erbäft man b, c und d. Da z, z/, 2“ mit dem Zeichen E 
bebafter find, fo findet man 8 Wurzeln flatt A. Diefe Zmweidentig- 
Feit rührt daher, daß die Gleichung in z nur das Quadrat von q 
entbält. Die gefundenen Wurzeln müffen aber beiden Fällen, näm- 
lich ſowohl dem, wo q negativ if, ald dem, mo q pofitiv iſt, Genüge 
thun; es werden mithin unfere acht Werthe zuſammengenommen die 
Wurzeln folgender zwei Gleichungen | 
x - px? + gx-H1r=0, X -H-pr?—gi-+-r=0 
fein, welche nur binfichtlich des Zeichens von q verfchieden find. 
Multiplicirt man die drei obenſtehenden Gleichungen miteinander, 
fo fommt, wenn man fich erinnert, daß —a=b-+e +d: 
172 2 = ad +-a2(b-+c-+d) +[abe]=—g, 
woraus zu erſehen ift, dab das Zeichen des Produftes z, 2’, 2 dem 
von q entgegengefeßt fein muß. Hiernach ergeben fich folgende zwei 
Syſteme: 
für q poſitiv, (2 +2’ +2) und 4{—ztz'tz'); 
für q negativ, —=4z tz +2") und s(—z+z' 42"), 
mas mit dem im $. 121 Gefagten vollfommen übereinftimmt. 


Li 
» 
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Elimination zwiſchen zwei Sleichungen. 


$, 131. Es feien Z=0, oder km-pxımI_ı .... Fu, und 
T=0, derk par .... +u=0 


zwei Gleichungen zwifchen x und y, wo die Eoefficienten p, q, p’, q/ ... 
lauter rationale ganze Funktionen von y find. Stellt man. fich die 
zweite Gleichung in Bezug auf x aufgelöst vor, nämlich x=a, b, c...; 
fo fann man diefe Werthe, welche Funktionen von y find, in Z=O 
fubfituiren, woraus dann ebenſoviele, bloß y enthaltende Gleichun⸗ 
gen A=0, B=0, C=0, . . . entſtehen. Iſt die erfte derfelben auf. 
gelöst, fo werden die Werthe a, a’,a', . . . in x=a eingeführt, 
die entfprechenden Wertbe 8, 8’, B’' .. * von x beſtimmen; bieraus 
ergeben fich dann die zuſammengehörigen Baare (a, BI, (a, B) ... » 
weiche Z und T gleichzeitig zum Verſchwinden bringen. Dasfelbe 
‚gilt fürB=0 und x—=b, C=9 und x=c, u. f. m. 

Alle diefe befonderen Gleichungen müffen in der Endgleichung 
zugleich begriffen fein, was dadurch gefchicht, daß man das Produft 
derfelben gleich Null ſetzt. Es handelt fih nur darum, das Reful- 
tat ABC... . darzuftellen. Da nun das fragliche Produkt fich nicht 
ändern darf, wenn man a mit b, c. . . vertauſcht; fo werden die 
Eoeffieienten fnmmetrifche Funktionen von dieſen Buchſtaben fein, 
welche als Wurzelwerthe der in Rückſicht auf x aufgelösten Gleichung 
10 zu betrachten find. Jene Coefficienten laſſen fich daher durch 
die aus TO bergeleiteten Größen Sy, Sa, Ss . . . ausdrüden, d. h. 
durch die Eoeffictenten von T, in denen nur y vorkommt. Auf folche 
Weile wäre das Produft zuvörderft von x, bierauf von a, b,c... 
befreit worden , mithin entbielte ed nur noch die Unbefannte y. 

Um alfo die geiuchte Finalgleichung zu erhalten, fubftituire man 
nach und nach ftatt x in Z=0O die Buchſtaben a, b, c. . ., deren An- 
zahl n gleich dem Grade von x in T iſt; Hierauf multiplicire man 
die fo entilandenen Polynome mit einander, die Coefſicienten des 
Produktes werden dann lauter ſymmetriſche Funktionen von a, b. c... 
fein; man leite ferner aus TO die Werthe von Sı, Ss... ty 
ab, und drüde endlich gedachte fummetrifche Funktionen vermittelf 
jener gefundenen Größen Sı, Sp Sa. . . aus. 

Beifpiele. 1. Es feien xy —3x +1=0, x’(r-—-1) + x—2=0. 
Dan erhält vorerft (ady—3a+1)(by—3b+1)=0, oder 

a3b3y?+yS3—3abyS3+9ab— 35, +10. 
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Die zweite der vorgelegten Gleichungen gibt und aber 


=, = 27, = —— 


woraus wir die nämlichen Finalgleichungen, wie in $. 56 finden. 


II. Es feien die beiden Sleichungen 
S--px-+g9>=0, 22--p/s-q/=0. 
Man mache zuerfi das Produft der beiden Gleichungen 
a’--pa-+q=0 und b’-+-pb-+g=0. 
dasfelbe wird fein 
a’b’-+-pab(a-+b)-+p?ab-+q(a?-+b2)--pq(a+-b)-+g2=0, 
Nun iſt ab=q/, a-+-b=—p/, a? + b’—Sg=p/2—2q'. 
Daber das obige Refultat, wenn man diefe Wertbe einführr, 
(g—9)2+(pg’—p/’D(p—p/)=0, wie in}. 53. 


Anmertung Die Aufgabe aus zwei Sleichungen mit zwei 
Unbekannten x und v eine derfelben zu eliminiren, wäre bier. 
nach, ohne Einführung von etwas Fremdartigem, vollftändig 
gelöst. Die Rechnung bat jedoch viel Langwieriges; bin 8 s“ 
bört namentlich die Entwicklung des Produktes A-B-C . 
und feine Reduktion auf Summenausdrücke. 


$. 132, Es fei m der Brad der Gleichung Z=0, d. h. die größte 
Summe der Erponenten von x und y in den einzelnen Sliedern der. 
ferben, y wird mithin in dem Coefficienten p von x! nicht den erften 
Grad, im Eoefficienten q von x? nicht den zweiten Grad überſtei⸗ 
gen, u. f. w.; ebenfo fei n der Grad der Gleichung T=0O, Wir wol- 
len num zeigen, daß fich der Grad der Finalgleichung nicht über dad Pro. 
daft mn der Örade der vorgelegten Gleichungen erfircden kann. Wenn 
man nämlich die Gleichungen, weiche die Wertbe von Sı, Sa, Sg... 
beftimmen, näher unterfucht; fo ſieht man auf der Stelle, daß S, 
in Bezug auf y nur vom erften Grade, Sa bloß vom zweiten, 25, 


u. ſ. w. fein kann. Andrerſeits if in einem Gliede yi [a*b°c?.. .].des 
Produktes A-B-C .. . der Grad iHau--B-+r.. . böchftend = mn, 
weil jeded Glied von A böchfiens vom mten Grade if, und die An- 
zahl der Faktoren von A, B, C... fih auf n beläuft, Ueberdem 
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folgt aus den Formeln des $. 125, vermittelt welcher die ſymmetri⸗ 

ſchen Funktionen ſich darſtellen laffen, daß der Exponent von yin 


dem Ausdeudela'b"? ...] die Zahl at+ß+y. . nicht über- 
fteigen fan. Gedachtes Btied bat alfo Feine höhere Boten; von y 
als „wn. Das von irgend einem Gliede Erwieſene gilt für jedes 
Glied insbefondere, mithin kann in der Endgleichung feine böbere 
Potenz von y, ald’ die mote vorkommen. 





— 


Füntftes Rapitel. 


Bon den Kettenbrüchen. 


Entfiehung und Eigenfchaften derfelben. 


4. 133. Um der Wurzel einer Gleichung fo näher zu kommen, fei 
y die unmittelbar Fleinere ganze Zahl die jener Wurzel zunächft liegt, 


und x’ eine neue Unbekannte >1, in der Art, dab s—y+ —, Aus der 


Subſtitution dieſes Werthes in die vorgelegte Gleichung fx—o ergibt 
fih die transformirte Fx/—0. Es fei y’ abermals diejenige ganze 
kleinere Zahl, welche der Wurzel x’ am nächſten liegt, fo daß x/=y’ 


1 1 
+. Herner fei x’ —yl'4+ ar m. w., wo x’, X, at. 


die Einheit übertreffen. Auf folche Weile entfichen die folgenden 


Gleichungen (A), und der Werth von x unter der Form (CB), welcher 
ein Kertenbruch genannt wird. 


x =y + x=r+ Eu 1 (B) 
tr a 

IV 
voyl+ nl (A) I yw x, 


1 
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Die Ganzen yı y, yı yo... find die Glieder des Kettenbruches, 
welchen wir, der Kürze halber, durch) 
way, yıylı oe. 
bezeichnen wollen, 
Die Verwandlung eines Kertenbruches in einen gewöhnlichen 
gebt folgendermaßen vor fich. Um dieß deutlicher zu machen, fei das 
Beifpiel : 


xı==2, 1, 3) 2, 4i= 2+— 


Man nehme zuvörderſt den am Ende befindlichen Theil 2+ 3 und 
reducire ihn auf 3. Der Werth von x verwandelt fich bieranf, weil 
die Einheit durch dividirt, 5 gibt, in 


24 
— 4 
9 
Ehenfo bat man 3+3—= 5, ferner 1: y= 75 woraus ı=2+ —— 


wer 
mas mit 2 +1:23=2+3% gleichbedeutend iſt: endlich — . Der 
Bang diefer Nechnung iſt offenbar derfelbe wie der im $. 30 der Arith⸗ 
metif eingefchlagene, um den gemeinfchaftiichen Theiler zweier Zahlen 
zu finden. In den nachfiebenden Beiſpielen enthält die erſte Linie die 
Glieder des Kettenbruches, und die Operation gefchiebt wie folgt: Man 
multiplicire jedes Glied mit der darunter befindlichen Zahl, und addire 
zu dem Produkte diejenige, welche auf der rechten Seite dieſer Tch- 
tern ſteht, zu deren Linten dann die fo gefundene Summe angelchrie- 
ben wird. Hternach ſteht die Rechnung: 
= 2, 4, 3, 2, 4 x 3, 2, 4, 1, 3, 2, 4 
111,40, 31, 9, 4, i 617, 182, 74, 40, 31, 9 4, 1. 
Man bat daher einerfeits x='7, und andererfeitd x. 
Wenn der Kertenbruch fich ins Unendliche erfiredt, fo bleibt 
man bei einem feiner Glieder Reben, indem man alle darauf folgen- 
den vernachläßigt: anf diefe Weife erhält man nur einen Näherungs⸗ 
wertb von x. Läßt man z. B. xIV in den Gleichungen (A) weg, in⸗ 
dem man er ſetzt; fo iſt x’ u Hein genommen, mithin 


uyly TR, groß geworden: feinerfeits wird x’/ wieder dadurch 
I. 8). 16 Buch. 14 
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zu Kein u. f. f. Weberbanpt erhält man einen größeren oder Eleineren 
Werth ald x, je nachdem man den Kettenbruch bei einem Gliede von 
gerader oder ungerader Rangordnung abbricht. Indem man alfo 
von einem Kettenbruche fucceffive das erſte Glied y, das zweite y, 
das dritte y’, u. ſ. w. nimmt, find die dadurch gewonnenen Reſul⸗ 
tate wechfelweife kleiner und “größer ald x, dad zwifchen zwei un- 
mittelbar aufeinander folgenden liegt. Diefe Refultate, welche die 
reducirten Werthe des Kettenbruches, oder Näberungt- 
brüche, oder auch Partiaibrüche heißen, mögen bier durch 
ET re F, rar (0 

dargeficht fein, 

Indem nach und nach v, y/, y’, ylı, . . „ ald letztes Glied ge- 
nommen wird, bat man 


’ 


a_yb _wri ec __yyihy/hy 
Der ee ur u — 
by‘ d 
Dan ſieht auf der Stelle, daß = ping Mm num Zr, 


zu erhalten, braucht man aur 4 4, fkatt y’‘ su fchreiben. Da- 


y’ı 
durch verwandelt fih xy, y’, vn, in x—y yı, y', y'. Dabei 
wird der Zähler d in 


| b __ cy''+b 
by’ tar I =c+ yu — yıı 4 
und der Nenner d’ in ’ 
elyilbt 5 d _ oy&rb 
— übergehen; hieraus —, J— 


Vergleicht man dieſe Werthe von 24 —; mit einander, fo if 


erfichtlich, daß der Zähler eines redueirten Werthes gefunden wird, 
menu man die beiden nächfivorhergebenden Zähler beziehungsweiſe mit 
1, und dem zugehörigen Endgliede multiplicirt, und beide Produete 
addirt: eben diefes Bildungsgefeß gilt auch für den Nenner. Die 
eben ausgefprochene Neger if übrigens auf alle Näherungsbrüche (C) 
anwendbar, weil für jeden einzelnen derfeiben, abgefehen von dem 
deigefügten Necenten, eine ganz ähnliche Rechnung ſtattſindet. Folglich 
p=ny +—m,p=ny+m...(D) 


Tau GET TTEZZZEEEEZE . 
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Es reicht alſo hin, die zwei erſten Näherungsbrüche zu bilden, 
um ſtufenweiſe alle übrigen daraus abzuleiten. 


ı—2, 1, 3, 2, 4 z. B. gibt, 3, I, 5, $, R, Brüche, die wech⸗ 
felweife Eleiner und größer als x find, defien genauer Werth u be 
trägt. Dieled Verfahren bietet demnach ein zweites Mittel dar, den 
letzteren Werth zu erbalten. 

Anmerfung Es iſt Übrigens für fich Mar, wenn x rational, 
and durch irgend einen Bruch ausgedrüct ift, daß diefer Bruch 
das letzte Glied der Reihe (C) fein wird, weil in diefem Falle 
der Kettenbruch ein endlicher if, Wenn aber die Größe x fi 
irrational herausſtellt, ſo wird die Reihe (C) der Näherungs⸗ 
brüche ins Unendliche fortgehen, weil der Kettenbruch alsdann 
ein unendlicher iſt. 


$. 134. Eliminirt man yi zwiſchen den Gleichungen (D), fo 
entfiebt pn’—p/n—=—(nm’—n’m), d. h. die Differenz der Produfte,, 
welche man findet, wenn man die Glieder zweier benachbarten Näber- 
ungsbrüche (C) übers Kreuz mit einander multiplicirt, bleibt ſtets 
dieſelbe mit abwechſelnd pofitiven und negativen Zeichen. Nun be- 
trägt aber für die beiden erſten Partialbrüche 


diefe Differenz 1; mitbin if 
pn’—p/nz=-+1, 5 + ... (F), 


mo das Zeichen — gilt, wenn yi und * von gerader Raugordnung, 


4 
p’n’ 





ner > —, und das Zeichen —, wenn diefelben von ungerader 
Rangordunng find, oder 5< = 


Anmertung. Die Differenzen gwifchen den fucceffiven Räher⸗ 
ungshrächen find: 


b a 1c b_ 1 pr _2_,Ä 
Water Tun Bw —— np" 
Die Summe aller diefer Gleichungen redueirt fich anf 


a 1 1 1 1 
— te 


14* 
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zu klein u. ſ. f. Ueberhaupt erhält man einen größeren oder kleineren 
Werth als x, je nachdem man den Kettenbruch bei einem Gliede von 
gerader oder ungerader Rangorduung abbricht. Indem man alfo 
von einem Kettenbruche ſucceſſive das erfie Glied y, das zweite y/, 
das dritte y’‘, u. ſ. w. nimmt, find die dadurch gewonnenen Reful 
tate mwechfelweife kleiner und größer als x, das zwifchen zwei um. 
mittelbar aufeinander folgenden liegt. Diefe Nefultare, welche die 
redueirten Werthe des Kettenbruches, oder Näherungs- 
brüche, oder auch Partialbrüche heißen, mögen bier durch 


a b ce d m n 
u'p’ et tr. (0 
dargeſtellt fein. 
Indem nach und nach y, y, v, y/ıl,. . . als letztes Glied ge- 
nommen wird, bat man 


5b _mti e _yy’+ty+ty 


— — nun 
—— ee en 
— 





Man ſieht auf der Stelle, daß — = 


zu erhalten, braucht man nur y’’+ * ſtatt y zu ſchreiben. Da⸗ 


durch verwandelt ſich xy, y, un, in x—y yı, y'ı, y". Dabei 
wird der Zähler d in 





b __ cey’''+b 
by''ta+ Fe =ct Zu yıı — y 
und der Nenner d’ in ’ 
. ec’ 4 b’ , d _ cy’‘'+b 
— übergeben; hieraus · 


Vergleicht man dieſe Werthe von Z * mit einander, ſo iſt 


erſichtlich, daß der Zähler eines reducirten Werthes gefunden wird, 
wenn man die beiden nächfivorbergebenden Zähler beziehungsweiſe mit 
1, und dem zugehörigen Endgliede multiplicirt, und beide Produete 
addirt: eben dieſes Bildungsgefeß gilt auch für den Nenner. Die 
eben ausgefprochene Neger if übrigchs auf alle Näherungsbrüche (C) 
anwendbar, weil für jeden einzelnen derfeiben, abgefchen von dem 
Heigefügten Accenten, eine ganz Ähnliche Rechnung flatifindet. Folglich 
p=ny --m,p=nYy m ...(D) 
B_atm ur. D. 


der Kettenbräde. 211 





Es reicht alſo hin, die zwei erſten Näherungsbrüche zu bilden, 
um ſtufenweiſe alle übrigen daraus abzuleiten. 


12, 1, 3, 2, 4 3. B. gibt, 3, dr FR, Y, 5, Brüche, die wech⸗ 
ſelweiſe kleiner und größer als x find, deſſen genauer Werth SE be 
trägt. Dieſes Verfahren bietet demnach ein zweites Mittel dar, den 
letzteren Werth zu erhalten. 

Anmerkung. Es iſt übrigens für ſich Mar, wenn x rational, 
und durch irgend einen Bruch ausgedrückt ift, daß diefer Bruch 
das letzte Glied der Reihe (C) fein wird, weil in dieſem Falle 
der Kertenbruch ein endlicher if. Wenn aber die Größe x fih 
terational herausſtellt, ſo wird die Reihe (C) der Näberungs- 
brüche ins Unendliche fortgeben, weil der Kettendruch alddann 
ein unendlicher if. 


$, 134. Eliminirt man yi zwifchen den Gleichungen (D), fo 
entſteht pn’—p/n—=—(nm’—n’m), d. h. die Differenz der Produfte,, 
welche man findet, wenn man die Glieder zweier benachbarten Näher- 
ungsbrüche (C) übers Kreuz mit einander multiplicirt, bleibt ſtets 
diefelbe mir abwechfeind pofitiven und negativen Zeichen. Nun be- 
trägt aber für die beiden erſten Partialbrüche 


diefe Differenz 15 mitbin if 


D 
pp, — 


mo das Zeichen — gilt, wenn yi und * von gerader Rangorduung, 


1 
p/n? ° 





.. (F), 


ne > —, und das Zeichen —, wenn diefelben von ungerader 
Rangordunng find, oder E< = 


Anmerkung. Die Differenzen zwiſchen den fneceffiven Räher⸗ 
ungsbrüchen find: 
b 1 c b 4 n 4 
* " Lär Bar anc= 77h 
Die Summe aller diefer Gleichungen rebneirt fich auf 
P—i,41 1,1 As 
pf tr Te rein ed ' ..o + 


a’ 
14 * 
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welche Gleichung den genaueh Werth von x liefert, wenn der 
Kertenbruch ein endlicher iſt, einen bloßen Näherungswerth 
aber davon gibt, wenn der Kettenbruch in’s Unendliche fort- 
gebt. Wegen des fortwährenden Wachfens der Nenner läßt 
die letzte Eutwickelung über die Convergenz des Kertenbruches 
Seinen Zweifel übrig. In dem obengewählten Beifpiele haben 
wir fonach 


—111 2 1 1, 4 1 


= gp ı rT7T Tre 350° 
$. 135. Aus dem Vorbergehenden laſſen fich mehrere nützliche 
Folgerungen zichen: 


1) Zähler und Nenner der Näherungsbrüche find immer rela- 
tive Primzahlen. Denn hätten p und p’ einen von der Einheit ver- 
fchiedenen gemeinfchaftlichen Theiler, fo müßte derfelbe auch 1 theilen. 


2) GSubfituirt man in die Gleichung (CE) für yi den Total 
wertb z des Ketienbruches von dem Gliede yi an bis and Ende desfel- 
ben, nämlich z—=yi, yit!,...;fo it Far, daB man flatt eines 
bloßen Bartialbruches, den genauen Werth von 

_ nz--m 
—— re 0 (6) hat. 

Dieſer Bruch, durch deſſen Entwicklung der vorgelegte Ketten⸗ 
bruch entſtanden gedacht werden kann, wollen wir den vollſtändigen 
Bruch nennen. 


3) Gubtrabiren wir =, und * von x, fo find die Differen⸗ 


sen ö und 5’, gwifchen dem letztern, und jenen beiden reducirten Wer- 
then durch die Gleichungen 
g + 
d=H+ in(aietmt)' o= Te) ... (H) befimmt. 

Die Zeichen find einander entgegengefegt, weil x zwifchen den 
beiden redueirten Werthen eingefchloffen it. Die zweite Differenz iſt 
Sleiner als die erite, weil m’ <n’ und z_>1, indem das pofitive Ganze 
yi einen Behandıbeil von z ausmacht. Es liegt folglich x näher an 


— alt an —. Die redueirten Werthe, welche abwechſelnd kleiner 
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und größer als x find, und von denen jeder folgende diefen Total. 
werth genauer als der vorbergehende darftellt, führen daher mit 
Recht den Namen: Näherungsbrüche. 


4) Bricht man den Kettenbruch ab, um zwei benachbarte Nä⸗ 
berungsbrüche daraus abzuleiten; fo haben die dabei begangenen Fehler 
ö, 5! in den Formeln (H) ihren Ausdrud. Da nun z>1, und der 
zweite Bruch vermehrt wird, wenn man darin 1 ſetzt; fo if 

= < en ... (K). 

Der Fehler, welchen man begeht, wenn man einen diefer Nä⸗ 
berungsbrüche flatt des Kettenbruches nimmt, iſt alfo Fleiner ald der 
Quotient, welchen die Einheit, dividirt durch das Produkt aus fei- 
nem Nenner n‘ mit der Summe n’+m/ diefes Nenners und desieni- 
gen des vorhergehenden Näberungsbruches, geben würde. So hat 
man in unferm gewählten Beifpiele die Brüche 7 und %, wovon der 


I _ 1 

letztere nicht ur) 7 von dem wahren Wertbe abweicht. 
Man vernachläßige öfters das Glied m’, was den Bruch CK) noch ver- 
mehrt, und man bat dann <<. Der Unterfchied zwifchen einem 


Näherungsbruche, und dem wahren Werthe If daher immer Fleiner 
als 1 dividirt durch das Quadrat des Nenners des Partialbruches. 
So differirt F weniger als um von dem wahren Werthe. 


§. 136. Es feien u a 4 beliebige, wachſende Brüche in 


der Art, daß die Differenz zwiſchen den fäußerſten die Differenz zwi⸗ 
ſchen jedem derſelben, und dem mittlern übertrifft. Ueberdem ſeien 
h, h‘, I, l von ſolcher Beſchaffenheit, daß man ih’ —l/h= 1 babe. 
Man findet 
1 h U EFT | [RR TAT 
mem > nd > I 
Da diefe Zähler ganzzahlig und pofitiv find, fo müſſen fie min- 
deſtens 1 betragen. Erſetzen wir diefelben durch 1, fo kommt Yu’ < 
bh’ W und <h/Y, Hieraus folgt K’T>1/ und bh’, wenn man die ge- 
meinfamen Faktoren wegläßt. Ebenfo fiebt man, wenn man die drei 
Brüche umtchrt, daß kL>h und 1, Der mittlere Bruch wird alfe 
mit größeren Zahlen als die beiden Außerken gefchrichen. Nun liegt 
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aber x zwifchen ”, und 5 fol daher der Bruch den oral 


werth von x genauer als jene zwei Näberungsbrüche angeben, fo 
maß er zwiſchen ihnen eingefichloffen, folglich mit größeren Zahlen 
gefchrieben werden. Jeder Näperungsbruch liegt alſo dem wahren 
Werthe von x näher als jeder andere aus kleineren Zahlen gebildete 
Bruch. 


Mittelſt der beiden Näberungsbrüche 
den Brüche 


7 er wollen wir die bei- 


h__ m+(t—I)n | _m+tn 

bh’ ml) ı PT m’ rt‘ 
sufammenfesen, in denen t nach und nach die Werbe 1, 2,3... 
bis yi erhält, welches das in dem darauf folgenden Näherungsbruche 
vorfommende Ganze it. 

Wir hätten demnach: 

m mn m-+2n m+yin __p 

wer — — Tr LAGE — 85 ... (D). 

Nun iſt 1 4= — welchen von jenen Wertben t auch 
baben mag. Die Brüche (L) laſſen fich folglich nicht weiter redu⸗ 
eiren; auch nähern fie fich dem Wertbe von x mehr als jeder andere 
durch kleinere Zahlen ausgedrüdte Bruch. Diele Brüche wachfen 
vom erfen bis zum leuten, dabei nähern fie fi dem Totalwerthe 
von x entweder durch Abnahme oder Zunahme, je nachdem die äußer- 
ſten von ungerader oder gerader Rangordnung find. Der Unterfchied 


ö zwiſchen einem derfelben und x iſt kleiner als rl weil x zwi. 


fchen den beiden Brüchen 2 und * liegt. Dan Tann alſo zwi. 


fchen zwei benachbarten Näberungsbrüchen (C) (Hauptbrüche) > —1 
andere Brüche (Mebenbrüce) einfchalten, welche die nämlichen Ei- 
genfchaften wie jene beſitzen. Dieſe eingefchalteren Brüche bilden zwei 
Reihen von Brüchen, welche fih der Größe x nähern, nämlich 
wachſende Brüche, die Kleiner als x find, und abnehmende Brüche, 
die größer als x find. Man erhält die Nebenbrüche dadurch, daß 


man die Hauptbrüche — und — Ghieb für Glied yimal nach einan- 
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der zufammenaddirt. In unferem Beilpiel x—=2, 1, 3, 2, 4, hat man 
die Hauptbrüche 
28 41 235 41 


ı’ Try % 

Nimmt man 3 und %, fo leiter man $, 3 und = ab, welcher 
lebtere der dritte Haupibruch if, Geht man von * und aus; fo 
finder man 

36, 61, 86, 110 
13 2 #7 ©" 

Die Brüche von gerader Rangordnung werden anf diefelbe Art 

behandelt. Hiernach fiebt: 


(7): 2 5, -.- ()/ 2 5 = I<ı= (Z ‚ und 
3 18, 247 358 469 
1’ 2, (2)/ 89 129° Ing Dr 
Zu bemerken if 8 F der Reihe (C) die Hülfsbrüche und 
= vorgeſetzt werden können; die zur Berechnung der redueirten Wertbe 
gegebene Vorfchrift wird dadurch für den zweiten fchon anwendbar, 


Beſtimmte und unbeſtimmte Gleichungen des erſten 
Grades. 
$. 137, Um den Werth von x aus der Gleichung Ax—=B in 
einen Kettenbruch zu verwandeln, muß man nach dem im $. 133 Gefag- 


ten daß in x = * enthaltene Ganze y ſuchen. Dadurch entſpringt 


—4 * + Tu wobei R den Reſt der Divißon von B durdh- 
A ae Man ” ‚ferner 


im — R J —— xl N art ar 2. ſ. w.; folglich 


x-=y+- — i N vr yo. 
tn a 
Diefe Operation ai zu licdern des Kettenbruches die ſueceſ⸗ 
ſiwen Quotienten, welche man bei dem Aufſuchen des gemeinfchaft- 
-Jichen Theilerd zwifchen A und B finder; der Kettenbeuch if bier 
immer ein endlicher, wenn A und B rational find. 
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Für die Gleichung 2645x— 9752 4. B. bat man 


26451181 papers 23 424 
9152 "= 


Hieraus zicht man mittelſt der Formeln (E) und (L) die Haupt- 
und Neben-Brüche, nämlich: 


1 2 3 7 11 70 4129 188 7 
T’ T’ (+), 7’ ()’% vr 25’ 7* ..<sı= 115 5’ und 
(7 ‚4 I 37 48 nz ‚483, 907 

— 217 .>x 


70’ 13’ ’ 131’ 246 ° 
Der Brad + gibt den Beni von z genauer an, als jeder an- 
dere mit einfachern Ziffern gefchriebene Bruch; er iſt von dem Ieb- 
teen um weniger ald zz verfchichen, 


Man finder ebenfo für x—= n. 3, 2, 3, 2, 7 die Brüche 


= ‚2, 134 


ss 464 
— J 9’ 16 ’ 135 .... *x. 
Folgende Aufgabe wäre demnach gelöſt: Zu einem gegebenen 
Bruche alle die aus Fleineren Zablen gebildeten Brüche zu finden, welche 


dem erfteen näher kommen, als jeder andere durch einfachere Ziffern 
ansgedrücdte Bruch, 





=3,1, 2, 5, 7. 


$. 138, Wir wollen jetzt einige Anwendungen davon machen. 

J. Der englifhe Yard hält 405,34 und der Meter 443,29 fran- 
söfifche Linien; man fol einfache, jedoch möglichht genaue Räherungs⸗ 
verbältniffe zwifchen diefen beiden Längenmaßen anffiellen. Dan bat 


alfo 44329 Yard =40534 Meter. Der Bruch —— gibt die Quo⸗ 


tienten 
1, 10, 1, 2, 7 2, 9, 1, 1, 1, 2, 
Daraus entipringen die Näperungsbrüche 
4,11, 12,36, 257, 549, 6198 5747 
1’ 10’ 11° 32’ 235’ 502° 3763’ 5258 
Folglich Yiemlich genau 35 Yard — 32 Meter, 
genauer.... 2697 u =235 „ 
noch genaue . 549 »y =65083 „%, 
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1, Das Verhältniß = des Umkreiſes zum Durchmefler if 
——3,1415926 . . . VBerwandelt man diefen Bruch in einen Ketten- 
brauch, fo kommt 


n=3, 1, 15, 1, 202, 1, 1, 1, 2, 1, 8, 1, 14 .. 


Hierans Teitet man nach der gegebenen Methode die Hanptbrüche 
und eingefchalteren Brüche ab, unter denen die von Archimedes und 
Adrian Metius aufgeitellten Verhältniſſe mit inbegriffen find. Man 
wird anf dieſe Art Haben: 

25 47 69 pi 113, 135 157 201 223 
G Zr 29 36 75577 Zr and 
4 71 10 18, 16, “, =), G 104348 312689 >r 
zn 113/' 33215 ' 99532’ "9 





IL Das tropifche Jahr Heißt die Zeit, innerhalb weicher die 
Erde wicder zu demfelben Acquinoctialpunkt zurüdkehrt; es beträgt 
365, 2422181 Tage. Daß bürgerliche Jahr rechnet man dagegen zu 
365 Tagen, mithin fommt die Erde nah A Jahren obngefähr einen 
Tag fpäter erft wieder in diefelbe Lage gegen die Sonne. Um daber 
die Umdrebung der Erde um die Sonne mit dem bürgerlichen Jahre 
in Uebereinſtimmung zu bringen, muß man jedem vierten Jahre ei- 
sen Tag hinzuſetzen; ein folches Fahr heißt ein Schaltjahr. Diele Zeit- 
rechnung murde von Julius Cäſar eingeführt, umd heiße deshalb Ju⸗ 
lianiſche Zeitrechnung. Allein da bierbei das Jahr zu 3655 Tage ge- 
rechnet ward, beging man jährlich einen Fehler, indem das bürgerliche 
Jahr dest zu lang gegen das Sonnenjahr angenommen wurde. Um 
diefen Fehler zu verbefiern, beflimmte der Pabſt Gregor XII, daß 
innerhalb des Zeitraumes von 400 Jahren 3 Schalttage weggelaſ⸗ 
fen, d. h. in 400 Fahren nur 97 Tage eingefchaltet werden follten. 
Wenn man diefe Anordunng näher prüfen will, fo muß man un- 


2422181 
ferer Theorie zufolge den Bruch 10000000 
wandeln. 


Wir befommen auf diefe Art 
x=0, 4, 7, 4, 3, A, 4, 2.00. und die Näberungsbräche 


i 7 8, 31 39, _70 
T 20’ 83’ 128’ 161’ 280° 


in einen Kettenbruch ver- 
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Wählen wir 5. 3. den Bruch Z, d. b. nehmen wir an, daß das 
Sonnenjahr 365 5 Tage habe, fo müßte man in 33 Jahren 8 Tage 
einfchalten, um das bürgerliche Jabr mit jenem Zeitraume in Ein- 
Hang su bringen. Man würde demnach jedes vierte Jahr zu 366 
Tagen feſtſetzen, dabeı das Ste Schaltjahr erfi am Ende von 5 Jahren 
eintreten, und bierauf eine ähnliche Periode von 33 Jahren anfan- 
gen laſſen. Es iſt dieß die Zeitrechnung der alten Perſer. 

Es iſt zu bemerken, daß der Bruch S fich weder unter den 
Hauptbrüchen noch unter den eingefchalteren befindet; man hätte 
daher eine der Wahrbeit näber Tommende Kinfchaltung wählen 
Sinnen als diejenige iſt, worauf fih der Gregorianifhe Kalch- 
der gründet. Uebrigens ift diefer Mißſtand von feiner großen Be- 
dentung. 


Aumerkung. Den verbeſſerten Gregorianiſchen Kalender ba- 
ben jetzt faſt alle chriſtliche Völker angenommen, wäbrend der 
Julianiſche Kalender in Europa nur noch bei den Ruſſen und 
den Chriſten der griechiſchen Kirche im Gebrauch iſt. Das 
Jahr desſelben fängt jetzt 12 Tage ſpäter an als das unſerige, 
und daher rührt der Unterſchied zwiſchen unſern Datum und 
dem ihrigen. 


IV. Der ſynodiſche Monat beträgt 29,5305887 Tage, der 
tropifche Monat hingegen, 30,4368515 Tage. Das Verbältniß x 
diefer Zahlen in einen Kettenbruch verwandelt, gibt die Näherungs⸗ 


brüche: 
(+), (5) Zr (a): .. Ex, und 


2)’ (m Br 


Betrachter man z. 2 =: 5 als den Werth von x, fo nimmt man 


an, daß 235 funodifche Revolutionen ded Mondes in 228 oder 19 mal 
12 Sonnenmonaten vor fich geben; die Differenz beträgt 7: man 
müßte demnach in 19 Sonnenjabren 7 ſynodiſche Mondsmonate hin⸗ 
zuſetzen, damit Sonne und Mond wieder in diefelbe gegenfeitige Lage 
gu einander kämen. Diefes voransyefeht, bilder man nun 19 Tafeln, 
welche die verfchiedenen Mondsphafen mit den entfprechenden Zeiten 
angeben; fo werden dieſe Tafeln das Wiederfchren jener Phafen wäh⸗ 
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rend fämmtlicher Perioden von 19 Jahren anzeigen, wofern man die 
Tafeln in ihrer geböriger Aufeinanderfolge nimmt. Der Grieche Meton 
lehrte dieſe Beriode feine Landsleute kennen, deren Kalender wach 
der Sonne, d. b. nach den Fabreszeiten, und dem Monde, d. h. 
nach den Abmechdlungen der Mondsgeftalten, zugleich eingerichtet 
war. Jene Beriode, derzufolge nach 19 Fahren die Nen- und 
Bolmonde wieder nabe auf diefelben Monatstage fallen, iR noch 
jest in unfern Kalendern unter dem Namen der goldenen Zahl befannt. 


Anmerkung. Dertropifhe Monat iſt eigentlich die Zeit, welche 
der Mond gebraucht, um feinen Umlauf am Himmel in Bezug 
auf denfeiben Aequinoctialpunkt zu machen. Die Zeit zwifchen 
zwei zunächfi auf einander folgenden Bol. oder Nenmonden 
hingegen beißt ein funodifcher Monat, und eine Periode von 
zwölf fynodifchen Monaten macht ein Mondjahr aus, welches 
daher 354,3670 Tage beträgt, oder 10,8752 Tage kürzer ift 
ald das tropifche Sonnenjahr. 

Man vergleiche Littroms populäre Altronomie. Erſter Theil. 
Wien. bei Heubner. | 
Ferner Bohnenberger’s Aftronomie. Tübingen, bei Cotta. 


$. 139. Wir haben im $. 28 der niedern Algebra gefeben, daß 
es binreichend ift von der Gleichung ax+by=c eine Auflöfung 
x=a, y=ß zu fennen, um alle übrigen daraus berzuleiten. Die 
Wertbe von x und y bilden eine arithmetiſche Progreſſion, deren 
eonftante Differeng b für x und —a für y if, wonach a + bt, 
und y=ß—at, 

Die Theorie der Kettenbrüche bietet ein ſehr einfaches Mittel 
dar, die Zahlen « und 8 zu finden. Denn verwandelt man den 


Bruch * in einen Kettenbruch und bezeichnet * den Näberungs- 


4 
bruch, welcher dem vorgelegten zunächſt vorhergeht; fo wird man 
haben ($. 133) 
ap—bp=+1, woraus apc—bpe=+c; 

das Zeichen + oder — gilt, je nachdem der Kettenbruch, in feiner 
Geſammtheit genommen, aus einer geraden oder ungeraden Anzahl 
Gliedern beſteht. Aus der Zuſammenſtellung der vorigen Gleichung 
mit der vorgelegten ſieht man, daß der letztern Genüge geichicht durch 
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a=p/c, B=—pe im Galle die beiden Glieder einerlei. Zeichen 

haben, und dur «—— p’c, Xpe in dem entgegengefchten Galle. 
Nichts iſt alſo leichter, als eine Auföiung im ganzen Zahlen 

von der Gleichung sutbr=e zu erhalten. Dan verwandie zu die⸗ 


fem Behufe den Bruch — in einen Kettenbruch, fuche dann den, Dem 


vorgelegten Brauche —— vorhergehenden, Nähernngsbruch * 


Die daraus reſultirende Gleichnng ap —pb=+ multiplicire man 
Durch c, und vergleiche dieſelbe endlich Glied für Glied mit axrby=r. 


$. 140. Wir wollen nun einige bierbergehörige Aufgaben loſen. 
I. Es fei die Gleichung 105x—43y = 17. 
Die Meihode des gemeinfchaftlichen Theilers gibt 

105 


22 
a3 7 2, 3, 1, 4,5, =2 2, 3, 15 


der letzte Bruch wird erhalten, indem man das Glied 4 wegläßt. 

Dan bat dann ferner 105-9—43-22=—1, mo dad Zeichen — ge- 

nommen wird, weil der Kettenbrnch 5 Glieder beſitzt; übrigens zei- 

gen die entwickelten Produkte, daß die Differenz negativ if. Multi- 

plieiet man die vorige Gleichung dur — 17, und vergleicht fie mit 

der vorgelegten, fo finder man x=—9-17, y=22-17; hieraus 
ı——153+43t, y=—374+105t. 


U, Für die Gleichung 424 x + 115 y= 539 befommt man 
—=3, 1, 2, 5, 7. Läßt man 7 außer Acht, fo entficht 2 


Es kommt alsdann die Gleichung 424-16—115-59=—1, welche 
Durch —539 multiplieirt and mit der vorgelegten verglichen, &=— 16-539 
und y=59.-6539 gibt. Folglich 

ı—=—8624-+115t, y=31801 — 424t, 

Man vereinfacht diefe Gleichungen, wenn man bemerkt, daß 424 
in 31801 genan 76mal enthalten iR, umd t mit t+75 vertauſcht; 
dadurch entfieht 


124 
115 


zx=1 + 11St, y—_ 1 — A2it, 


I. Die Gleichung 19x-+7y=117 sie — 262. 
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Man bat alsdann 19-3—8-7—1, woraus man, nach vorbergegangener 
Multiplication mit 117, folgert . 


x—=351—Tt, y„—=—936+ 491, oder x=1—Tt, y=14-+19t. 


IV. Für 9y—Ax=15 bat man 9-15—4-30=15, woraus x=30 
+9: und y=15+ät, 


Beſtimmte Sleihungen des zweiten Grades. 

$. 141. Wir wollen zuerſt die Methode angeben, nach welcher 
die Wurzeln der Gleichung Axd—2ax=k, deren Eoefficienten A, « 
und k ganze Zahlen find, unter denen A immer auch pofitiv ange- 
nommen wird, in einen Kettenbruch entwidelt werden. Die Wurzel 
wird bier irrational und poſitiv gedacht; wäre fie negativ, fo ver- 
tanfcht man — x mit x, und ſetzt bernach dem Nefultat das Zeichen — 
vor. Wenn der Goetficient des zweiten Gliedes Feine gerade Zahl 
it, fo multiplieiee man die ganze Sleichung mit 2. Die beiden. 
Wurzeln find nun 
—+lte ... (1), wenn man t=ol+Ak . ... (2) macht, 


wobei t eine pofitive Zahl, jedoch Fein vollſtändiges Quadrat if. 
Nimmt man zuvörderft Yı mit dem Zeichen +, und iſt y die größte 
in x enthaltene ganze Zahl; fo bar man 


— rt Vita u — 
=yt u al * Vtrra—Ay 


Man fee nun P=Ay—a ,... (3). 

Multiplicirt man hierauf den Werth von x‘ oben und unten mit 
Vt+B, fo fommt x= AVSR, Ans den Gleichungen (2) und (3) 
ergibt fich aber 

t—PP=A(k—Ay?+20y), 
fo daB A gemeinfchaftlicher Faktor if. 
Wird ferner 
k—Ay?+20y=B,,. . (4) gefest, fo entficht 
t—f?=AB, sv = var .... (6). 


Da dieſer Werth von x! die nämliche Form wie der von x bat; 





234 Beſtimmte Sleihungen 





ſo zieht man die größte darin enthaltene ganze Zahl beraus und 
fährt dann gerade wie vorhin fort. 


Man erbält bieranf x’— Vıt ferner Wan Ze: s. f. w. 
Endlich 
tmo3+Ak =B?+AB =yHBC —d+CD,,.(e) 
ö 
8 u FE, ——— Fr wu 2.6) 


B=Ay—a, XBy, I=byl!y,.., (cd) 


$. 142. Laſſen wir alle Ratfonnements bei Seite, um nur das 
Materielle der Rechnung beizubehalten; fo ſehen wir, daß in jedem 
vonfändigen Bruch (b) ſtatt Y’r die größte darin enthaltene ganze 


Zahl zu ſetzen if, und hierauf die Diviionen —— Te, * „X. 


auszuführen find, Bel die ganzen Hastienten y/ * y... und 
die Reſte r, vr’, ,... geben werden. Hiernach ſteht 
m+a=Ay +r, 
m+ß=By’ +r, 
m+>=Cy//+r/; 9, f. w. 
Die Gleichungen (e) liefern aber Ay—=a+ß, By—=Pß+7, u. ſ. f. 
Hieraus folgt durch Subſtitution: 
P=m—r 
y=m—r’ .... (d) 
d=m—r uf, f. 
Ueberdem IR uns die Kenntniß der Diviforen nöthig. Zu die- 
fem Behufe geben und die Gleichungen (a) 
AB=a?—B?+ Ak=(a+P)(o—B)+Ak=Aylo—B)+Ah; folglich 
—=h+y(r+o—m), 
wenn man die Gleichung (d) zu Hülfe nimmt. 
Ebenſo if 
BC=Pß*-y2+AB—By/(ß—y)+AB, 
C=A+y’/(r—r) 
D=B-+y’(r/—r/), u. ſ. f. 
Die folgende Tafel zeigt und den Bang an, welchen wir bei die- 
fen Operationen zu befolgen haben. 
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Dividenden. Diviforen. Que. Nefte. | iraenen 


R=m—o 
r —R 
B=k+y (r —R) r’ —r 
C=A+y’ (r! —r) rt! —y 
=B+y'' (rd —r’) Uri 
E=C4yllt_rdt) — * 
117 





Nachdem alfo R=m—a, der Quotient y, und der Reft r gebildet 
worden, nimmt man die Differenzen —R, 2m—r, und berechnet B; 


der Bruch — = gibt y’ und r/, Hierauf bildet man die Differen- 


sen /—r, 2m—r/ und fucht C; der Bruch 
u. ſ. f. 

Wenn man wieder auf einen der vorhergehenden vollſtändigen 
Brüche gelangt, ſo iſt klar, weil daraus der ſchon einmal gefundene 
Quotient als Reſt ſich ergibt, daß der Kettenbruch periodiſch iſt. 

Beiſpiele: J. Es ſei die Gleichung 9x2—39x+41=0., Man 
verdoppelt dieſelbe, um dem zweiten Gliede einen geraden Coeßfi⸗ 
eienten zu verfchaffen. Es iſt dann 





2m—r‘ 





gibt y’ and r’’; 


39+Y'45 
18" 

Das größte in Y AS enthaltene Ganze m ft 6. Hiernach m—a 
—R——33, Man darf hier nicht den, den beiden Gliedern des 
Bruches gemeinfchaftlichen, Faktor 3 meglaffen. Nehmen wir die 
Wurzelgröße mit dem Zeichen +, fo baben wir 

L=-82, R=m—o==—33, 
m+tu =45, A=18, 4, y =2 r 9 Diff. 42 


A=18, 39, k—=—82 und x 


2m—r = 3, B= 2, }, y' U ri =1 — 8 
2m—r/ 11, c=10, a®, yi! =, ri —4 0 
2m—r/’ 211, D— 2, *, 1*6/ u | 0 


Im—rttt, E10, #*, (ſchon gefundener Brad). 
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Folglich x—=2,1[1,5], wobei, der Abkürzung halber, der unendlichemal 
fih wiederbolende Theil des Kettenbruches zwifchen zwei Klam—⸗ 
mern eingefchloflen iſt. 


1. Die Gleichnng 2x?”—14x+17=0 gibt 
i⸗ A=2, am, k=—17, m=3, m—a—R——4, Hiernach 


2 
m+ta =1i0, A=2, 7, y 6, r=0, Diff. 4 
2m—r — 6, B-3, y' =2, rd, 0 
2m—r’— 6, C=2, 5, y'=3, 1/0, 
2m—r'— 6, D=3, $*, (ſchon gefundener Bruch) 
folglih x=5[2,3]. 
Die Gleichungen (d) dienen überdem zur Beſtimmung der Zahlen 
a, Br Y «+. , welche unfere Dividenden abgeben, infofern man jede 
um m vermehrt; die fucceffiven vollländigen Brüche können daber 
auch, anf dieſe Weile gefunden werden, was zuweilen nüglich if. 


In dem eriten Beiſpiele find diefe Brüche; 


* 
Bot is_ s9+Y45_,, (45-3 KAs=2 3 Fis+s_,, ‚eist8- 


=i+), —— 54,8. f,f. 


$. 143, Was die zweite Wurzel der Gleichung Ax?’—2cı—k 
anlangt, fo fchreibs man =— — wenn fie negativ if, und be⸗ 
handelt dieſen Bruch, wie oben geſagt worden. Iſt die Wurzel 
pofitiv, fo bat man <= = =r+ 4, mo v die größte in x 


enthaltene ganze Zahl oder as erſte —* des Kettenbruches be. 
zeichnet. Man zieht daraus 








————r— , 
ur rt (avi — 2 DB 


infofern man berücfichtigt , daß A oben und unten ald gemeinfamer 
Faktor erſcheint; wovon man fich Feicht überzeugen Tann, wenn man 
wie vorbin verführt. Da Fr bier das Zeichen + bat, fo kommt 
man auf den früher behandelten Sal wieder zurüd. 


In unferm erſten Beifpiel haben wir = — —=1+ — 


morans rt, Diefer Bruch ift aber die größte Wurzel der 
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Gleichung: 221 423—180, 


aus welcher entſteht: 
[04 —21, nn 6, k——18, m—a——15, Diff. 20, 


m+a —27, A=22, u, y uhr =) — 4 
20 —r = 7, B= 2, 3, y’ 3, r! —1, 0 
2m—r‘ —11, C—10, 2 y⸗ —1, r =1, 0 
Zm—r!! —11, D= 2, *, / r 0 


Om—r/Ht=41, E=10, 3*, (fchon gefundener Bruch). 


Folglich die zweite Wurzel x—1,1,3[1,5]. 


Sind einmal die beiden Wurzeln in Kettendrüche entwicelt, fo 
laſſen fich die Näherungsbrüche, welche nichts anders als bis auf 
befannte Grade genäberte Werthe davon find, ohne Schwierigkeit 
bilden. Das in $. 133 Gefagte finder bier feine ganze Anwendung. 


F. 144. Es werde irgend ein belichiger, vollſtändiger Bruch 
z= —— hervorgehoben, deſſen genäherte ganze Zahl y! darfiellt; der 
entſprechende Näherungsbruch fei rl und =, —, die demfelben 
unmittelbar vorangehenden. 





Nach $. 135 iſt xs 2EET. Subſtituirt man für z und x ihre 


n’z+m‘ 
Vita _ an (Vt+R)+Pa 
volftändigen Bruchwerthe, fo fommt — I — = u yya)+Pm' 


Reduciren wir auf einerlei Nenner, und ſetzen die irrationalen Glie⸗ 
der für fich einander gleich, fo haben wir 
an—An—on’—Pm’/, a(An—on‘)—Pam’—APm+nft, 
Durch Elimination von æ, weil ma—mn’=+1, finden wir 
(An—an‘)?=+PA+n/t, oder 


[1-22]; — 5 N 


Diefe Rechnung läuft dahinaus, m und m’ swifchen den drei 
obigen Gleichungen zu eliminiren; und die Gleichung CM) drüdt ſo⸗ 


fort ans, daß der Bruch * einer von den Näherungsbrüchen von x 


HM. 89. 18. Buch. 15 
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iR; dabei gilt das Zeichen + oder —, je nachdem diefer Bruch von 
einer geraden oder ungeraden Rangordnung if. 


Zwei Fälle bieten ſich bier dar: 


1) Wenn z von ungerader Rangordanng ift, fo muß man das 
Zeichen + nehmen. Alsdann ik aber — von gerader Rangordunng 


und >x. Dasfelbe für x in Ax2—2aı—k ſubſtituirt, wird daher 
ein pofitived Nefultat liefern, wad nothwendigerweiſe zur Folge hat, 
daß P eine pofitive Zahl it; die Nenner der volitändigen Brüche 
von ungerader Nangorduung find daber fämmtlich poſitiv. 


2) Iſt 2 von gerader Rangordnung, fo muß man das Zeichen 
— wählen, Liege nun — zwiſchen den beiden Wurzeln, fo wird 


n 

np’ 
für diefen Werth von x das Trinom Ax?—2ax—k negativ, was 
abermals mit fich bringt, daB P das Zeichen + bat. Iſt aber jener 
Näherungsbruch Fleiner als die beiden Wurzeln, fo befikt Pdas Zei- 
hen —. Die Renner der volfländigen Brüche von gerader Nang- 
ordnung find alfo pofitio oder negativ, je nachdem die entfprechenden 
Näberungsbrüche von ungerader Rangordnung zwifchen den beiden 
Wurzeln liegen oder Feiner als dieſelben find. 


Diefe Nenner find alfo nur in den geraden Rangordnungen NE 
gativ , überdem müſſen dabei die zwei Wurzeln von x binlänglich ein- 
ander genäbert fein, um gleichzeitig zwifchen die beiden entfprechen- 
den fucceffiven Näherungsbrüche zu fallen; die Anfangsglieder der 
beiden Kettenbrüche find alsdann die nämlichen. Da aber die An 
näberung mit Hülfe der Ketrenbrüche ſehr rafch vorfchreitet, fo wird 
man bald zu einem Näherungsbruche von gerader Rangordnung ge- 
langen, welcher zwiſchen den Wurzeln liegt. Von da an bis ind 
Unendliche Fönnen dann Feine negative Nenner mehr vorfommen. Nun 
iR jeder vollkändige Bruch größer als 1, der Zähler muß daber, wenn 
der Nenner P negativ ift, gleichfalls negativ fein; folglich if = ne- 


gativ und >Y t, fo daß diefer volltändige Bruch die Form — hat. 





[U ı 


be 145, Ef I, I, He... aufeinan- 
derfölgende vollkändige Brüche, die Feine negativen Nenner baden, 
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mas fchon bei dem erften von allen Hattfindet, fobald der ganzzahlige 
Beſtandtheil den beiden Wurzeln von x nicht gemeinfam zugebört. 
Die Steichungen (a) geben DE+e’=t; folglich find D, E, ct; daher 


D,EÄF,..<t3 9 9....<Vt 





Man mache die Annahme, daß — erhalten werde. Es 


it aber EF=t— 92; ferner EyY——p nach den Gleichungen (a), 
Die erftere gibt 
EFÄTtHo)r-0), Fe = I; 


_Yı+9p’ 


ans der zweiten folgt Ey!Y<e; folglich E<Y't, und unfer vollfländi- 
ger Bruh <A, mas nicht möglich if. Die Theile a, B. 

fönnen ſich daber wohl auch negativ berausftellen, fo fange won 
negative Nenner finderz Über dieſe Grenze binaus werden fie aber 
alle dad Zeichen + haben, und die Gleichung Ey!’=. + 9 gibt alſsdann 
E<s+9, oder E<2Y 5 die Nenner können alfo nicht dad Doppelte 
von Yr erreichen. Da die Größen es, @..., D,E.. . pofitive, 
ganze Zahlen find, ihre Anzahl aber unendlich groß ift, fie über- 
dem in beftimmte Grenzen eingefchloffen werden; fo muß man früher 
oder fpäter irgend einen fchon gefundenen vollſtändigen Bruch, mis 
bin auch die nachfolgenden volltändigen Brüche mit dem nämlichen 
darin enthaltenen Sanzen, wieder befommen. Die Glieder des Ket- 
tenbruches kehren alfo in derfelben Ordnung wieder, d. h., nach 
einer gewiffen Anzahl von Anfangsaliedern wird der Kettenbruch 
periodiſch, mas man fchon an den behandelten Beifpielen gefeben bat. 


Zu bemerken it, dag man der Beriode [a, b, c,...g, b) die 
Sormalb,c...g,hb, a,), oder a, ble, ... g, h, a, b], u. f. w. geben 
faun, indem man fie bei einem beliebigen Gliede beginnen läßt, wo- 
fern man die mweggeftrichenen Anfangsglieder and Ende der Beriode 
ftelt. Die Periode befteht zwar noch aus den nämlichen Gliedern, 
fie befolgen aber eine verfchiedene Anordnung. Das Nähere über 
dergleichen Rechnungen möge noch durch folgende zwei Beifpiele er. 
läutert werden: 





Il. Die Gleichung 59x2—319x+431=0 multipfieire man durch 
2, damit der zweite Coeffieient eine gerade Zahl werde, 


16 * 











Pr] 
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Man findet ſucceſſive folgende Reſultate: 


„Pisten +, —— —4+, —— —4, 
rasts —5+, Piste. —i+, Fate _,, u. ſ. w.; 
kt x==2, 1, 3 5 1]. 

Für die zweite Wurzel hat man: 
al; —+, — 3 —14, — 5-14, 
Paste, ’ Fr: zur, Yiste wie oben; 


alſo x= 2, 1, 1, 1,4 [W 5]. 


. Für die Gleichung 1801x’—3991x+2211—0 findet man: 


_ V 31+3991 Y31-389_,, NV37+11 _ 

mg a IH —84 

*V37+5__ rat 1. V3+5_,, 3745. 
— — =i+) —i+, 7 —b5+, 7. 


folglich 1, 9, 8 1, 4, a. 


Die zweite Wurzel wird auf die nämliche Art gefunden; die⸗ 
felbe it s—1, 9, 2, 2 [5,1,1] 


J. 146. Man nehme an, daß die Beriode fchon im erſten Gliede 
beginne, mitbin x==[a, b, c,d], was auf x=a,b,c, d,'x zurückkommt. 
Hieraus zieht man, wenn die Glieder gehörig auf die andere Seite 
gefchafft werden; 








I __ fr 
a + 1 a—x —»+ + 
a4) x 
1 
4 —— | * [+7 4] 
a— +7,41 + d+ / 
d+ — 
e+- ii _ 1 _.—_ 1 
BETT Ser ir 7 
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Durch fortwährendes Subfituiren diefes Wertbes von —x in 

a—x , findet man endlich 
—ı=0, d, c, b, a, d, CC... —0(d, C, b, a). 

Wenn daher die Beriode einer der Wurzeln fchon im erſten 
Gliede ihren Anfang nimmt, fo wird die andere Wurzel zwifchen 
0 und — 1 Tiegen, und ihre Periode aus den nämlichen Gliedern, 
in umgekehrter Ordnung gefchrieben,, beſtehen. 

Umgekehrt if eine der Wurzeln von x>1, und wird die andere 
zwifchen o und — 1 eingefchloffen; fo haben dieſe Wurzeln die Form: 


x/a, b,c. ..g mess ..crbya), 


In der That entficht aus + A = Da nun eine 


der Wurzeln zwifchen O and — 1 liegend angenommen wird, fo werden 
die beiden Werthe von x’ denfelben Bedingungen, wie die von x, 
Genüge thun, nämlich die eine >1 fein, und die andere fich zwiſchen 


o und —1 befinden. Dasfelbe gilt auch von x’ in x =y+ ET 


u. ſ. f. 

Hätte man jetzt x=y[la, b... g,h, wo das erſte Glied y allein 
der Periode nicht angehört, fo würde man haben x’—{a, b,... gr h], 
folglich, wie fo eben bewiefen worden, —x/—=0[h,g..-bral, Hier 


1 __ 1 , 
a L=— [»+ ur |; der zweite Werth von x wäre demnach 


I i__,. Fi ‚ 
»=y+ —=ı—h [ + „| Damit diefe Größe, wie die An 


nabme verlangt, noch zwifchen O0 und — 1 liege, müßte y=h fein, und 
die erſte Wurzel wäre daher sh, a, b...g], fo daß yh zur Be 
riode gebören würde, was unſerer Annahme widerftreitet. Die Beriode 
kann alfo nicht im zweiten Gliede des Kertenbruches ihren Anfang 
nehmen. Aus ähnlichem Grunde darf man nicht x=y[a,b...h], 
oder xz=y-y/[a, b...] feßen, d. h. die Periode im dritten Gliede an- 
fangen laſſen; * . f. 


Die Gleichung 10x?—14x=5 gibt x= 1ER, und die Wur⸗ 


zeln find ı={1, 1, 2, 3], —3-0[3, 2, 1, 1]. Für die Gleichnung 6:77:13 
findet man 


+1 
x= a, s=[1, 1, 2, 4, 9,1, 2], und —ı=0[2, 1, 9% 4, 2, 1, 1]. 
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$. 147, Ereignet es fih, daß die Periode im erften Gliede fchon 
beginnt, und überdem ſymmetriſch ift, d. b., das fie als diefelbe er- 
fcheint, wenn man fie rückwärts Tiest, mithin die von den äußerſten 
gleich weit abflebenden Glieder einander gleich And: fo haben die 
beiden Wurzeln einerlet Periode. In diefem Falle find x und — 


* einander gleich, d. h. die vorgelegte Gleichung wird nicht geän⸗ 


dert, wenn man x mit _— vertanfcht; die Form der Gleichung 
it daber Ax?—Bxı=A, 


Die Wurzeln der Gleichung 7x°—8x77 find x er Man 
findet die erfie x=[1, 1, 2, 1,1], die zweite —x=0[1, 1,2,1, 1). 


$, 148. Die vorgelegte Gleichung ſei —2ı=k.... Geben 
wir A=1 in den Formeln des Paragraphen 141, fo kommt x=atrf't. 
Trifft es fich, daß die größte in Fr entbaltene Zahl gerade « macht ; 
fo iR die eine Wurzel >1, und die zweite liegt zwifchen 0 und —1: 
diefe zwei Wurzeln baben daher die Form x=[2m, ,b..gıh], 
—ı=0[h,g...a, 2m], Ziehen wir m von x ab, fo erhalten wir 
für die zwei Wertbe von 47: 

Y'=m [a,b...g,b,2m]), —Yıi=—m[h, g..a 2m], 

Man weiß aber, daß diefe zwei Ausdrücde einander gleich und 
mit entgegengefegten Zeichen verfeben find; folglich a=h,b=g,.... 
fo daß die Entwicklung von rin einen Kettenbruch liefert: Yıır=m 
[a,b...b,a,2m]. Hieraus ergibt fi: 


1) Die Beriode von Fr fängt im zweiten Gliede an. 


2) Das entre Glied diefer Periode beträgt das Doppelte des 
Anfangsaliedes, das feinen Beſtandtheil derſelben ausmacht. 


3) Die Periode ift, abgefehen vom letzten Gliede, ſymmetriſch, 
d. 5. fie bleibt unverändert, wenn man fie rückwärts lief. 


Man findet Y 6I=7LL, A, 3, 1, 2, 2, 1, 3, 4, 1, 14]. 
194 [2, t, 3, 1, 2, 8). 

Das Glied 2 in der Mitte von 761 findet fich wiederholt, ein 
Umftand, der bei 719 nicht vorkommt; es rührt dieß daher, daß die 
Anzahl der Glieder der Beriode in dem einen Falle ungerade, und 
in dem andern gerade iſt. 
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Die hinten ſtehende Tafel I (Seite 237) gibt die Perioden der Qua⸗ 
dratwurzeln der ganzen Zahlen bis zu 78 an. Man bat dafelbit öfters 
nur die Hälfte der Periode aufgenommen, indem das mittlere Glied 
mit dem Zeichen ’, wenn es wiederholt wird, bingegen mit dem 
Zeichen / verfeben wird, wenn es nur einmal gefchrieben werden follte. 
Auch bat man zumeilen die größte in Vt enthaltene Zahl, welche den 
Anfang macht, mwesgelafien. 
atYt 

A 





Um den Werth von annäherungsweife zu finden, fest man 


flatt Yr einen der Näberungsbrüche, welche man bei der Entwick⸗ 
Iung in einen Kettenbruch erhält, fo wie ihn unfere Tafel I gibt, 
oder wie man ihn auf direkte Art ableitet, wobei die fummetrifche 
Sorm der Beriode geſtattet, nur die Hälfte der Glieder davon zu 


berechnen, Für unfer erſtes Beifpiel x ea finden wir: 
YVı45=6[1, 2, 2, 2, 1, 42], woraus YAs= —— ein bis auf die 


10te Se genauer Werth; umd 


=. + 1,1 45=2,1666- +0,37267799625 . . . . . Endlich 


x—2,53934466291, und x=1,79398867041. 
$. 149. Es wird und in der Folge von Nuben fein, bei der Ent- 
widlung von Yt die vollftändigen Brüche, deren Nenner 1 iR, zu 


kennen, nämlich z= rt I, und P=1. Die größte im Zähler 
enthaltene ganze Zahl it m+r, demnach rar =Zm+r+ —* 


1 
woraus . Dieſer Bruch iſt aber gerade der⸗ 
jenige, welcher das Anfangsglied der Periode und weiterhin ihre 
übrigen Glieder beſtimmt; woraus erhellet, daß man in der Ent- 


wicklung von Fr Seinen andern vollſtändigen Bruch mit dem Nenner | 
— O —_m+, und den. Bruch 








1 finden kann, als den erfien = 


eat, welcher das letzte Glied 2m der Beriode bei ihrem 


jedesmaligen Wiederkehren bervorbringt. Da z<y'r fein muß, fo if 
m der größte Werth, welchen jenes x erreichen kann; Überdem tft 
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2m das größte Glied des Bruches, und entfpringt bloß and dem Nen- 
ner P1, 


Anmerkung. Es feien 7 — zwei aufelnanderfolgende NE 





berungswertbe von Y’t, ferner + "der dem eonvergirenden 


Er entiprechende volfändige Bruch. Wir haben alsdann 





t+r 
n P rm nY t-nz+-mP 
— — — gormelG, 9.136), 
woraus die beiden Gleichungen 
nt=na+mP, n =u’z+m/P 

entfpringen, die 

m’/n/t—mn>(nm’—mn‘)z, und n®—n’3t=(nm/’—mn’)P 
geben. Es ift aber der Eigenfchaft der Kettenbrüche zufolge 
um’—mn/—+1, je nachdem — > oder <T iſt; worans 


hervorgeht, daß n?—n/dt und nm/—mn/ ſtets einerlei Zeichen 
haben, mithin IR P immer pofitiv. Ebenfo verhält es fich 
mit 2; denn einerfeits folgt aus der Gleichung n—n’z+mP, 


PU 
P 


oder P>Yiı—a; andererfeits bat man — oder 


P<Yt+rR, welche zwei Bedingungen ſich widerſprechen, 
wenn 2 negativ If, 


mi n 
=, alfo, weil m’ vonn’ übertroffenwird, P> 7- * 





$. 160. Es if jetzt leicht eine Wurzel aus der andern, welche 
als bekannt erſehen wird, herzuleiten. Es ſei nämlich gegeben: 
s=p,g1...ulayb,..,f, g, hl]. Setzen wir z=Ja,b, ....f g hl, 
fo haben wir außerdem —z=o[h, g, fr... .b,a]. Durch Subſtitution 
des einen oder des andern dDiefer Wertbe in x=p,q.. . u,z ergeben 
fich die beiden Wurzeln von x. Da der zweite Kettenbeuch aus ei⸗ 
nem Glied O und negativen heilen zuſammengeſetzt iſt, fo befreien 
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—————— —— — — — 
wir ihn erſt davon mit Hülfe folgender Relationen, von deren Rich⸗ 
tigkeit man ſich Di überzeugen Tann, nämlich: 


(e) 





1 
=, 1=-1+- 1 M 
* ⸗ 1,79 


_ 1 
=pr4... (ud L 8 4*.]: 


wir ſchaffen alsdann die negativen Zeichen weg, indem wir @=g+ —* ꝛc. 
in der Gleichung (Ch) ſetzen. 


Es fi z. B. x=1,7[,1 1, 3,3, 2]=1,7, 2, indem man 
z—=[1, 4,1, 3, 3, 2] fegt, mithin —z=0[2, 8, 3, 1, 1, 1], Dan bat 
für die zweite ur 


11 — ⸗— 
*i4 12 (4 4, ti 


1 
Sept man gr in 147 I 
Ur 


ſen fommt 14 — =, 4,1, 2[3, 1,4, 1,2, 3] 


; + — 
=4,4,1,2,3, 1,1, 112,3, 3, 1,1, 1]. 

Es ſei noch x=1, 6[3, 2, 2]=1, 6, 2, wo ==[3, 2, 2]. 

Die ineite Wurzel iſt 


——— —— —J 4 ) 
8% Er? 


Schreibt man in (k), 9=2+ fo fommt 


—4, 3, 1, 118, 2 2) 


1i+, 1 
Erz 


=14, 3, 1, 1, 3[2, 2, 3]. 
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Entwickelt man alfo die beiden Wurzeln einer Gleichung vom zweiten 
Grade im Kettenbräche, fo find diefe Kettenbrüce periodifch, und 
zwar bat der Kertenbruch, welcher die zweite Wurzel ausdrückt, die 
umgekehrte Beriode des erfien. 


$. 151. Aus einem gegebenen periodifchen Bruche die Gleichung 
zu finden, deren Wurzel er if. 


1. Fall. Die Beriode nehme im erſten Gliede ihren Anfang. 
 z=la,b,...grhl. Wir fuchen gu diefem Behufe die beiden, dem 
Endglicdern der Periode entfprechenden Näherungswerthe 


m — 
— ab..8 —=arb,..grh. 


_ nz+m. 

Es iſt aber z= 7 * nach Formel (6) $, 135, woraus 
n/z?—(n—m/)z=m „... (1). 

80 4.%. aus z=|1, 1,2, 1] finden wir 


1,1, 2000 —=1, 1,2715 folglich 





2 12, oder AzAu=S, 
welche in der That z—[ 1, 1, 2,1] und —z0[1, 2, 1,1) au Wurzeln bat. 
Beſteht die Periode nur aus einem Gliede z[p], woraus pt; 


fo Hat man z2—pz—1. Beſteht fie aus wei Gliedern z=[prg], 
woraus | 
| rt 
—— +; 
fo erhält man qz’—pgqz—p=0, der Coefficient des zweiten Gliedes 
flimmt daher mit dem Brodufte der beiden äußerſten Coefficienten 
überein; und in der That ergibt fich aus der Gleichung qz(z—Pp)=p 
folgende : 
— = ı— A 1 

z—p az’ 2 Pt oz p+ , 

wenn man für qz feinen Werth pq ſubſtituirt. 


+ 
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II. Fall. Der Periode gebe ein nicht regelmäßiger Theil voran. 
xy, y, y. . . la, b...gh]l. Die Periode durch z darftellend, was 
uns anf die Gleichung (1) führt, haben wir xy, y',y’...z. In⸗ 

m 


dem wir die beiden Näherungswertbe 7! = welche den Endglie- 
dern des nuregelmäßigen Theils angehören, berechnen, entſteht 


un, woraus ⸗ X 
Es bleibt jetzt noch übrig, dieſen Werth von z in die Gleichung 
(1) einzuführen, wodurch wir eine Gleichung vom zweiten Grade im 
x erhalten, deren eine Wurzel durch den gegebenen Kettenbruch aus⸗ 
gedrückt wird. 
Jeder periodifche Kettendruch iſt alſo die Wurzel einer Glel- 
hung vom zweiten Grade. Es fei 


x, 1,3 [1,1, 2,1 = 1,1,3,z. 





nx —n 


Man hat zuvörderſt die Näherungsbrüche —- und — woraus 


72 42 ı—2 


nr 77T 


Subftituiren wir diefen Werth in die Gleichung A2’—Au—b, 
welche wir für z=[1, 1, 2,1] gefunden haben; fo kommt 60x2—204x 


+173=0, Und in der That gibt die größte Wurzel — 1T* 
in einen Kettenbruch verwandelt den vorgelegten Bruch. 
Die zweite Wurzel ift 





—— *1, 1, 1, 1, 1, 1 [1, 4, 4, 2). 


Es fei noch x—=1,6[3, 2,2), Für z=[3,2,2] haben wir die 
Naherungsbrüche Z— und 7, ferner 622 —152=7, Außerdem if 


A 


x=1,6,z, mad und die Näherungswertbe j' 4 und die Gleichung 


x—1 


5— gibt. Subfituiren wir dieſen Werth in die vorber- 
gehende Gleichung, fo kommt 157x2—389x4+233=0, Und in der 





2z — 
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Thar find die Wurzeln diefer Gleichung x ae = 868 . Die oben 
auseinander geſetzten Nechnungen mit der zweiten Wurzel vorgenom- 
men, geben für den Werth von x den vorgelegten Kettenbruch, 


während die andere Wurzel x 1,3, 1,1,3[2, 2, 3] if. 


Anmertung. Aus der Gleichung — HrtY folgt: 


2 
rt *4 4 +1 
P+— 
Der ans einer Beriode p beſtehende Kettenbruch [p] kann alfo 
füglich zur Berechnung der Quadratwurzel der Zahl Y(p2+4) 
benußt werden. Gebt man p=2, fo kommt 
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Tafel der Perioden von fr. (Siebe $, 148), 


| Beriode. 
Ki 4.1.10) 
(1. 10) 


1 Ciba 8! 8(4.16) 


69) 3.3.1.4 
— | 


5 
6| 72.14) 


I, Safel der Berioden der Reſte von x?, dividirt 
durch m, (Siehe S, 152). 


Im Berioden. ai Ber. 1.4,9.16, I" Berioden 1.4.9.16.25.36. 


37| 12.27.7.26.10.33.21.11.3.34.30.28”... 
1.18.16” a1 8.23,40.18.39.21.5.32.20.10.2.37. 


48. .. 6 1... + 
43| 6.21.38.14.35.15.40.24.10.41.31.23. 
17.13.11”, 


27 25.9.22.10.0.19. I" 2.17.34.6.27.3.28,8.37.21.7.42.32, 


24.18.14.19° 
| 0. —— 11.44.90. 
18.8.0.43.39.37.” 


1.108” 1 | 6,43.29.17.7,52.46,42.40”. 


2.10” 129 25.7.20.6.28.13.5 
en — 


jet jede je jede Dat 
Sunmub- 
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Unbeſtimmte Sleichungen des zweiten Grades. 
$. 152. Wir wollen vorerfi die Gleichung my—x2ta in ganzen 
3__ 

Zahlen auflöfen, d. h. die Größe — _ zu einer ganzen Zahl machen, 
wobei r den negativen Reit (<m), welchen a dividirt durch m Liefert, 
darftellt. Die aus der Divifion von x? durch m entfpringenden Nee 
bieten, wenn nach und nach x—=1,2,3,... gefeßt wird, eine ſehr 
merfwürdige Eigenfchaft dar. 





Iſt nämlich m gerade, fo werdes—=— m ta genommen. Alt. 


dann hat man 
x? sm?+mo+o? + im?-+ao? 


= ta IR, 
m m m 


die Reſte ſtimmen folglich mit einander überein, wenn man für x 
die beiden Zahlen Zm ta nimmt. Dergeftalt werden für s—0,1, 2, 3...m 





die Reſte, welche = gibt, wieder in umgelehrter Ordnung zum 


Vorſchein Fommen, wenn man über im hinausgegangen if. Go 
erbält man für den Divifor 14 die folgenden Nefte: 


1, 4, 9, 2, 11, 8, 7, 8, 11, 2, 9, 4, 1. 


Iſt m ungerade, fo find Zlmt1) gerade Zahlen. Indem man 
x=4mti)te fest, hat man x? —4m+t1):to(mti1)+o?, wo die 
Zeichen + fich gegenfeitig entfprechen. Wenn man nun durch m di- 
vidirt, fo findet man, es mag das obere oder untere Zeichen genommen 
werden, daß der Reft der Divifion mit dem von 4(m?-+1)+a+ 0? gleich. 
lautend iſt; für dieſe zwei Werthe von x find alfo die Neftevon x? dividirt 
durch m abermals diefelben. IR man über x—!(m - 1) hinausgefommen, 
fo finder man die nämlichen Reſte in umgekehrter Ordnung wieder. 
Das mittlere Glied erfcheint bier doppelt. Für den Divifor 17 find 
die fueceffiven Reſte folgende: 


1, 4, 9, 16, 8, 2, 15, 13, 13, 15, 2, 8, 16, 9, 4, 1. 


Iſt x >m, nämlich x=tm+o, fo bat man den nämlichen Ne, 
wie wenn s=a<m gefeht wäre, weil 


2 2 
x a” 
— N —⸗ 2 — . 
=t’m-+20t+ , 
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Hierand ergeben fich mehrere Folgerungen: 

1) Nimmt man x=1, 2,3... bis ind Lnendliche fort, fo wwie⸗ 
derholen fich die Reſte der Diviſion von x? durch m, und bilden eine 
aus m Bliedern beitehende Periode, Die Tafel TI gibt diefe Periode 
für die einfachften Diviforen an. 


2) Die Größe — infofern + 
ein Glied jener Periode ausmacht. Bezeichnet @ die NRangordnung 
diefes Gliedes, fo erhält man für x=a bei der Divifion von x? durch 
m den Reſter, und man bat in der Gleichung =imta, wo t eine 
beliebige ganze Zahl bedeutet, eine unendliche Anzahl von Auflö- 
fungen. 

3) Jedesmal wenn r in die Beriode fällt, bat man einen 
Werth von @ und eine Ähnliche Gleichung, welche ein Syſtem von 
Anflöfungen in fich begreift. 

4) Man braucht blos die halbe Periode zu berückfichtigen, weil 
das Wiederkehren des Reſtes in den von den Außerften gleichweit 
entfernten Stellen « und m—a eintritt, und aus dem letztern Wertbe 
feine neue Auflöfung weiter hervorgeht. 

Man bemerfe, dag. im Fallm einem Brodufte pp’ gleichgeltend 
iſt, x? —r nur durch m theilbar wird, Infofern es durch p und p/ fich 


2__ 
gleichzeitig theilen läßt. . * durch 


geeignete Werthe wie x=tp ta, x=t’/p' ta! ganzzahlig machen. Es 
bfetbt hierauf nur noch übrig, diefe Auflöfungen mit einander in Ueber⸗ 
einflimmung au bringen; denn die Wertbe von t und rt‘ müffen der- 
geſtalt gewählt werden, daß ſie für x die nämliche Zahl liefern. 
Man wird alddann 


ı— r zı—r xsto xta’! 
—— — / 7 
p p p p 
gleich ganzen Zahlen ſetzen, (ſiehe niedere Algebra $. 31). Wenn 
p ſelbſt in zwei Faktoren zerlegbar ift, wird man den erften Bruch 


durch zwei andere erfegen, u. f. f. 

















Beifpiele. L. Die Gleichung 13y—=x2+40 gibt —— u 


x2—12 
13 


oder 





= einer ganzen Zahl, In der halben Bertode des Divifors 
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13 finder ſich der Reſt 12 erſt in der Ste Stelle; folglich 
x 13t:+ 5, 


IL Der Gleichung x—17y+7 durch ganze Zahlen Gemüse ze 
thun, iſt nicht möglich, weil 7 fich in der Periode des Diviford 17 
sicht vorfindet. 


11. Für die Gleichung x?—4—12y haben wir 12:42 und 
+4, weil A in der 2ten und Aten Stelle der halben Periode des 
Divifors 12 vorfammt. 


IV. tm die Gleichung 3155—x’—46 in ganzen Zahlen aufzuld- 
fen, wird man x?— 46 durch 9, 7 und 5 theilbar machen, weil 315 
=9.7.5. Hiernach, wenn man die Ganzen anszicht, 

21 14 12-1 
go 7'758 











ganzen Zahlen. 
Die Berioden diefer Diviforen liefern a1, «'=2, «"—1;, man 
muß daher, ohne gegenfeitige Bezugnahme der Zeichen +, die Größen 
st1 xt2 st+i 


97 '" 











ganzzahlig machen. 


Dan findet endlich x—315ttk, wobei k irgend eine von den 
vier Zablen 19, 89, 26 und 44 bedentet. Hieraus 


+3=19, 26, 44, 89, 226, 271... und y=1, 2, 6, 25, 162, 233... 


6, 153. Um die Gleichung my—ax?+2bx+c in ganzen Zahlen 
anfzulöfen, multipficiren wir mit a, was uns gibt 
ay= (ax+b)2—(b?—ac) _ z’—D, 


m m 
indem ax+b=z, b?—ac=D gefeht wurde. Man fucht zuerfi die 


Anföfungen z=mt-ta, welche den Bruch * auf eine ganze Zahl 


bringen, Alsdann löſt man die Gleichung vom erſten Grad ax+b 
=mt ta auf, d. h. man nimmt nur diejenigen ganzen Werthe von 
t, weiche x ganzzahlig machen. Wenn a und m Primzahlen unter 
fich find, fo wird z2—D ein Vielfaches von a und m fein, weil 
durch a multiplieirt worden iſt; das Reſultat durch a dividirt wird 





4 
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fofort geben. Haben a und m einen gemeinfchaftlichen Faktor 3, 
fo muß derfelbe auch Faktor von 2bx+tc fein, Man fucht dann vor- 
erft die allgemeine Form der Werthe von x, welche diefe Bedingung 
erfüllen; nach vorgenommener Gubftitution verfchwindet der gemein. 
fame Faktor 3, 


Beifpiele, 1. Die Gleichung 7,=3x?—5x+2 wird mit 2 multipli⸗ 
eirt, damit der Soefficient von x gerade werde, Alsdann iſt a=6, b=—5, 
c=4, D—1. Die Größe z’—1 wird ein Vielfaches von 7 für z=1ut +1, 
Ueberdem iſt z=6x— 55 folglich *7t 41 und +3, 


II, Die Gleichung 11y—3x?—65x+6 laßt Feine Auflöſungen in 
ganzen Zahlen zu. 


II. Für 15y=6x2?—2x+1 verwandelt man zuvörderſt 2x—i in 
ein Vielfaches von 3, dem gemeinfamen Factor von 15 und 6, näm⸗ 
ih x=x’+2. Dadurch entſteht 5r—=18x?+221’+7. Zieht man 
die Ganzen heraus, fo erübrigt noch, 3x’?+2x/’+2 zu einem Biel- 
fachen von 5 zu machen. Dan finder: 

z=5t—3x! +1; folglich x’=3, z—=11, ferner 150’ +11. 


$. 154. Es handle fich jeßt darum, die Gleichung az?-+2byz + cy’—M 
in ganzen Zahlen aufsuldfen. Wir baben bier vier Fälle zu unter- 
ſcheiden. 


I. Fall. Es fei b2-ac—0, Indem wir die Gleichung durch a 
multipliciren, wird der erfie Theil derfeiben ein vollſtändiges Qua⸗ 
drat; nämlich Caz+by)’—aM ; es muß daher aM ebenfalls ein Qua—⸗ 
drat bh? darftellen, widrigenfalls ift dad Problem ungereimt. Es bleibt 
demnach noch die unbeflimmte Gleichung az+by=-+h aufzulöfen 
übrig. Für 42°—202y+2572°=49 fest man 22-5y=+7; woraus 
y=2t+1, z=btt1, 


I. Fall. Es fei br—ac<0, Die vorgelegte Gleichung kommt 
dann anf: 
(a2+by)?+Dy?=aM, u?+Dy%=aM 
zurüd, wenn man b-ac=—D, az+by=u macht. 
Demnach muß M pofitiv fein. Dan ſetzt hierauf y=0,1,2,..., 
und behaͤlt nur diejenigen Wertbe bei, welche aM—Dy? zu «einem 


vollſtaͤndigen Quadrat machen. Die Anzahl dergleichen Verſuche if 
11. 8. 16. Buch. 16 
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begrenzt, weil Dy?<aM. Gind y und u einmal beſtimmt, fo nimmt 
man nur diejenigen Zahlen, für welche fich z ald ganze Zahl herausſtellt. 
Für 32°—2zy+7y’—27 findet man 
(32—y)2-+20y?=81, 81—20y2—=u?, 3z—r—u, Hieraus 
+y=0 und 2, tu—9 und 1, +z=3 und 1. 


II. Salt. Es fei b—ac eine pofitive, quadratifche ganze Zahl 
k2, Wird abermals das Ganze durch a multiplicirt, der erfie Theil 
in feine Faktoren zerlegt; fo if die vorgelegte Gleichung gleichgel- 
tend mit 

[a2 +3(b-+k)]]az + y(b—k)]=aM. 

Bezeichnen f und g zwei Faktoren, welche aM bervorbringen, 

und feben wir fie denen des erfien Theils gleich; fo kommt 


_f-g = f—y (b+k) 
a 
Nachdem man alfo aM auf alle mögliche Arten in zwei Faktoren 
zerlegt hat, nimmt man dieſe nach und nach, den einen für f, den au 
dern für g an, und behält nur diejenigen Syſteme bei, welche vor- 
erſt y und dann z in ganzen Zahlen beftimmen. Zu diefen Auflöfun- 
gen find dann noch jene hinzuzufügen, welche man dadurch erhält, 
dag man den ‚Faktoren f und g die entgegengefehten Zeichen beilent. 
Die Gleichung 22?+952+7y?—=38 wird verdoppelt, um den Coef⸗ 
fieienten von yz in eine gerade Zahl zu verwandeln. 
Man bat dann 
=4, b=9, c—14, k=5, aM—304, 
Die Zerfällung von 304 in zwei Faktoren Tiefert folgende Reſultate: 
2><152-—8><38=4>x76=1><304=16><19, 
von denen die beiden erfien Syſteme allein genügen, und geben 
+ty=15 und 3, +z==53 und 1. 


IV. Fall. Es fei b—ac eine pofitive, nicht quadratifche ganze 
Zahl, Um das, was wir bier zu bemerfen baben, befier mit dem 
früher Geſagten vergleichen zu können, wollen wir die vorgelegte 
Gleichung unter der Form Az’—2ozy—ıy?=P hetrachten, Die tere 
tionalen Wurzeln der Gleichung Axd—2aı—Lk, mo t=a?-rAk eine 
poſitive ganze Zahl, aber Fein volftändiges Quadrat iſt, denke man 
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fich in Kettenbrüche entwidelt. Aus der Gleichung (f) ($. 144) ergibt 
fih nun, dag * den dem vollſtändigen Bruch — vorhergehen⸗ 


den Näherungswerth ausdrückt, wenn die Bedingungsgleichung 
An?—2cnn’—Ikn”?—+P 


befriedigt wird; dabei hängt das Zeichen von P von der geraden 
oder ungeraden Rangordnung jened Näherungsbruches ab. Stellt 
man diefe Gleichung mit der vorgelegten zuſammen, fo erkennt man 
fofort, daß z—=n und y—n’ der Aufgabe genügen, wenn das Vorzei⸗ 
chen von P beiderfeits einerlei ift. Um alfo die Wertbe von y und 
z zu erhalten, entwicdele man die Wurzeln von x in Kettenbrüche. 


Finden ſich dann unter den Brüchen re, HE, . . folche, 


deren Nenner mit dem zweiten Theil P er vorgelegten " Breihung 
übereinstimmt: fo bleibt man in dem Kettenbruche bei dem durch 
den vorhergehenden vollftändigen Bruch gegebenen Slede ſtehen, und 


ſucht hierauf den entſprechenden Näherungswerth — , woraus die 


Auflöſung zn, y—n’ entfpringt. Dabei muß aber Diefer Näberungs- 
wertb von gerader Rangordnung fein, wenn P pofitiv if, und von 
ungerader, wenn P negativ iſt, wofern die Entwicklung der größern 
Wurzel angehört; das Gegentheil gilt für die Fleinere Wurzel, Je⸗ 
der in einer paffenden Stelle befindliche vollftändige Bruch Yiefert 
eine Auflöfung, fo daß aus jeder in einer Periode vorgefundenen Auf 
Kfung ſich unzählig viele andere Wertbe für z und y ableiten Taffen, 
welshe der vorgelegten Gleichung ebenfalls Genüge thun. 

Es fei z. B. die Gleichung 22?—1äyz+17y’—5 gegeben. Im Par 
ragrapben 142 murde gefunden, daß in der Gleichung 2x3-—14x+17=0 
die kleinere Wurgelx—=1, 1, 1 (3, 2) ift, und daß der zweite voll- 
fländige Bruch 5 zum Renner bat, Der in einer ungeraden Gtelle 


befindliche Näherungsbruh — - gibt die einzige Auflöfung z=1,y=1, 
weil bier die Periode feine weitere Beachtung verdient. 

Beträge der zweite Theil + 3 anflatt 5, fo iſt die Gleichung 
durch ganze Zahlen nicht lösbar, weil die vollſtändigen Brüche, 
denen der Nenner 3 angehört, geradftellig bei der größern, und um- 
geradſtellig bei der kleinern Wurzel find, mithin im Feiner pafienden 
Stelle ſich befinden, 





16* 
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FR aber der zweite Theil — 3, fo bleibt man In der Entwid- 
fung der größern Wurzel x=5(2,3) bei den Stellen 1,.3, 5, 7... 
ſtehen, weil die darauf folgenden Brüche 3 zum Nenner haben; dar- 


38 299 


aus entfpringen die Näberungshrüche 4 iz die eben. 


foviele Auflöfungen Tiefen. Die kleinere Wurzel x=L, 1, 1(3, 2) 
gibt ebenfo in den Stellen 2,4,6 . . . . die Näberungsbrüche 


2» 186 Folglich bat man für Ly—1,7,55 ..... die zu⸗ 


175° 
gehörigen Wertbe 2*86, 38,299... . oder 2, 11, 86... 
Macht endlich der zweite Theil 2, fo finder man äbnlicherweife 
+y=0, 2, 16, 126, 992, ... mit 
+z—1, 11, 87, 685, 6393 0 0 oder 1, 3, 25, 197, 1551 0.0. 


J. 155. Das eben andeinandergefeute Verfahren gibt zu einigen 
Bemerfungen Anlaß: 


1) Da die Näberungsbrüche nicht weiter reducirbar find, fo 
erhält man auf folche Weife nur die Auflöfungen in relativen Prim. 
zahlen. Dan nehme daher an, daß die vorgelegre Gleichung durch 
Zahlen, welche einen gemeinfchaftlichen Faktor 3 befiten, wie z—Iz’, 
y=dy/, befriedigt werde. Dan bat alsdann 

32(az/2+2bz’/y/’+cy/2)—P, 


woraus hervorgeht, daß P ein Vielfaches von 3° iſt. Bezeichnet P’ 
den Quotienten von P durch 32, fo bleibt nur übrig, aus einer der 
vorgelegten ähnlichen Gleichung, deren zweiter Theil P’/ if, die 
Werthe z/ und y’ abzuleiten. Sol demnach die Aufdfung nicht 
bloß in relativen Primzahlen gefcheben, fo find ebenſoviele Gleichun⸗ 


gen, die bloß binfichtfich ihres zweiten Gliedes P’— at) von ein⸗ 
ander unterfcheiden, aufzuſtellen und in relativen Primzahlen zu löſen, 
als P quadratifche Faktoren befist. 


Es fei 3.8. die Gleichung z°+227—5y?=9, weiche keine Auf. 
löſungen in relativen Brimzablen zuläßt. Da 9=3? if, fo löſt man 
die Gleichung z/?+22/y’—5y'—1. Für die Hülfsgleichung x’+2:—=6 
finder man 


* 
4 =14, DB, nr, — ꝛe. 
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ferner x=1(2,4), und die Näberungsbrüche, ry 7 7 —* 
Die Glieder dieſer Brüche find die geſuchten Werthe von z’ und 5. 
Indem man diefelben oben und unten mit 3 multiplicirt, erhält man 
endlich 

+z=3, 9, 87, 861... mit +y7=0-6, 60, 694... . 


Die zweite Wurzel von x gibt feine neue Auflöfung. 


2) Da die Nenner der vollftändigen Brüche <2Y'r find, fo 
darf man nicht hoffen, wenn P diefe Grenze überfchreitet, dasſelbe 
unter jenen Nennern anzutreffen; unfer Verfahren reicht alfo hier 
nicht mehr aus, um die Auflöfungen kennen zu Ternen. Dan febe 
dann y=nz+fy/, wo f einen Faktor von P, dergeflalt daß P=P/f 
it, und n eine belichige ganze Zahl darſtellt. Gubftituirt man 
diefen Werth von y, fo Fommt 


rien hen) 724 aylz(b+n)+eiy/2=Pt, 

Man mache den erfien Eoefficienten durch einen fchiclichen Werth 
von n ($. 153) zu einer ganzen Zahl. Bei jedesmaligem Borfommen 
von b?—ac in der halben Beriode des Divifors f wird man Werthe 
von In erhalten, and ebenfoviele Gleichungen von der Form 

Az?-+2By’z+Cy‘2=P', 
in denen GC, P’/ und B2—AC einerlei find, su Iöfen haben. Dan 
kann biernach P auf P/<2Y’t, und felbft bis auf P=L1 redueiren, 
a+2bn-+cn? _, 
wenn man y=nz+Py’ fest. Wird — — für keinen Werth 
vonen, zwiſchen den angegebenen Grenzen, eine ganze Zahl, ſo iſt 
die Auflöſung unmöglich. 
Es ſei die Gleichung 6622 — 18y2 4y34. Nimmt man f=17, 


— 2 
ſo muß 66 un eine ganze Zahl werden. Für n=2 und 16 


if dieſe Bedingung erfüllt. Man erbält damit 
y=17y’+2z oder +162, 22? 14y/2+ 177/22, 

Die eine der trandformirten Gleichungen wurde im vorigen Pa⸗ 
ragraphen gelöſt; die andere unterfcheider fich nur rückfichtlich des 
Zeichens von sy’. Dan finder endlich folgende Auflöfungen : 

+ z=1, 11, 81,...3 25... mit + y=2, 56, 446... .40, 322. ... 
oder mit +y>=16, 142, 1120... 14, 128, 
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3) Haben die 3 Zahlen a, 2b und c einen gemeinfamen Faltor f, 
fo muß P auch durch f theilbar fein, und man fann dieſen Faktor 
weglafien. 


4) Bau kann anch nachweiſen, daß anf dem vorgefchriebenen 
Bege alle Auflöſungen jn ganzen Zahlen gefunden werden, was wir 
bier unterlaflen wollen. 


Aumerfungen. 1) Eine der beiden Zahlen x und y befike mit 
P einen gemeinfchaftlichen Faktor, 3.8. „—fy’, P=P'f. Al 
dann kommt 


— 224 2bzy/+cfy°=P'; 
Da nun z, ald relative Primzahl gegen y, nicht durch f theil- 


bar iſt; fo muß — eine ganze Zahl fein. So viele gemein- 
f 


fchaftliche Faktoren daher a und P haben, fo viele verichie- 
dene Sleichungen erbält man, welche nicht blog in relativen 
Primzahlen zu löſen find, fondern in welchen auch y' und P’ 
feinen gemeinfamen Faktoren mehr befipen. 

2) Es ſei z=a und y=ß eine Anföfung der Gleichung 
az?+2bzy+cy=P. Dan feße z=oz’+ky’ nad y=32’+1y‘, mo 
z’ und y’ die neuen unbefimmten, k und I hingegen zwei will- 
kührliche Größen darfiellen, die wir dazu benupen wollen, um 
das Glied y’ z’ in dem durch Subftitution diefer Werthe ent- 
fiebenden Reſultate zum Berfchwinden zu bringen. Hiernach 
erhält man 
Pz!?+y/%2(ah?+2bkl+cl2)=P und klaa+bP)+I(ba+Bc)=O. 
Der letzteren Gleichung gefchieht Genüge durch 

k=+(ba+ße) und =+(aa+bP), 
Es ergibt fich hiernach: 


z=az/+y’(ba+ßc), y=ßz’—y’(ac+bß) und 
z2—ty?—+1, wo 1=b’—ac if. 


4. 166. Mit großer Leichtigkeit laſſen fich unfere Rechnungs⸗ 
operationen an der Gleichuug z—y=ri ausführen. Dan ent- 
wickle deshalb Fr in einen Kettenbruch Yr=ulu‘,u”’,,.u‘, 20), 
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und bleibe nur bei den vollfländigen Brüchen, deren Nenner 1 if, 
fieben, nämlich bei den ungeradftelligen für +1, und den geradftelli- 
gen für — 1. Nun iſt aber bewiefen worden ($. 149), daß bloß die- 
jenigen vollſtändigen Brüche, abgefeben von dem erſten Y’t, mit dem 
Nenner 1 behaftet find, welche das leute Glied 20 der Periode geben und 


die Form baben. Die Näherungshrüche —, welche dem je 


desmaligen Wiederfehren des dem 2u vorbergebenden Gliedes u 
entfprechen, geben folglich, wofern fie fih in paffenden Stellen be- 
finden, +z=n, ty=n‘; dabei fliehen diefe Zeichen in Feiner gegen- 
feitigen Beziehung zu einander. Beſteht die Periode aus einer ge- 
raden Anzahl von Gtiedern, fo gibt jede Periode eine Auflöfung der 
Gleichung Z—ty’—=+1, während in folchem Falle die Gleichung 
z2—ty:=—1 durch ganze Zahlen nicht lösbar iſt. Sind die Glicder 
der Beriode aber in ungerader Anzahl vorhanden, fo gefchieht der 
Steichung 22 —ty=—1 dur die ungeraditelligen Näherungsbrüche 
Genüge, während die Gleichung z’—ıy?—=+1 durch die geradfielli- 
gen befriedigt wird, 


Beifpiele. 1. Für die Gleichung 2? — 14y?= +1 bat man Y14 
—3(1, 2,1, 6). Da das der Zabl 6 vorhergehende Glied 1 Bloß in 
geraden Stellen erfcheint, fo kann der Gleichung 2 — 14? = —1 
durch ganze Zahlen fein Genüge geleitet werden. 

Für die Gleichung 22? — 1dy?—=+ 1 bingegen Tiefern die Ket- 
tenbrüche 





1 15 449 13456 
0’ 120’ 3596 * 
folgende Wertbe, in denen übrigend die Zeichen beliebig find: 
14, 165, 449 .... + —=0,4,120,.. 


II. Es ſei 2-13 = +1. Man hat Y 13=3(1, 1, 1, 1,6); 
die dem Wiederkehren des Gliedes 1, das der Zahl 6 vorbergebt, 
entfprechenden Nähernngsbrüche find: 
1 18 649 23882 
z—i, 649... ,y=0, 180... für +13; und 
z=18, 23882 ,.., J=8, 6485 .... für —1. 
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DI. Es ſei z°—3y7°=1. Dan hat Y3=1(1, 2). Sämmtliche 
Rähernuugsbrüche 
1 2 7 26 97 362 


oo’ Ti 567209 °°** 


liefern Anflöfungen, welche nicht mehr Rattfiaden, wenn der zweite 
Theil — 1 if. 
IV. Für die Gleichung 222651 geben die Brüche 
4,9, 38, 161, 682, 2889 
oa m at‘ 
abwechfelnd Auflöfungen in +1 und in — 1. 


Anmerkungen. 1) Um aus einer Auflöfung der Gleichung 
z?—ty’—1, die immer möglich iR, unendlich viele abzuleiten, 
faun man folgendermaßen verfahren: 

Es fi a — 1? =1, Man ſetze + t-y=(la+ßV )r(1), 
und nchme für m eine belichige pofitive, ganze Zahl, Die 
Entwidelung von (a + BY ı)= enthält einen rationalen und 
einen irrasionalen, mit dem Faktor Vt bebafteten Theil. Der 
rationale iR 2, der irrationale, durch Fr dividirt, y. Da 
diefe Beſtimmung keineswegs von dem Zeichen von Yt ab. 
bängt, fo hat man gleichzeitig 


(SV U"=z—Vt...(2). 
Multipliciet man die beiden Gleichungen (1) und (2) mit. 
einander, fo entficht 
zZ —yI—(od — BA)—1m—1, Die Wertbe 
„— (tr m und 


__ (a+ Bft )r— (a— By)" 
* ayt 
genügen daher der Gleichung zI—ty3—1, welche ganze Zahl 
der Erponent m auch fein mag. 
Für die Gleichung z?—19y2=1 bat man «170, B=39. 
Hieraus + YY19=(170+39Y19)=, Getzt man m—0,1, 2% 
fo findet man z=1, 170, 57799 . . . , y==0, 39, 18260..... 


2) Im Fall *— 18? =—1, oder die Anzahl der Glieder der 
Beriode ungerade ik, ßeht man bald, daß die geraden Po⸗ 
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tenzen von (a+ßYD der Bleichung z2?—ty?=+1, und die 
ungeraden Botenzen von (a+ßY’'t) der Gleichung Z—-t’—=—1 
Genüge thun. Denn ſetzt man (a+Pyı)?a+=z+tyYVit, fo hat 
man B—ty=(—1)mtı——, 


J. 157. Es ſei die ungerade Zahl N=2m+1 gegeben. Denkt 
man fich diefelbe in ihre Theile m und m+1, ferner jeden der Theile 
wieder in zwei andere zerlegt; fo kann man diefe Theile immer der. 
geſtalt wählen, daß ihre refpektiven Produkte einander gleich werden, 
nämlich: 

xt r/=m, y+y=m-+1, xx/=yy’, 

In der That ergibt fich durch die Elimination von x’ und y’/ das 
Reſultat „2 —x?=(m-+1)y—ımx, 

Diefe Gteichung läßt fich, wie fo chen gezeigt worden, auflöfen, 
wenn man 

ı=;(z+m), y=3;(t+m+1) 
fest; es entſteht dann 
t?—z2—=(m+1)%—m?—=2m-+1=N, 


Um alfo ı und z zu finden, wird man N in zwei folche Theile 
zerfällen, daß diefe Zahl die Differenz ihrer Quadrate abaibt. 
Stellen nun «= und 4 zwei ungerade, das Produft N bervorbringende 
Faktoren dar, d. 5. N=aß; fo fommt: 

(t+z)lt—z)=aß, t+2=0, t—z=Pß. Hieraus 
—etß „_ a—ß _;a-P)tm ;latß)tm+i 
ey ET 2 " 

Da a und B ungerade Zahlen bedeuten, fo find (a +£) ganzzahlig, 
und man fieht leicht ein, daß eine diefer Zablen gerade, und die an⸗ 
dere ungerade if. Damtt aber x eine ganze Zahl werde, muß m gleich- 
zeitig gerade oder ungerade mit !(a—PB) fein, welche Bedingung y 
ebenfalls zu einem Ganzen macht; 3. 3. für N=105=2-52+1 bat 
man, wenn 105 in 35><3 zerlegt wird, 

t=19, z=16, m-52, x=34, y36, 48, v=17, 
und in der That iſt 
34>x18=36x.17=612, 

Zu bemerken if, wenn man A=1 für den einen Faktor von N, und 

o=2m+1 für den andern nimmt, daß =m-1, z=m, iſt; 
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die vier Theile von N redueiren fich daher auf zwei. Aus dem eben 
Geſagten folgt dann, daß jede ungerade Zahl die Differenz der beiden 
Quadrate (m+1)2-—m? if, wie wir es fchon in der niedern Algebra 
($.44) angeführt Haben. Diele Zerlegung in zwei Quadrate Tann 
auf mehrere Arten bewerkfichigt werden, wenn man für die das Pro⸗ 
daft 2041 erzeugenden Faktoren « und 4 ſolche Zahlen nimmt, 
daB I(06) gerade oder ungerade mit mifl. Wird die Zahl 2m+1 
aber eine Primzahl, fo läßt fich diefe Zerfälung nur auf eine ein⸗ 
zige Weile zu Stande bringen. 


$. 158. Wir wollen noch die allgemeine Gleichung vom zweiten 
Grade in ganzen Zahlen auflöfen; fie fommt auf die fchon früher be- 
bandelten zurück, wenn man die Blieder, in denen die Unbefanuten 
fih auf dem erften Grade befinden, wegſchafft. Zu dieſem Behufe 
mache man 
chz’/+a,y=ly/+ß, ferner 2a@ + 2bß+d=0, 2Bc+2ab-+.=0,..(1), oder 


er ee, 
‚B= 








o= 


wo b?—ac=D geſetzt moren, 


Es if nun Klar, daß diefe Transformation nur von Nutzen if, 
wofern z/ und y’/ gleichzeitig mit z und y Sanze find. Wir ſetzen 


deshalb die unbeftimmten Größen L=I= an’ nämlich : 


/ — — 
A 

Die gefuchten Werthe von z’/ und y’ werden ganzen Zablen für 
z und y entiprechen; das Umgekehrte bat jedoch nicht flatt. Man 
wird alle Auflöfungen in ganzen Zahlen von z’/ und verwer⸗ 
fen, welche z und y nicht dazu machen. Auf folche Weife wird man 
fämmtliche verlangten Werthe befommen, mwofern man für z/’ und y’ 
nur diejenigen Auflöfungen beibebält, welche die geeignete Form 
baben ($.139). 

Multipliciren wir jegt die Gleichung (1) bezüglich mit « und 2, 
und addiren die Reſultate; fo finden wir 


2 
-(ac? 2b06082) = ar _ ZZ te . 
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Bezeichnen wir den Zähler durch N, fo if die transformirte Gleichung 
az/?+ 2bz’y/+cy!?+4D2f+ND=O (3), 
die wir aufzulöfen wiffen. 


Iſt b3—ac=0, fo läßt fich diefe Rechnung nicht mehr bewerkſtel⸗ 
ligen. Multipliciren wir aber die Gleichung mit a, fo bilden die 
drei erfien Glieder das Quadrat von (az+by). Der Reſt der Rech 
nung bietet Feine weitere Schwierigkeit dar, wenn man dieſes Binom 
=z'! fegt. . 

Es ſei 722—22y+3y2—30z+10y+8=0, Die Gleichungen (2) 

_. 2/80 _ y’+40 

find bier z= I’ y= — . 

dadurch zu Ganzen, daß der den Tonftanten gemeinfame Factor AO 

folche8 auch von z’ und y’ ift, welche man mit 40 z’ und 40y’ ver- 

taufchen Fann. Auf diefe Art gebt der Faktor 40 fort, und man fekt 
2=21+2, y=,!—1} 72/%—27'y/+3y/3=27, 

Die letztere Gleichung wurde im $. 154 gelöft, fie gab und tz’ 
=o und 2, Ly/=3 und 15 folglich bat man 24, 0, 2 und 2 mit y 
=0,—2, 2 und —, 





Es werden aber v und z nur 


$, 159. Wil man in der Gleichung az?+2bzy+-cy2-+dz+sy+f=O 
für z und y bloß rationale Wertbe finden, es feien ganze oder ge- 
brochene Zahlen, fo Iöfe man die Gleichung in Bezug auf y anf. Es 
entſteht dadurch ein Ausdrud von der Form: y=az+ß-+Y (nz?+mz-+p). 
Die ganze Schwierigkeit befteht nur darin, für z Werthe gu finden, 
welche die Größe nz?+mz-+p zu einem volllommenen Quadrat machen. 
Bezeichnet (zx+u)? diefes Quadrat , fo ift 

n22+-mz-+p=2?x?+2zxu-+u?, 

Es gibt hiernach drei Fäle, in denen z und y rational werden 

können. 


J. Fall. n ſei ein pofitived Quadrat: Man nehme x’=n, als⸗ 


2 
dann z= ——- ; folglich z rational, welchen Werth auch u haben mag. 


IL Fall. p fei ein pofitives Quadrat: Man mache u2=p, alt. 


dann zu ZT, folglich z sational für jeden Werth von x, 








n—ı3 / 
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II. Fall, nz2?+mz+p fei in zwei rationale Faktoren (f+gz) 
(h-+kz) zerlegbar: Man ſetze (f+gz)x=Y (h+kz)(f+g2), alddann 


2_ 
(f+gz)x’=h+kz, woraus —5 folglich z rational für jeden 
Werth von x. 


Unbeſtimmte Gleichungen höherer Grade. 

$. 160, Um die Gleichung my—a+rbx+cx?+.,,. ıxe in gan- 
sen Zahlen aufzulöfen, bemerken wir vorerfi, daß, wenn x—a der 
Gleichung genügt, fofort alle in der Formel s—atmt begriffenen 
Werthe mit diefer Eigenfchaft behaftet find, wor eine belichige ganze 
Zahl bedeutet, weil durch Subflitution dieſes Werthes flatt x der 
weite Theil die Form arbatca?+.... +mT annimmt, welcher 
Ausdruck offenbar durch m theilbar if. Wäre «a >w, und nähme man 


hatt t das in — enthaltene Ganze, fo fiele der Werth x=a mt 


swifchen +5m und — Im. -Hat alfo die vorgelegte Gleichung eine 
Yuflöfung in ganzen Zahlen, fo gibt es eine unendliche Anzahl an- 
derer, umd zwar ift in jedem Syſtem a +mt wenigſtens ein Werth von 
z<!m, Dividire man diejenigen von den Eoefficienten a,b,c..., welche 
>m find durch m, und zieht die Ganzen daraus; fo wird das Pro 
blem vereinfacht. MWebrigens iſt es zur Auflöfung der Gleichung bin- 
reichend, nach und nach für x alle ganze Zahlen unter z m gu pro⸗ 
biren. Sind einmal die einfachen Zahlen «gefunden, fo bat man 
alle übrigen in der Formel x=a + mt. 


Es fei die Gleichung 

2322 8 
TAT t 63; wor art, 
Nimmt man bieranf x=0, 1, 2, 3 und A, fowohl mit dem Zeichen 
+ als —; fo erfennt man bald, daß x=2 und +1 allein genügen; 
es find dieß die Wertbe von a in der Bleichung s=a+7t, welche 
ale Auflöfungen in fich begreift, und uns in Stand febt, die ent- 
fprechenden Wertbe von y zu beflimmen. 


$. 161. Die allgemeine Gleichung zwifchen zwei Unbekannten, 
von denen nur eine auf der erſten Potenz vorkommt , ift 


„da+b’stox?,, Jatbıtcı?,., 





Unbeſtimmte Gleichungen böberer Grabe. 253 








Um alle Auflöfungen in ganzen Zahlen zu erhalten, ſetzen wir 
al+b/’xtc/s?2,...—m/,atb+c?,,.=m, 


woraus m/y=m,. Eliminiren wir x aus den beiden erfien Gleichun⸗ 
gen, fo werden wir zwifchen m und m’ eine Gleichung von der Form 
A+Bm-+Cm/’+Dm’?+Emm’+Fm?.,, =0 
finden. Durch Gubfitution von m— m/y wird diefe Gleichung in 
A+Bm/y+Cm’+Dmy2+,,...=0 


übergeben. Da bier alle Glieder, mit Ausnahme des erflern, durch 
m’ theilbar find; fo muß es A ebenfalls fein, wofern x und y ganze 
Wertbe bekommen follen. Wir müffen demnach alle Theiler a, 6, 7... 
von A fuchen. Es find dieß die einzigen Werthe, welche m’ haben 
kann. Nehmen wir fueceffive jeden jener Theile für m/, fo werden wir 
die Gleichungen 

o=al+b/xte/x?..., Pmarb/st ...‚matbix... ⁊Ä.. 


erbalten, aus welchen die ganzen Wurzeln zu fuchen find. Dieienigen 
diefer Wurzeln, vermittelft weicher m ein Vielfaches von m’ wird, 
werden allein der Aufgabe genügen. 


Die Weitlänfigkeit der Rechnung, welche die obengedachte Eli⸗ 
mination erbeifcht, um die Zahl A Fennen zu lernen, wird dadurch 
um Vieles verringert, daß man m und m’ gleich Nut fest, d. h., 
dag man den gemeinfchartlichen Sheiler zwifchen den Polynomen 
al+b/s+.., und arbx+ „.. ſucht; dabei- darf man aber nicht die 
numerifchen Faktoren, mit welchen fämmtliche Glieder eines der 
Reſte etwa bebafter fein könnten, wegflreichen, wie man folches bei 
der gewöhnlichen Auffuchung des gemeinfchaftlichen Theilers zu thun 
das Necht hat. Diele Operation Liefert und den Werth von A in dem 
Sinalreftz denn wäre ein gemeinfchaftlicher Theiler vorbanden, fo 
würde man ibn in der vorgelegten Gleichung unterdrücken. 

Es fei y(32-3)1241. Das Auffuchen des gemeinfchaftlichen 
Theilers zwifchen x?—3 und x?+1 führt auf den Finalreft 10, deſſen 
Theiler 1, 2,5 und 10 find. Nehmen wir diefe vier Wertbe ſowohl 
mit dem Zeichen + als — flatt m’ in den Gleichungen 

3 -3=m‘, ?+1=m, 
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fo finden wir, daß nur folgende Werthe zuläffig finds 
m’——2, woraus x=1, m=2, y-—i 
m—+b, x=2, m=5, „+15 
ed find dieß die zwei einzigen Auflöfungen. 

Bir wollen uns mit den Gleichungen, in denen die beiden Un— 
befannten auf höhern Potenzen vorfommen, nicht weiter befchäftigen, 
weil man Feine allgemeine Methode zu ihrer Auflöfung beſitzt; für 
jeden einzelnen Fall gelangt man nur durch ganz befondere Verfahrungs⸗ 
weiſen dazu. 


Anmerkung. Diejenigen Leſer, welche über die in dieſem 
Kapitel behandelten Gegenſtände noch näher ſich unterrichten 
wollen, verweiſen wir auf folgende Werke: 

Den zweiten Theil von Eulers Anleitung zur Algebra, nach der 
franzöſiſchen Ausgabe von Lagrange, mit Anmerkungen über⸗ 
ſetzt von Ph. Gruſon. Berlin, bei Lagarde. 

La Grange, Auflöſung numeriſcher Gleichungen, überſetzt von 
A. C. Crelle. Berlin, bei Reimer. 

K. F. Gauss Disquisitiones arithmeticæ. Leipzig, bei Fleiſcher. 

Essai sur la theorie des nombres par Legendre. Paris, 

Memoires de l’academie des sciences de Paris: Annee 1772 ec. 

Die Abhandlungen der Akademie zn Berlin von den Fahren 
1767 —1776 ꝛe. 

Verfchiedene Bände, (namentlich X und XI) des Kournals für 
reine und angewandte Mathematik, herausgegeben von Erelle. 

Anfangsgründe der höhern Arichmetif von Minding. Berlin, 
bei Reimer. 


_ Beſtimmte Gleichungen höherer Grade, 


9. 162. Es feilx=0 eine Gleichung, welche dergeftalt zubereitet 
worden, daß fie weder commenfurable, noch vielfache, noch mehrere 
gwifchen zwei fueceffiven ganzen Zahlen gleichzeitig Tiegende Wurzeln 
befigt ($. 75.) Angenommen, daß für jede irrationale Wurzel die 
ganze Zahl a, weiche zunächft Kleiner als die gefuchte if, befannt 
fet, wollen wir nun zur genauern Beſtimmung derfelben fchreiten. 
Der im Paragraphen 133 gegebenen Regel zufolge machen wir 


mat * Dieſer Ausdruck in [x=0 eingeführt, liefert die trans. 
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formirte Gleichung fi x’—=0, von derfelben Ordnung wie die vorge⸗ 
legte. Der Voransfegung gemäß wird. diefe Gleichung nur eine ein⸗ 
ige pofitive, die Einheit überfleigende Wurzel zulaffen, welche dem 
Werth von x entfpricht, deſſen ganzzabliger Beſtandtheil « if, und 
den näher zu kennen es fich handelt. Wir nennen 8 die ganze 
Zahl, weiche unmittelbar Kleiner ald jene Wurzel x’ ift, und feben 


x/—ß+ Sp Aus der Subftitution des letztern Werthes in fix/=O cnt- 


fpringt die transformirte Gleichung fax’/’—0, die ebenfalls nur eine 
pofitive die Einheit übertreffende Wurzel hat. Durch ein fo weiter 
fortgefeßtes Verfahren lernt man nach nnd nach die Glieder a, ß, 7... 
des die Wurzel x darftellenden Kettenbruches x=.a, ß, 7. . . kennen, 
defien redueirte Werthe abwechfelnd größer und Heiner als der wahre 
Werth find, dem fie um fo näher Tiegen, zu je fpätern Gliedern fie 
gehören; dabei vermag man den Grad ihrer Annäherung anzugeben. 

Was die Berechnung der PBolnnome fı,fa,... anlangt, fo iſt 
diefeibe äußerſt leicht. Es ſei nämlich 

ki + pat 4 gi? +... rum, 
Gebt man x=a-+t, fo ergibt fich 
fa+tflarp 2if!c+ ...+hü=0, 


Hier if aber = folglich, wenn das Ganze durch x multi. 


plieirt wird, 
ſœxſi + ax... +. 

Die Ausdrücke fa, a... find nichts anderes als die Wertbe 
von fx und den zugehörigen Derivationen, wenn man dafelbft a ſetzt. 
Man berechnet alfo vorerft dieſe Eoefficienten und ſubſtituirt fie dann 
in die vorige Gleichung. 

Bir wollen unfere Metbode auf die Gleichung x?—2x—5=0 an⸗ 
wenden, deren einzige reelle Wurzel zwifchen 2 und 3 liegt ($. 94). 

Macht man x=2 in x®—2x—5, 3x’—2, 3x und 1, fo findet man 
—1,10, 6 und 1 zu Eoefficienten der Gleichung in x’. 

Es liegt aber x’ zwiſchen 10 und 11, und man findet auf ähn⸗ 
liche Weife für die Gleichung in x’ die Eoefficienten 61, — 94, 
— 20, — 4. Hiernach Reben folgende Reſultate, wobei man fih der 
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Mühe überhoben bat, die Potenzen von x, x’, x’/ zu fchreiben, indem 
fie hinlänglich durch die Stellen der Glieder angedenter find: 


fk= 3? +0 — 2r— 5=0 Ganzes 2, 
i =—- 1+ 10+ 6+1=0,,..10 
= 1—- 94 — 2— 1=0..,..4 
fz —— d— 3+ 9+61=0,... U 
f. 71 — 123 — 187 — A=0,... 2, 


f; =— 462 +13 4 303 4 71 - 0 .... 4, 


fg 4195 — 407 — 883 2 On... 3. 
Kolglih =2, 19, 1, 1, 2, 1 8.... - =, 09455... ., 


ein Werth, welcher bis auf 5 Decimalfiellen richtig iſt, weil er von 
dem wahren nicht um [1 : ] abweicht. 


Die Gleichung xI-x?—-2xr1=0 bat ihre drei Wurzeln reell, 
und zwifchen 1 und 2, O nad 1, — 1 und — 2 eingefchloffen. 


Um der erftern näber zu kommen, haben wir: 
f ve. x? — x2 — 2% + 1 — 0 Ganzes 1, 


i...- 1— 1+ 2+ 10 ....1, 
) 7 1 — 3 — 4 — 1=0 eo. 4, 
a... — 1+ 20 + 9+ 1=0 ....20, 
2... 1-31 — OD 10... 


fg... — 197 + 5668 + 6995 + 11 =0 .... 3 
fg ser. .2059 —1216 —1205 — 197 — 0 veo,o 1. 
ꝛc. 


Alſo x—1, 1, 4, 20, 2, 3, 1, 6, 10, 6, 2= —— 1, 8019377358, 
Die zweite Wurzel wird auf ähnliche Art gefunden. Bon der 

zweiten Operation an erhält man die transformirte (2) wieder, wor⸗ 

anf fich die Gleichungen 3, 4, 6... wiederholen; bierang 

573683 

1289064 


Für die negative Wurzel vertaufcht man x mit —x, und be- 
fommt dann 


0,2, 4, 20, 2, 3, 1, 6,10, 5,2 = —=0, 4450418679, 


715371 


21,4, 20, 2,8, 16,10, 6, 2= 573653 


= 1, 2469796037, 


| 
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Wir flogen bier anf eine diefem Beifpiele eigenthümliche Son. 
derbarfeit, welche darin befteht, daß die drei Wurzeln aus den näm⸗ 
lichen Gliedern zuſammengeſetzt find, weshalb man die Rechnung nur 
für eine Wurzel zu machen nöthig bat. 


Für k—= 232 — 14x + 17 = 0 Ganzes 5 
hat mant =— 3 +6 + 2=0,....2 
hh =+ 2 — 6 — 3=0 ,,,.93 
a =— 3+6 + 2=0,,..2 


Dan finder fi wieder; folglich s— 5 (2,3) wie in 8. 142, 


$. 163. Wir wollen jet die Mittel auseinander ſetzen, ver- 
mittelft welcher fich diefe Nechnungen abkürzen laſſen. Dan ſei im 
der Entwicelung des Kertenbruches au, B, y... v bis zum Gliede 


yi fortgefchritten , fo daß — und — die beiden legten Näherungs- 
wertbe darfichien. Aus der Gleichung G($. 135) folgt, wenn z den 
noch übrigen Theil des Kettenbruches bezeichnet, 


— 





* —__ 1 Ä in 
— =— * + aan)’ infofern man die Divifion 
beginnt und erwägt, daß m/in—mn’=L1, 


Bedentet 5 die Differenz zwifchen x und dem Näherungswerth 


* oder — —x, ſo dat man n/’x—n=—n/d, woraus 
— mm⸗ 1 
= + Zar 


Es ſtellt zwar bier x die Wurzel dar, der man näher kommen 
will, und z einen davon abhängigen Werth; jede der andern Wur⸗ 
zeln xı,xa, x3 . . . der vorgelegten Gleichung gibt aber eine ähnliche 
Gleichung, fo daß man hat, wenn 2’, 2’... die zugehörigen Wertbe 
von z find: 


/ 1 ‘ 1 
a tr rt gt 
Werden diefe G—1) Gleichungen addirt, und der Kürge halber 
1 
A=7T+ + u... geſetzt, fo Haben wir 
/ 
z/+zll2z! m 7G-)E a 
U. Bd. 18 Buch. 47 
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Die ans der vorgelegten durch die Subſtitution von s— — 
entſpringende Gleichung in z bat die Form Azi_ + BEr'+r...=0 
deren Summe der Wurzeln 


z+z'+2z" eo... —* iſt. 
Indem die obige Gleichung davon abgezogen wird, kommt 
_ B _ . 
= G-)- — F I (a). 


Der Bruch Fr fann jedoch, weun in der Bildung der trans. 


formirten Gleichungen ununterbrochen weiter gefchritten wird, dem 
Werthe von x), (folglich jede der Differenzen &, 3... der cor- 
refpondirenden x— xı, x—ı2 , . ..) ſo nabe gebracht werden, als man 
nur immer will; mithin iR die Summe A bei dem unendlichen 
Wachſen von r reines unendlichen Zunebmens fähig, fondern an bie 


Orenze — + +... gebunden. Aber n‘/ wächl immer mebr 
x-Xı x-Xg 


und mehr; das letzte Blied in dem Ausdrade (a) nimmt daber 
fortwährend ab, und kann zuletzt unberückfichtigt bleiben, fo daß man bat: 
m‘ _. B 
= 7 G-)—- 7 ...(b) 

Diefe Gleichung gibt nicht blos das in z enthaltene Ganze =, 
fondern es laſſen fich felbft aus der Entwickelung feined Werthes in 
einen Kettenbruch nach der Metbode des gemeinfchaftlichen Theilers 
mehrere fucceffive Blteder darand nehmen, und den Wertb von x da- 





mit ergänzen, in der Art, daß z—r, o, o.... liefert x=a,ß,yY... 


Y,R, 0,6 2... Bleibt man in der Entwidelung von z bei einem feiner 
Glieder o fichen, und bezeichnet durch Fr rn die beiden letzten NA 





berungswertbe fo; if, — * LE. Indem man den Iebtern Bruch in 


die transformirte Gleichung fubflituirt, gebt man fofort zu derjeni⸗ 
gen, welche dem Gliede a entfpricht, über, wobei die Annahme ge- 
macht wird, daß In der Thar dieſes Glied dem Wertbe von x zu⸗ 


komme. Die Gleichung „— " — zeigt, daß es hinreichend fei, 


zwei gemäberte Grenzen von x m ranen, zwiſchen denen der wahre 
Werth eingeſchloſſen iſt, und ſolche Grenzen in dieſen Bruch zu 





nn. 


— wen — — 
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fubftituiren, um die von z zu erhalten: werden nämlich diefelben in 

Kettenbrüche verwandelt, fo merden ihre gemeinfchaftlichen Glieder 
auch gemeinfchaftliche von z fein, und den Werth von x ergänzen. 

Um die erſte Wurzel des zweiten der obigen Beifpiele zu be 

rechnen, geben wir von der transformirten Gleichung fi aus. Die 

Näherungswerthe find 1, 1,45 47 = 41,1, 4 20: bieraus 
10 391 __ 41301 

2= Id 18201 

Man bemerkt, daß die A erfien Glieder den Werth von x er. 

gänzen, welcher fofort 8 Glieder erhält. Dan leitet aus dem Werthe 


n N 9 61 — 61 u +9 
von zdie Näperungsbräche —- und >. ab, woraus z= ZTurt Die 


Subftitution dieſes Werches in f, Liefert die transformirte fr; u. ſ. f. 

Wenn die Wurzel commenfurabel if, fo wird der Kettenbruch 
ein begrenzter, fonft gebt er ins Unendliche fort. Beſitzt die vorge 
legte Sleichung einen rationalen Faktor vom zweiten Grad, fo er- 
balt man eine Periode; das Wiederfehren der nämlichen Glieder 
zeigt diefen Umfiand am. 

So gibt die Gleichung 

x4__2x3__9x2+22x— 22-0, 

wenn man die zwifchen 3 und A Tiegende Wurzel genauer finden will: 


2, 3, 1,6... 





fh — 10+ 2+ 27+ 40+ 1ı=0 Ganze 3 
fa =— 4594 +12322 + 6661 + 1078 + 8-0 ....3%. 


Die lebte Gleichung liefert 
9. 12322 _ 275464 3,6 
19 4594 87286 
Das Wiederkehren der Ziffern (3,6) läßt eine Periode ver- 
muthen. Angenommen, daß folche exiſtire, fo muß der, dem Ketten. 
bruche 3(3,6) entfprechende, Ausdruck x’—11 ein Theiler von dem 
vorgelegten Bolynom fein. 
- Verrichter man diefe Divifion, fo ergibt fich der genaue Qustient 
x2—-2x+2, 
Die Auflöfung der Gleichung zi =A oder die Wurzelausziehung 
säßt fich mittelft diefer Methode Teicht bewerkſtelligen. So z. B. für 


x?=17 findet man x=2, 1,1, 3,138 9 
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Bildet man den Werth von z, fo wird z—1, 3,2... . gefun⸗ 
den. Hieraus 
u 22527 _,, gruasıe, 

Aumerfung Die bei der Entwidelung des Werthes 'von = 
(b) in einen Kettenbruch, gewonnenen Glieder z,o,o... kön- 
gen zur weitern Fortſetzuug der Nähernugswertbe von x die- 
nen, fo lange Die Differen mwiſchen jedem derſelben und der 


erſten Annäherung — —, die Grenze * nicht erreicht, weil die 
Differenz zwiſchen x nnd — Feiner als (fein muß. 


$. 164. Der Werth des Logarithmen, welcher mitteilt Des kin 
der Note 8 der niedern Algchra angezeigten Verfahrens gefunden 
wurde, läßt fich ohne Weiteres In der Form eines Kettenbruches 
darfiellen. Zür die Gleichung 10° — 29 har man, da x zwiſchen 1 
1 
und 2 eingefchloßen wird, 10 -20, woraus 10= (2,9). Dan 
bat ferner 


Ti 
a4, woraus a * — 2,9 a. ſ. f. 


Folglich =, 2,6, 6, 1,2, 1,2... —3 — 1, 4623980, welcher 


we den gefuchten übertrifft, von demfelben aber weniger als um 
abweicht, demnach bis anf 6 Dezimalſtellen genau if. 


8) 
Für 10°<—23 erhält man auf die nämliche Weiſe 
I 1, 2, 1, 3, 4, 17, = nn — 1,361 1278. 


Daß übrigens diefe Methode für jede beliebige Baſis gelte, if 
einleuchtend. 
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Sechstes BRapitel. 
Bon der Methode der unbeflimmten Eoefficienten. 





Zerlegung rationaler Brüche. 


$. 165. Es feien F und ꝙ zwei identifche Funktionen von x, 
welche ſich nur rücfichtlich ihrer algebraifchen Darftellungsweife von 
einander unterfcheiden, fo das man nicht nötbig bat, dem x gewiſſe 
Werthe beisulegen, um der Gleichung Fo zu genügen, melche fo. 
nach für jeden beliebigen Werth von x ihre Gültigkeit behält. An- 
genommen nun, daß man mittelft geböriger Rechnungsoperationen da- 
bin gelangt fei, die Funktionen F und ꝙ in Bezus auf x zu 
ordnen, und auf einerlei Form, wie 

atbx+tcx?+dx? ,. , -A+B+Cx?2+DY?,, 

zu bringen; fo wird man genau auf der einen Seite Alles finden 
müflen, was auf der andern flebt, weil zwifchen Fund @ ein fchein- 
barer, 5108 von den Formen, unter denen diefe Funktionen dargeſtellt 
werden, berrührender Unterſchied ftatt hatte, welcher Unterſchied jetzt 
nicht mehr vorbanden tft; man bat daher a=A, b=B, =C,.... 
In der That, weil die Gleichung für jeden Werth von x beftchen 
fol, erhält man a=A, wenn x=o gemacht wird. Diefe beiden Coef⸗ 
fieienten wurden aber durch die leute Vorausſetzung nicht erſt gleich, 
fie waren dieß fchon von vornherein; gedachte Boransfehung war 
bier nur ein Mittel, die Wahrheit mehr zur Evidenz au bringen. 

Dan hat demnach) 

bx+ex?+,..=Bi+Cr’+,.., 
oder wenn durch x dividirt wird, 
b+ex+...=B+Cx+... 
Dasfelbe Raifonnement zeigt, daß b=B, ferner c=C und a. f. f. 


Iſt alſo eine Funktion F gegeben und bat man anf direkte Weife 
fich verfichert: daB folche unter einer gewiſſen Form Do, welche die 
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eonflanten Eoeffieienten A, B, C... . enthält, dargeficht werden 
könne; fo ift es leicht, jene Zahlen zu beitimmen. Zu diefem Zweck 
verfährt man, wie folgt: 1) Man fchreibe die Identität F=g, mo 
F die gegebene Funktion, und @ ihren unter eine andere, als pal- 
fend erfannte Form, gebrachten Ausdruck darftellt, in welchem die 
unbefimmten Coefficienten A, B, C... vorfommen; 2) durch eigends 
gewählte Rechnungen ordne man die beiden Theile F und ꝙ nad) 
den Potenzen von x; 3) die gleichnamigen Coefficienten, d. 5. jene 
Coefſieienten, weiche beiderfeits zu den nämlichen Potenzen von x 
gehören, fee man einander gleich; A) eliminire endlich zwifchen 
diefen Gleichungen, um daraus die Wertbe der unbefimmten Eoef- 
fieienten A, B, C,... berzuleiten. 


Diefer Sag, unter dem Namen der Methode der unbeſtimmten 
Coefficienten befannt, wurde zuerft von Descartes aufgeftellt; er Tann 
mannigfach angewendet werden, mie z. B. zur Zerlegung der ratio⸗ 
nalen Brüche, und zur Entwidelung der Funktionen in Reiben. 


$. 166. Einen rationalen Bruch, deffen Zähler N und deffen en. 
ner D ift, fol in andere Brüche, von denen er die Summe ausmacht: 
zerlegt werden. Da man jede gebrochene Funktion, in weicher der 
Zähler zu einer gleichen oder höhern Ordnung in Bezug auf x als 
der Nenner gehört, durch cine vorläufige Divifion in eine ganze 
Sunttion, und eine folche gebrochene zerlegen kann, worin der Zähler zu 
einer niedern Ordnung als der Nenner gehört; fo werden wir bei 
den folgenden Unterfuchungen immer folche gebrochene Funktionen, 
in denen der Exrponent von x im Zähler Heiner als im Nenner ift, 
vorausfegen. Es fei D=PX<Q, wo P und Q zwei Polynome von 
den Graden p und q bedeuten, welche feine gemeinfchaftliche Fak⸗ 
toren befiben. Dan febe 

N Axıtı+Biıt?2,..+L, Akm!+Biır2.,. + 

Um auf einerlei Nenner zu bringen, multiplieiren wir 

Axs-!+Bıt®?+,..durch P, und A’sm-!+-Bsr?2 +... durch Q. 


Unfere Produfte werden vom (p4q—1)ten Grade fein, d. b. fie wer- 
den ein volfändiges Polynom, das zu einer um 1 niedrigern Ord⸗ 
nuug ald D gehört, bilden. Da nun N böchftens von dem nämlichen 
Grade ik, fo erhalten wir durch Vergleichung der gleichnamigen 
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Coeffieienten von N mit denen gedachter Produkte, (p+q) Gleichun⸗ 
gen zwifchen den unbeflimmten Größen A,A’, B, B’..., deren An- 
zahl offenbar (p-+q) beträgt, indem unfere angenommenen Zähler q 
und p Glieder haben; die unbefannten Eoefficienten, welche nur auf 
der erften Poren; vorfommen, werden durch das gewöhnliche Elimi- 
nationsverfahren beftimmt. Die angezeigte Zerlegung it alfo flatt- 
haft, und die Rechnung gibt die Werthe fümmtlicher dazu erforder- 
lichen Stüde, 


Sind P und Q felbft in andere Primfaftoren unter fich zerleg⸗ 
bar, fo erſetzt man, ohne weitere Beſtimmung der Unbekannten 
A,B..A,B.., jeden Bruch durch andere Brüche, welche nach 
demfelben Principe gebildet werden; d. b., um einen gegebenen ra- 
tionalen Bruch zu zerlegen, muß man die relativen Brimfaitoren 
feines Nenners fuchen, und den Bruch einer Reihe von Brüchen 
gleich een, welche jene Faktoren zu Nennern haben, und deren Zähler 
beziehungsweiſe um einen Grad niedriger als die Nenner find. Man 
wird daber fürs erfie den Nenner D gleich Nun fegen, um ibn in 
feine einfachen Faktoren aufzulöfen; je nach der Befchaffenbeit diefer 
Faktoren unterfcheiden wir zwei Fälle, nämlich, entweder beſteht 
der Nenner D aus lauter ungleichen Faktoren, oder er befikt auch 
gleiche Faktoren. 


1. Fall. Es ſei D=(i—a)(s—b)(x—)... Man ſetze 
X B —..., 


D xs—a ı—b x—cC 


und es wird fich bloß darum handeln, A,B,C.... nach dem oben 
anseinandergefeuten Verfahren zu beſtimmen. 





Beifpiere. 1. Um 5 in Partialbrüche zu zerlegen, 


ſetzen wir 
—XR A B 


—— —— tr 
darans folgt: kx+l—(A+B)xs—Ab—Ba, 
Mithin LSAB, —- 1 Ab Ba 

_ kl „_ kbrl 
und endlich AS— 7, BE 77: 
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1, Für die Zunftion 5x 2 bei welcher der Nenner aus 


den Faktoren (x-H)(x—2) SeRcht, / "(ehem wir 
2—ix A B 
2 * xH + x— 2 
Dan findet A=—2 und B=—2 
. 1 — 1 1 
IL Ebenſo iſt 777 — 4 


C 
vet tn 


findet man 1=Aa?+ax (B+C) +x?(C2—A—B); 
folglich 1=4%3%, B+C=0, C—A—Bz0, 
Durch Elimination befommt man A, B und C, und bat endlich 











— 
— — — 5—— — 


1 
x(aꝰ — x’) ads . 2a’ Gm)t 2a? (a—ı) 

Die nämliche Rechnung läßt fih auch anwenden, wenn einige 
Binomialfaftoren von D imaginär fein foltten; man zieht jedoch im 
ſolchem Falle vor, D tin reelle Trinomialfaftoren, wie x?+pı+q, gu 
zerlegen, wodurch die entfprechenden Bartiatbrüche in der Form 

Ax-+B 





sum Vorſchein fommen. 


x?+-pı+q 
x—ı +1 
Beifpiele. 1. Für Sc man 
xi_x Hi Ax+B 


Man findet 





(141) Gi) x + HT. 
=; 7/ B=AZ-; 3 


Ax+B 


n. —= xy Hi 








+23 — hat man —A=B=C=;. 


1. Fall. Zeder Faktor von der Form (x—a)i Liefert den zu⸗ 
gehörigen Partialbruch Da der letztere ſelbſt 
wieder zerfaͤllbar iſt, fo ſetzt man ſofort ſtatt feiner die gleichgeltende 
Summe 

A B C L 

(s—3)i + Ga) + G—) eo. Hr — 
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In der That bringt man auf einerlei Benennung, fo bat der Zäh⸗ 
ler die nämliche Form wie vorhin, und die nämliche Anzahl von un- 
beitimmten Coefficienten. 


a 242 


Beifpiele. 1. Für die Funktion — 1G — Fr 


Ta)? fege man 


x3 22,2 
x(x—1)2(x4-1)? = + rip + er + at x—1 
Man erhält . 
x34x2+2 2 3 4 ii 4 
ss 1j)Kar1)2  (x+H1)? x+1 + (s—1): st 
I. Ebenſo findet man 
_—ı1ı__-1____2_ 2 _ 
x(xH) (HH) x (+1)? x+1 r x2+x Hl 


Befinden fich unter den gleichen Faktoren imaginäre, fo iſt das. 
felbe Verfahren anwendbar; man zieht jedoch wieder vor, die be- 
treffenden reellen, quadratifhen Faktoren von der Form (x2-+-px+g)i 
in Rechnung zu bringen, denen der Zähler Ax?i-1+-Bx?i2,.,.,. ent⸗ 
fpricht; oder man nimmt vielmehr dafür die gleichgeltenden Bartial- 
brüche 

Ax+B Cx+D Kı+L 


GH tt x’+pxtq 





nn 1 
Beiſpiele. I. Für die Funktion G+1)x3@3+42)@2+1)8 fee man 
A B c Ds+E Fx+G Hx+I 
| 1+x x? + x +3213 1242 + A- I.“ 
Die Rechnung gibt 
Ay B=—C=}, D=—E=;}, F=—G>=}, H=—I= 
1. Ebenſo if 


x8__2x?Lx—3 __ 3 x 
(X —2+2” (x? 2x +2)2 + x? —2x+-2' 





$. 167. Wegen des häufigen Gebrauchs , welchen man von der 
Zerlegung der gebrochenen Funktionen in Bartialbrüche macht, ver- 
dient nachſtehende Methode, mittelſt weicher die Operationen um vie- 
les abgekürzt werden, einige Beachtung. 
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= 


für x—a annehmen. Beſitzt aber der Nenner außer (<—a)i noch an- 
dere Faktoren, oder bat man D=(xs—a)i S, mobei S befannt und 
durch (s—a) nicht theilbar if; fo feße man 


N F P 
Dt 





woraus N=P(x—a)i + FS, 


Indem wir in diefer identifchen Gleichung x mit a+y vertaufchen, 
und die Entwidelung nach $. 33 bewerfftelligen, finden wir 


atn/ytiny+,..yi(p+p/y+ipea,.,) 
++ ty+iPty2...)C+tsyHisy?,..), 
wobei die oben gewählte Bezeichnung für n, d, s und f beibehal⸗ 


ten worden. Durch Vergleichung der gleichartigen Eocffieienten von 
y auf beiden Seiten haben wir: 


n=fs, n=fls+fs/, nU/—fls +2 LH ,. (2) 
DÜZIFDHISFADLNI-A)S/NM,,, +f,,. ; 


I bedeutet hier eine belichige ganze Zabl, Kleiner als i. Mit Hülfe 
diefer Gleichungen laſſen fich die Größen £, fi, fr... finden; die 
Entwidelung des erfien Theils 


F #$ fi 24 
Ga) "Gy ram -... 


iſt daher als beftimmt zu betrachten, gerade fo ald wäre in dem 
Nenner des vorgelegten Bruches nur (xs—a)! enthalten. Aus der 
letztern Gleichung ergibt fich 
F=f+ (x—a)+if!(x—a)2+... (3); 
F if mithin befannt, und man bat 
— —FS 
pP N—FS _N (4) 


Ss Tr Tas" 

Diefe Identität erbeifcht, dag N—FS den Faktor (x—a)i ent⸗ 
halte; um den Quotienten P zu befommen, wird man daber jene 
Divifion ausführen müſſen. Der zweite Theil unfered vorgelegten 
Bruches wäre biermit befannt, welcher Theil feinerfeits wieder in 
Partialbrüche zu gerfänen übrig bleibt, 
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Beifpiele. 1. In der Funktion 5 find 6 — 7 und 6 


die Derivationen des Zählers. Hieraus ergeben ſich für —1 als Zäh—⸗ 
ler der Partiaibrüche die Zahlen 2, —1 und 3, und man bat fofort 


3?—7it6 _ 2 1 3 
(—1)? ° (x—1)3  (z—1)? + — 


N __ 5x4—1318+1419—5x+3 
II. Um die Bruchfunftion — — — ⏑ in 


Partialbrüche zu zerlegen, mache man x=1 in 
Sax2+ı=2, S=2x+1-3, S’=2, 
N=51?—13x?,.,—4, N—20x°+,,.=4, N’=10, 
Hieraus A=2f, A=2f/+3, 10=2fr/+6P’+2f5 
ferner f—2, =—1, af/=3, F=2—(x—1)+3(x—1)°=32?-7x+6, 
Das Produft FS von N abgezogen, gibt 
2xI—9x3-H1522 — 11x43, 
was, durch Ga div dirt P=2:—3 liefert. Es bleibt jetzt noch 


übrig, den Bruch —— nach dem erſten Verfahren zu zerlegen. 


— 


__ 2— 2-3 
Man bat —— / woraus für ——1 und o die e Reful. 


tate 5 und _ "entforingen. Kae . 


N 2 3 
Day J * — 7 


Man wäre in dieſem Beiſpiele ſchneller zum Ziele gekommen, 
wenn man vorerſt die beiden letztern Brüche beſimmt hätte, indem 
x=—1 und o in N und D geſetzt würde, Es gibt dich 

N_F 6 8 
D” GI) r3r1 x 
Schafft man die beiden Iegtern Brüche auf die andere Geite, und re⸗ 


dacirt, fo finder man leicht den erſten Bruch G— 5 om rn 


welcher auf den bier oben betrachteten Fall zurückkommt und fich 
leicht zerlegen läßt. 


% 
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„N _ 36x? + 1x1 
Ill. Für = a nn macht man x—2 und 3 


in N und D’ weil D=(x+1)’(x—2)(x—3). Daraus entfliehen die 
Partialbrüche Rn — : dieſelben von dem vorgelegten Bruche 


abgezogen laſſen Ga welches weiter zu zerlegen it. Dan finder 


f-—1,, fi. Es ift nunmehr Alles beſtimmt, und fofort 
N 1 1 1 


— (Ei ii (Ge — — 


1 
D T x—2 x—3 (+1)? + +1 


, 1 . 
IV. Die Funktion ATACCA findet man gleichgeltend mit 


101,4 1 7 1 
wrerz tra tr aa) ICH 


Anmerfung. Die Lefer, welche an der Zerlegung der ratio- 
nalen Brüche, und überhaupt an den in diefem Kapitel behau⸗ 
deiten Gegenſtänden Intereſſen finden, können nachfchlagen : 

Verſchiedene Abbandiungen der Berliner Academie der Willen- 
fchaften. 

Mehrere Bände des Fournald für reine und angewandte Ma- 
thematik, herausgegeben von A. L. Crelle. 

Ferner: den erſten Theil von Leonhard Eulers Einleitung in Die 
Analnfis des Umendlichen. Aus dem Lateinifchen überſetzt won 
Michelfen. Berlin, bei Reimer. 

Cauchy's Lehrbuch der algebraifchen Analyfis. Aus dem Fran- 
zöfifchen Überfept von Huzler. Königsberg, bei den Gebrüdern 
Bornträger. 
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$. 168. Man kann die Summe der n erften Glieder einer Neibe 
nur dann für einen genäberten Werth ihrer Gefammtheit annehmen, 
wenn diefe Reihe convergirt, d. h. infofern bei dem fortwährenden 
Wachfen von n jene Summe fich einer beſtimmten Grenze immer mebr 
und mehr nähert; befagte Grenze ift alddann die Summe der ganzen 
Reihe. Leicht läßt fih erkennen, ob die Glieder einer Reihe im 
Abnehmen begriffen find, wenn man das allgemeine Glied der- 
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felben, d. h. den analytiſchen Ausdrud für das nte Glied weiß. Die 
Anweſenheit dieſer Eigenfchaft einer Reihe if übrigens noch Fein 
fiiheres Kennzeichen ihrer Konvergenz, meil die Reihe divergent fein 
kann, wenn fie auch aus fortwährend abnehmenden Gliedern beftebt. 
Um bievon ein Beifpieh zu geben, betrachten wir die fogenannte 
barmonifche Reihe 1+3 +34 35... , deren lieder offenbar unend- 
lich abnehmen. Denn die Summe von ey den darauf folgenden 
Stiedern bi sum Gliede Er inelufive, nämlich: 


1 1 1 1 
n+1 + u+2 7 — 


iſt größer als das Produkt n < * = —; ebenfo ift die Summe der 


daranf folgenden 2n Glieder größer als 3, u. ſ. w.; woraus erbellet, 
daB die ganze Summe die Größe i><> übertrifft, mithin Feine 
Grenze bat. 

Sol man Über die Eonvergenz oder Divergenz einer Neibe urtbeilen, 
fo vergleicht man dicfelbe mit andern, bereits als convergirend oder 


- divergirend anerkannten Reihen, wobei man fi) des folgenden, von 


ſelbſt einleuchtenden Satzes bedient: eine Reihe, deren lieder von 


einer gewiffen Stelle an fämmtlich Fleiner find als die entfprechen- 


den, mit dem nämlichen Zeichen verfebenen Glieder einer convergiren- 
den Reihe, convergirtz während eine Reihe, deren Glieder von 
einer gewiſſen Stelle an die correfpondirenden, mit gleichen Zeichen 
bebafteten Glieder einer divergirenden Reihe übertreffen, divergirt. 


$. 169. Nachftebende Sätze reichen für viele Fälle ans, die 
Srage, ob Convergenz oder Divergenz flattfinde, genügend zu beant- 
worten: 

1) Die geometrifche Progreſſion atax-tax?... iſt eonvergirend 
für x<1;5 denn außerdem daß ihre Glieder unendlich abnehmen, 
werden auch die verfchiedenen Summen, von dem Gliede xa an ge- 


rechnet, nämlich: 
xa + zxatl—_ za ({+2r)—y2 (= ), 
x2 + gatI + yat2 = y2 (=) ! u. ſ. w. 


beſtaͤndig kleiner, in dem Maße als n zunimmt. 
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2) Wenn bei einer Reihe w+ un + us. .. für mwachfende 
Wertbe von n fich der Quotient a —F einer beflimmten Grenze 
L nähert, fo convergirt oder divergirt die Reihe, je nachdem diefe 
Grenze Feiner oder größer als die Einhett if. Denn ſetzen wir zu⸗ 
vörderſt L<1 voraus, und nehmen eine. beliebige zwiſchen L umd 1 
liegende Zahl 1 an, in der Art, daß L<I<15 fo wird, weil F bei 
dem beftändigen Zunebmen dem L fich ſtets nähert, zuletzt Feiner 
als 1 werden. Folglich 


UntI 
— <], Un+i<lun ’ unClumi / Un+sz<lunt2 we I 
na 


und umfomehr un <lun, Untz<l?un, Untz<ldun ,,. 

Da diefe conſecutiven Glieder faämmtlich kleiner als Die correfpon- 
direnden Glieder der geometrifchen Brogreffion u I+2+13..,..) 
find, welche convergirt, weil I<I; fo muß letzteres bei der vorgelegten 
Reihe um fo mehr der Fall fein. 

Man beweift auf ähnliche Weile, daß, wenn L die Einheit über- 
trifft, die lieder untı, Unt27 ».. größer find als die entfprechenden 
Glieder einer geometrifchen Progreffion, deren conflanter Fakltor | 
>i if; man befommt demnach Glieder, welche jede angebbare Größe 
überfeigen, woraus hervorgeht, daß die Reihe divergirt. 


Für die Entwicdelung von (x+a)= hat man F= — — 
Bei dem fortwährenden Wachſen von n nähert ſich unfer Quotient 
F der Grenze —, welche er für n= ©> erreicht. Folglich convergirt 


oder divergirt die Binomialformel, je nachdem x< oder > a ifl. 


Vebrigens find die beiden nachfichenden Transformationen geeignet, 
die Konvergenz diefer Reiben au befördern. 





m—n x 

















— — 2a 
ta j a sa 
x-+a x+a 





or (I) re 


(sta)==ı= +7G)+ — Ge) ref 


=2mam 1147 (= —— Bar + 1J 
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155 ... de 


Wir wollen noch die Reihe 1+ — + 13 ra 





trachten, deren allgemeines Glied —— ung liefert: F= —— — , 


was bei dem fortwährenden Wachfen von n, für jeden beftimmten 
endlichen Werth von x, Fleiner als jede denkbare Größe wird; die 
Reihe ift folglich convergirend. 


3) Enthält eine Reihe negative Glieder und finder man, wenn 
die negativen Zeichen in pofitive umgeäudert werden, daß eine Con⸗ 
vergenz flatt hat; fo wird eine folche auch für die primitive Reihe 
eintreten. Denn da die negativen Glieder in Abzug Lommen müſſen, 
fo wird die Geſammtſumme dadurch vermindert, mithin die Conver⸗ 
genz noch gefleigert. Nehmen wir die Neibe 
x3 x’ x7 
ta Date! 


und machen darin alle Glieder pofitio, fo haben wir das allgemeine 
x20—1 x? 
Glied = 2.3..(2n—1) j) ferner F= Znlanti)" Unfere Reihe con- 


vergirt für jeden beftimmten Wertb von x, weil n= > uns F=0 
liefert. Ueberdieß findet man x’<An?+2n, wenn F<i if, Nimmt 
man Anz>x2, oder n>3x, fo fiebt man, daß die Glieder vom zxten 
anfangend, befländig abnehmen. 


4) Eine Reihe, deren Glieder beftändig abnehmen, iſt allemal 
eonvergent, wenn ihre Glieder abwechſelnd poſitiv und negativ find. 
Es ſei +Ha—b+c—d,... eine folche Reihe. Da jedes negative Glied 
fih von dem vorbergebenden pofitiven abziehen läßt, fo bat man 
lauter pofitive Binome und die Summe erhält das Zeichen + Man 
fann unfere Reihe auch wie folgt, fchreibens a—(b—e)—(d—e) ... 
aud welcher Form bervorgebt, daß a die Summe der fubtractiven 
Theile übertreffen müffe. Nun läßt fich aber in der Reihe füra ein 
binlänglich entferntes Glied annehmen, fo daß es Fleiner als jede 
denkbare Größe if; mithin wird dieß umſomehr bei der ganzen Summe 
von a an bis ins Unendliche der Fall fein. So 3.2. ift die Reihe 
1—:-+37—3 ... condergirend, während fie es nicht ift, wenn die 
Zeichen fämmtlich pofitiv find. 


11.8. 18. Buch. 18 


Komm 
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Anmerkungen. In dem Falle, daß die durch L bezeichnete 
Größe der Einheit gleich if, bleibt es zweifelhaft, ob Convergenz 
oder Divergenz ſtatt habe. Vermittelſt der beiden folgenden 
Hülfsſätze läßt ſich öfters entſcheiden, ob dieſe oder jene ein- 
trete. 


. Die Reihe wrustustus ?c..... (1), in welcher jedes 
folgende Glied kleiner als das vorhergehende iſt, convergirt 
oder divergirt gleichzeitig mit der Reihe 


ui P20u5 4 te. ... (2). 
Aus der Abnahme der Glieder folgt 


— 


wu u=u 
Zusm=2u Zug >ug+ug 
Au< 2ug-+2u; Aug >ugFüs+us+uy 


Bug <2ug + 2ug + 2ur+2ug Bug >ug+ug+ ee. Os 


Die Addition diefer Säge zeigt, daß die Reihe (2) Kleiner 
als die doppelte Summe der Reihe (1), aber größer als die 
einfache Summe der letztern iſt, woraus die Richtigkeit der 
Ansfage erhellet. Wende man dieß auf die Neibe 


| 1 

Hatat ...(1) 
an, ſo iſt die Reihe (2) folgende: 

I2—. 
Dieſelbe iſt convergirend wenn u>4i, dagegen divergirend, 
wenn u— oder <iz Aehnliches gilt daher auch für die primi⸗ 
tive Reihe. | 

1. Näpert Pi bei dem fortwährenden Wachfen von n der Quo⸗ 

tient nr einer Grenze h, wobei die Logarithmen aus 


jedem beliebigen Syſtem genommen werden dürfen; ſo conver⸗ 
girt oder divergirt die Reihe up +ugtug+ ... (1), je nach- 
dem h> oder als 1 if. Es fe h>i. Wir denfen uns 
eine zwiſchen 1 und h liegende Zahl a, in der Art, dag h> 
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4 
tg. —- | 
a>1. Der Quotient og (vn) G .) wird bei dem 


108 (- 1og(L) jo, ; (n) 


unendlichen Vachlen von n zuletzt größer als a fein, folglich 
auch u< Die Glieder der Reihe (1) werden daber 
kleiner als di eorrefpondirenden Glieder der Reihe 


1 1 
Ha tz +. 


fein, welche ceonvergirt, wenn a>1. Es fi hi. Wir 
denfen uns abermals eine zwifchen h und 1 liegende Zabl a, 
fo daß h<a<i, Für fehr große Werbe von n wird 


ie 


1 
TE) <a, mithin U >. Die Glieder der Reihe (1) 
find alfo größer als die eorrefponirenden Glieder der Neide 


1+r 7 + r +. 
welche für a<1 Diveraier, 


Recurrente Reiben. 


6, 170, Jeder nach den anffleigenden Potenzen der Beränder- 
lichen x geordnete rationale Bruch, deffen Zähler N in Berug auf 
x von einem mniedrigern Grade als der Nenner D ift, läßt ich in 
eine unendliche Reihe von der Form A+Bx<+Cı +... entwideln. 
Es ergibt fich dieß unmittelbar aus der Divifion von N durch D, 
wobei der Quotient niemals negative oder gebrochene Erponenten 
für x liefern fann. Dir Hülfe diefer Divifion würden fih die Coef⸗ 
firienten A, B, C... beflimmen laſſen; die folgende Nechnungsart 


erhält jedoch den Vorzug, indem fie das Geſetz der Reihe zur Evi. 
den; bringt. Dan febe 


N _a-+-bx-+-cx + ,.., br! 


D = Tree TAHBe CR Dit. .... 


Man bekommt die zur Beſtimmung der Eoefficienten A, B, C...: 
nötbigen Gleichungen, wenn man auf einerlet Nenner reducirt, and 
18 * 
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hierauf die Glieder, in welchen x mit denfelben Exponenten behaftet 
it, mit einander vergleicht. Wir nehmen dabei an, daß der Nenner 
die Einheit zum eonflanten Blicde babe, mas der Allgemeinheit fei- 
nen Eintrag that, indem man Zähler und Nenner durch das erfe 
Glied, welches es auch fein mag, dividiren kann. Es fei zuvörderſi 





N _ a _ 
„> Itex =A+B+Cz,, 
Dan bat =A+B | x+C |x2+D |x3+.,... 
Ac Ba | +Ca +..2...3 











woraus folgt: a=A, B+Aa=0, C+Ba=0,... 


Die erſte dieſer Gleichungen gibt A, die zweite B, die dritte C... 
Ueberhaupt beſteht für zwei belichige fueceffive Eoefficienten M und 
N anferer Reihe die Relation N+Ma=0, woraus N—=—Ma; jedes 
Glied if alfo das Produkt and dem vorbergebenden, durch — ax, 
d. d. die Reihe bilder eine geometrifche Progreſſion, die —ax zum 
Faktor bat, Man erhäft fo nach und nach alle Glieder, vom erſten 
A=a an gerechnet, welches man amch dadurch befommt, dag man 
in dem vorgelegten Bruche x—=0 macht. Folglich 


1+ox 


Das allgemeine Glied T, oder das Glied, dem n Glieder vor- 
bergeben, nnd das fummatorifche Glied 8, oder die Summe der n 
erſten Glieder find: 





[1- αιν.. + (ar), ....]. 


1—(—ox)? 
1-ax 


Umgefehrt, kennt man die Reihe und das Geſetz ihrer Bildung, 
fo kann daraus die gebrochene Funktion, aus welcher jene Neihe 
entanden iſt, d. b. der erzeugende Bruch gefunden werden. Denn 
das erfie Glied a bilder den Zähler, und 1— dem Faktor der Bro- 
greifion den Nenner des fraglichen Bruches. Die gebrochene Funk. 


tion u = gibt, nachdem oben und unten durch 6 divi- 
Dirt worden, die Meibe Z(i+3x+3x2+.,..) deren erſtes Glied: 
und deren Faktor 3x if, 


(Niedere Algebra $. 54). 


T=s(—ox)", 2a 
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—Iya E —E a] 
Man findet T=? a’ 3= ger 
Iſt dagegen diefe Reihe und ihr Bildungsgeſetz befannt, ſo er- 
bält man den Erzeugungsbruch, wenn man das erfle Glied 3 durch 
1— dem Faltor 5 x dinidirt. 


_atbz _ 2 3 . 
—— —A+Bx+Cr?+Dr?,..;5 





Es fei ferner 


man bat a--bı=A--B | x-+-C x: ı-D |! , ,. 
+Aa| -+Bo —-Co ee. 
-—Aß -—+-Bß | sr ee) 








woraus A=ı, B-+-Aı=b, C+Ba--AB=0,.... 


Mir Hülfe diefer Gleichungen werden die Coeffictenten A, B, C 
nah und nach befiimmt; die erfle derſelben läßt ſich auch da- 
durch ableiten, daß man in der primitiven Gleichung x=O macht. 
Sind M, N, P drei confeeutive unbeſtimmte Eocffictenten der Ent. 
widelung, fo gibt die Rechnung P-+-Na -+-MP=0, woraus P— 
—No—Mß: jedes Glied der Reihe, vom dritten an gerechnet, wird 
alſo aus den beiden vorhergehenden gebildet, wenn man ſie reſpektiv 
durch —ox und —64217? multiplicirt. Es iſt zu bemerken, daß dieſe 
beiden Faktoren, von 1 abgezogen, den Nenner des vorgelegten Bruches 
geben. Um ihn in eine Neibe zu entwideln, muß man zuvor die 
beiden erften Glieder A-+-Bx finden, was entweder durch eine unmit- 
telbare Divifion, oder mitteilt der Gleichungen Aa, B=b—aa 9% 
fchieht; mir Hülfe der Faktoren —ax und —Lx? werden bieranf die 
folgenden Glieder nach und nach gebildet. 


Iſt umgekehrt die Reihe und ihr Bildungsgefeg gegeben, fo kann 
durch eine leichte Rechnung der erzeugende Bruch, welcher ber ins 
Unendliche fortlaufenden Reihe gleichgeltend if, gefunden werden. 
Nämlich 1 weniger den beiden Faktoren ax und 8x? bilden den drei- 
gliederigen Nenner 1--ax+-Ax?, Was den Zähler a--bx anbe- 
langt, fo bat man a=A, b=B+Ao, In der gebrochenen Funktion 
find, wenn oben und unten mit — 2 dividirt worden, 
— ix und +42? die Faktoren; für die beiden erften Glieder findet 
man — i-+-!x; bieraus entſteht die Reihe 1+-Ix-H-I 2” + 72?... 
Iſt umgekehrt die Neibe bekannt, d. h. Fennt man die beiden erften 
Glieder derſelben und die Faktoren —ix, ix”; fo geben die letztern 
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Vchrigens können dieſe Wurzeln reell oder imaginär, rational 
oder irrational, poſitiv oder negativ fein. Juden wir bier wieder 


* ſtatt y fchreiben, bekommen wir 


4+as+fr... +5 =) I—k/s)(i—ks),... . , woraus 
K K KH” 
F= 1—ıx * 1—h’x + 4—hk’x +... 

Cm Baragrapben 167 find aber die Mittel angeschen worden, 
um die confanten Größen K, K/, KH’... zu beitimmen, diefe ſind 
daher wie die Eoefficienten k, k’, KU’... als befannt anzufchen. 

Nun läßt fich jeder von dieſen Partialbrüchen (2) in eine geo- 
metrifche PBrogreffion entwickeln; die Reihe (1) wird daber mit der 
Geſammtheit jener i Progreifionen einerlei, das allgemeine Glied T 
folglich der Summe ihrer allgemeinen lieder gleichgeltend fein. 
Hiernach ſteht 

T={Kk RIſM + KW +)... 

Um alfo das allgemeine Glied T einer vorgelegten recurrirenden 
Reihe in geomerrifche Progreffionen, deren Summe fie ausmacht, zu 
serfällen, muß man den Nenner des Erzengungsbruches gleich Null 


ſetzen, in demfelben — ſtatt x fchreiben, und ans der Oleichung 


Ytarır...odie Wurjeln kb, ht... . fuchen; diefe 
mit entgegengefeuten Zeichen genommen, werden die Faktoren von x 
in den Nennern der Bartialbrüche (2) bilden. Da auf diefe Art die 
Verhältniſſe kx, k/x,.. . . der Brogreffionen nebſt den Coefficienten 
K,H,....der Zähler jener Brüche, beſtimmt find; fo wird das 
allgemeine Glied T (3) bekannt fein. 

Das fummatorifche Glied S der reeurrenten Reihe läßt fich 
leicht finden, weil es mit der Summe der fummatorifchen Glieder un⸗ 
ferer Brogreffionen gleichgelten® if. 

Wenn die Gleichung yi +ayi-! +... = vielfache Wurzeln, d. 5. 
einen Faltor („—r)! befist; fo muß man in die Gleichung (2) außer 
den, den ungleichen Faktoren entfprechenden Brüchen noch andere 
Brüche von der Form | 

L L L" L 
I taten 9 
einführen. 
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Die Formel des Binomd gibt nun 


IH FR IH W? 


—E— ... .l, 


deſſen allgemeines Glied nach $. 10. 
1, 6+1)o+2)(n+3) . .(n+l—1) (5) 
1,23... di) . 
it. Um das allgemeine Glied T der Summe aller Brüche CA) zu 
befommen, muß man fucceffive I=1, 2, 3. . . machen und addiren, 
wodurch wir erbalten: 





( +2) 


+LYV «..(6) j 


T=]L+L’(n+1)+L”(a+1) ——— LE Er n 


Die Brüche (4) erzeugen, mit Ausnahme des erſten, keine geo- 
metrifche Brogreffionen mehr. 


Beifpiele, I. Für die gebrochene Funktion — — 
3 M7 


fommt man y?+3y—ı=0, worans „=: und =—1}5 folglich 
2x—1 K K 1 2 


11x — !x2 4—1x + 14x 1x 14x 
Hierans ergeben fich die zwei geometrifchen Progreffionen: 
1+3;x+4x? .e.>. (zx)" ,umd —2 M1—x+x? oo. (—x)" ]. 


Durch Addition der gleichſtelligen Glieder finder man die Neibe 
—1+41—3x?,.., deren allgemeines Glied T=[(3)" — 2(—1)"]x? if. 


be- 


1. Der Bruch gibt die Gleichung y2 —45 30, 


woraus y= =3 und =1. Daraus entfpringen die Partialbrüche 


u Zi und die Brogreffionen GI+3<+ 3°... 3002) und 


—:lirıtı? 0.0. x2), mwofür das allgemeine Glied T=ix" 
(3nt1__1) if. 











2+x+z? 

m. Die Sunktion ZT, verwandelt fich in 
— __2 — 
1—j1ı- + 1? “4 A—ı r 1+x 1—ix 


Die allgemeinen Glieder der Brogreffionen find 2x2, 3(—x)" 
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und —3Gx)°. Hierand die Reihe I+x+2x°+:x?,., ,, dern Res 
tionsfeale ix, x’ und — ix? if, und das allgemeine Glied T=}w 
[6 +1— 65)" 2] hat. 


x3 + 522—-10x-+2 


IV. Die Sruchfunftion —ı na 5 az 


brüche 


gibt die Partial⸗ 


$ 
7 


_ıi _ı_ ,„_t _IA_. 
1; Iihtraoy tr I’ 
wofür das allgemeine Glied 
T=[—}(6)" +3+n +2] x”. 
V, Auf die nämliche Weife finder man 


1+4x+x? — 6 6 1, 
(1-1)? UT Gar (1—x)?’ ferner 


T=|_(n+1)(n+2)(n+3)—3(n+)(n+2)+n +11 =(a+1)?r ; 
die Reihe ift 1°+23x +39 +492?.., + (n+1)%x”, 
VI. Es fei endlich die Bruchfunktion 


24+20x-+8x?+ 3x? » 
8 + 4x 18x? + 11x32 =3 -ı+- 72 Te 47T. 


Man dividirt oben und unten durch 8, und fett den Nenner 
gleich Auf, indem man x mit 7 vertaufcht. Dadurch entftebt die 


Streichung yi-Hiy—}y52 ... =0 der („-H2)(— 0. 
Die vorgelegte Funktion zerfällt hernac in die Parabel: 
1 3 
1-+-2x r d—ı))  (d- men + — 
Für den erſten bat man das allgemeine Glied (—25)2; für die 
drei andern fest man 13, 2 und 1 in der Gleichung (5), wobei 
begiebnungsweife L—3,—2 und 1 genommen wird, Hiernach hat man: 


u] (ix)2, —2(n-Hi1)(ix)® und 1-(ix )”, 


Indem man diefe vier Nefultate vereinigt, findet man für dat 
allgemeine Glied der vorgelegten Reihe den Ausdruck 


2 
Toys (2) + 3n—-5n-+-4 


Qutt u 
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$. 173, Es können die conflanten Faktoren K,K, . . . auch erhalten 
werden, obne gerade zur Zerfällung in Partialbrüche feine Zuflucht zu 
nehmen. Selbſt die Zähler dieſer letztern laſſen fich finden, infofern man 
die direkte Verfahrungsweiſe zur Beſtimmung jener Faktoren in An- 
wendung bringt. Die Anfangsglieder A+B<+Cx?,.. der Reihe 
(1) fowie die Wurzeln k, kW, k’. . . find befannt. Macht man da- 
ber in dem Ausdrud (3) von T. fucceffide n=0, 1, 2. 3,..., fo 
müffen diefe conſecutiven Glieder wieder zum Vorfchein kommen, 
nämlich: 

A—=HK+HR'+H”,.,.;,B=Kk+Kk.,.. , C=Kk’+Kk?,, 

Indem man eine Anzahl ı von diefen Gleichungen anfebt, laſſen 
ſich daraus die Werthe der i conftanten Größen K,H,E"..., 
welche nur auf dem eriten Grade vorfommen, ableiten. 

Hat der Nenner F außer den Gliedern Kka, KWn,. . welche 
den ungleichen Faftoren entfprechen, auch vielfache Faktoren von der 
Form (1—rx)!; fo find auch noch andere Glieder vorhanden; deren 
Form in der Gleichung (5) begriffen tft, wobei I=1, 2, 3.... 
Man fiebt bald ein, daß diele letzteren Glieder fich in dem Ausdruck 

(a/+b’/n-+c/n?+-d/n? + Dex 
vereinigte finden, wo a’, b’ ...F unbekannte Zahlen vorſtellen, 
welche man anf ähnliche Weife, wie vorbin, beftimmen fann, indem 


ebenſoviele Gleichungen gebilder werden, als unbeflimmte Größen vor- 
fommen. 


Beifpiele. I. Es fei die ſchon früher behandelte Funktion — 
für welche RI, L—— 1 gefunden worden; mithin 
— [RCG +K(—1)" ]ae. 
Geben wir n=O und 1, fo befommen wir, da die beiden erften 


Glieder der Neibe —144x find, die Gleichungen KHM=—1, LK 
—K’=3, woraus K=1, K=—2, wie oben. Es entſpriugen zugleich 


darand die Partialbrüche I — re 








2 
I. Die gleichfalls fchon da gemefene Funktion — 
für welche L=1, W=—1, = gefunden worden, gibt 
TK+K (1) +R’ GG) er. 
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Machen wir n=O, 1 und 2, und vergleichen wir damit bezichungt- 

weile die Glieder der Reihe 1--ı-+-2:? . . . ; fo haben wir 
K-+-KH-+-K'=1, REIKI, K+EM-+-3HK"=2, 

and welchen Gleichungen man H=2, H=}, K=— findet, und der 

sämlichen Werth von T, wie vorbin, erbält. 


6(2—2x—x?) 


4—12x+9x9-— 2x3 =3+6:+7 3° +, liefert 


II Die Funktion 
bie Gleichung 
y?—3y?+3y7-3=0=(y—2)(y— 1). 
Der von dem Faktor »—2 berrührende Partialbruch ift — 


dem das allgemeine Glied HK-2° x” angehört. Die dem Faktor y—)? 
entfprechenden Brüche liefern (a/+b'n)(ix)? Hiernach 
T=[2° K+({)® (a’+b’n)]x”, 
Für n=0, 1, 2 entfichen die Gleichungen: 
S=K-+a’, 6=2K+ 5a/+5b/, ?=4K+ $a/+3b/, folglich 


RK=2, a=1,b=3 und T=xm (at4 ee). 





2 

IV. Die fchon behandelte Bruchfunftion a 

für weiche man k=—2, ı=:, 1=3 bat, ferner 
T=x° [(—2)° K+G)® (a/+b/n+e’/n?)], 
liefert uns, wenn a0, 1, 2, 3 geſetzt wird, die Gleichungen: 
8=K+a, 1=—2K+3 a +ib+ 50, Fi 

Hieraus ergibt fih K=1, =2, ML, =, und der näm⸗ 
liche Werth von T, wie der oben gefundene. Schließlich mag noch be 
merft werden, daß das im $. 168 und 169 über die Eonvergeng der 
Reihen Gefagte fich auf alle in dieſem Kapitel vorfommenden &c- 
genftände erfiredt. 


Entwiderung der Erponentialgrößen. 


$. 174. Die erfie transcendente Funktion. welche wir in eine 
Reihe entwickeln wollen, fei die Epponentialgröße ax. Geben wir 
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a=1-+y, fo gibt uns die Binomialformel 


(s—1) ee), 
2 1e2:3,...n 
Das einzige von x unabhängige Otied ift 1, ferner baben wir für x 
nur pofitive und ganze Exponenten. Wir erhalten daber, wenn nach 
x geordnet wird, eine Reihe von der Form 
a—i4Irr+At+Be?,,, +Pıl+Qm2,.. (1). 

Um das Glied kx zu finden, geben wir zu unferem allgemeinen 
Gliede zurück. Es freut fich fofort heraus, daß, wenn bloß das 
Glied des Produktes, in welchem x nur auf dem erfien Grad vor. 
fommt, genommen werden fol, nur die zweiten Glieder der Bino⸗ 
1.-1.- 2... 

1.2.3. 
ten find, wo das Zeichen + site, wenn n ungerade . Die Bere. 
nigung aller diefer Produfte gibt kx, nämlich 





(I+y)"=1+xy+x Yu t 


mialfaftoren, oder yP=ftp — beisubehal- 


k=y—;y" + Iy8 — 3* .. + ... (2). 

Hieraus folgt, daß k befannt if, weil za—1. Es handelt ſich 
jest darum, die Größen A, B, C... zu beſtimmen. Da diefelben 
von x unabhängig find, fo werden wir, wenn xin z übergeht, eben. 
falls haben 

a® —1+kz+Az’+Bz?,,.+Q2°.,.. 

Indem von diefer letztern die Gleichung (1) abgezogen und z=x-+ti 

gefeut wird, haben wir 
at —at at (al —1), at (ai —I)= 
(z—_x)[k+A(z+x)+B(2’+2x+ 7°)... +Q(z"+2272,.+22"1)..,.] 

Der Gleichung (1) zufolge ik aber ai 1—=ki+ArP,,..; die 
beiden Theile der vorberficehenden Gleichung find daher durch i=z—.x 
tbeilbar, und wir befommen 

az(hk+Ai,,.) =k+Alz+x)+B(2+zı+3?)... 

Wenn man i—0 oder z=x annimmt, und für a* feinen Werth 
(1) ſubſtituirt, fo entſteht: 

(1+kxtrAxs+Bz?,,,.+Px”!,,. )e=k+2Ar+3Br?,..+nQx7,,..; 
hieraus 2A=k2, 3B=kA, AC=LB, „... kP=nQ,.,.. 
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Die Gleichung KP=nQ zeigt, daß irgend ein Coefficient Q aut 
- dem nächftvorhergebenden gebildet wird, wenn man den letztern 
mit der eonftanten Größe k multiplieirt und das Produft durch die 
Zahl n, welche die Stelle des gefuchten Coefficdenten angibt, dividirt. 
Hiernach ſteht die gefuchte Entwidelung: 


_ h?x? k3x° ka ya 
a —i+rıx+ 2 + 2.3 ....Ttr Degen (A). 





$, 1756. Die Gleichung (2) beſtimmt k vermittelft y oder a. Tim 
hingegen a zu berechnen, wenn k befannt ift, fegen wir x—1 in CA). 
Es fommt dann s=i+k+sk?+31°+... Dieſe letztere Reihe und 
die Reihe (2) machen die Entwidelung der Bleichung aus, welche 
unter einer endlichen Form die swifchen a und Kk beftchende Ab⸗ 
bängigfeit ausdrückt. Um diefe Beziehung aufsufinden, fegen wir 
bier k=1, und bezeichnen den eorrefpondirenden Werth von a durch e. 
Daraus ergibt fih e=2+i+: + 75 ». +. Die Berechnung diefer Zahl 
läßt fich leicht bewerkſtelligen, wie man nebenbei ſieht: 


2,5 
3tes Glied 0,16666 66666 66 
Jedes Glied wird nämlich aus dem 4..... 0,04166 66666 66 


nächſtvorhergehenden abgeleitet, it- 5... . . 0,00833 33333 33 
dem man dasfelbe bezüglich durch 6... .. 0,00138 88888 88 
3, 4,5... 0. dividirt, wie es die 7... .. 0,00019 84126 98 
Natur unferer Reihe mir fich bringt. 8... . . . 0,00002 48015 87 
Machen wir ferner 1=4hx in der 9... . . 0,00000 27557 32 
Reihe (A), mas ung die Willführfich- u. fm. 

feit von x geflattet; fo erhalten wir e—2,71828 18284 69 
1 

24 .... 


Ans der Vergleichung diefed Ausdruckes mit dem Werthe von 


I 
e entfpringt die Gleichung e=ak oder e=a, Es if dieß die ge 
fuchte endfiche Gleichung zwifchen k und a, mo k den Logarithmen 
von a in dem Syſtem, deflen Baſis e ift, darſtellt. Dieß Logarith- 
menfnftem wird das Neperfche Syſtem genannt und iſt in der 
gefammten Analyfis von der ausgedebnteiten Anwendung. In der Folge 
werden wir die Neperfchen Logarithmen durch den Buchflaben I be 
zeichnen, indem wir, wie fchon in der niedern Wigebra geſchehen, 


ı 1,4 


TE mul DZ —— 
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das Zeichen Log für jedes beliebige Syſtem, und das Zeichen log 
für die gewöhnlichen Logarithmen, bei welchen 10 die Baſis iſt, 
vorbehalten. CH iſt alſo kK-'a— dem Logarithmen von a in dem 
Neperfchen Syſtem, für welches e die Bafis if... (3); ferner 


x x” 3 »? 3 4 
a—41+xla+ —7 1 at 2.5! a+...(A); 


x3 


x? 
e&—14t t23 


+..(B). 

Anmerkung Die im $. 169 gegebene Regel zeigt, daß die 
Neibe CA) für jeden Werth von x convergirt. Nimmt man 
nämlich den Quotienten zweier unmittelbar aufeinander folgen- 
den Glieder, fo finder man ihn — Tr Bei dem unendlichen 
Wachen von n wird diefer Quotient. bei jedem Werthe von x, 
zulegt Fleiner als die Einheit. Die Convergenz der Reihe 
beginnt , fobald n >kx—1 geworden if. 


gogarithmifche Reihen. 


$. 176. Nimmt man die Logaritbmen von der Gleichung ek —a 
in einem Syſtem, deſſen Baſis die willkührliche Zahl b ift; fo be 
fommt man k= ne: .....(4). Daraus folgt, wenn wir die 
Gleichung (2) im $. 174 gu Hülfe nehmen und berüdfichtigen, daß 
a=i+y: 

Log (i+y)=Log e(y—-iy? +3? —37%...)...(C), 


Addiren wir anf beiden Seiten Log h hinzu, und ſetzen hy=z 
fo baben wir 
2 z? 28 
Log(h+z)=Logh + Log e(+ tz... ). .(D), 


wobei hund z fowie die Bafis des Logarithmenſyſtems beliebige 
Zahlen bedeuten. Wäblt man die Neperfchen Logarichmen, fo ver- 
wandelt fih_Log e in le=1, und die Gleichung (C) wird 
KUry)=y—iy?+3y7°—:y%....3 folglich 
Log 1(+y) =Logex< I(1i+y). 
Man erbäft alfo die einer bel iebigen Baſis b entfprechenden Loga⸗ 
rithmen, wenn man die Neperfchen mit dem Faktor Log e multipfieirt. 
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Diefer eonftante Faktor Log e=M wird der Modul genannt; derſelbe 
ift demnach mit dem Logarichmen der NNeperfchen Zahl e für die 
Baſis b, oder wenn man will, mit der Einheit dividirt durch den 
Neperfchen Logarithmen der Bafis b gleichgeltend. Für jedes befon- 
dere Suftem bat der Modul feinen eigenen Werth, weil der Logarithme 
der unveränderlichen Zahl e=2,71828..... mit der Baſis b fich ändern 
muß. Nimmt man a zur Bafid, mithin Log e—15 fo bat man 
k Log e=1; hieraus 
Ml=1, M=Loge, M= —- — ... (6) 

Die beiden Faktoren M und k ändern fich mit der Baſis des Syſtems, 
ihr Produkt bleibt aber conflant und glich =1. Wir werden in 
der Kürze ſehen, wie der Modul für irgend eine gegebene Baſis a zu 
berechnen if. 


$, 177. Um die Gleichung (C) zur Berechnung des Logarithmen einer 

befannten Zahl anzumenden, muß man die Reihe gu einer convergirenden 

machen. Bertaufcht man deshalb in derfelben —y mit y, fo liefert fe 
Log 1-y)=—M(y+ iy?+3y°...). 


Zieht man dieß Reſultat von CC) ab, fo kommt 


1 7 
Log (I )=2M(yH ++ TE. 


— ſo erhält man 
den Werth für die Differenz der Logarithmen zweier aufeinander⸗ 
folgenden Zahlen z und z- 1, nämlich: 

Log z— Log Z—1)=A= 


1 1 1 
(+ + an .. ). ... (F), 


Mir Hülfe diefer Formel laſſen fich nach und nach die Logarith⸗ 
men der Zahlen 2, 3, 4, 5... ſehr leicht auffinden, wenn der Do- 
dul M befanne if. Auch ift der Ausdruck für die Differem A gwi⸗ 
fchen den Logarithmen ſehr convergent, und wird ed um fo mehr, je 
größer die Zahl z iſt. Für das Neperfche Syſtem verwandelt ch 
M im 1, und ed bat nicht die geringe Schwierigkeit, den Werth 
von A für dieß Suftem gu berechnen: die Eonfiruetion einer Tafel 


ty ___2_ — 
Wird 7a gefeßt, woraus y— 
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der Neperfchen Logarithmen Tieße fich biernach ohne Weiteres aus. 
führen. 

Was den Werth des Moduls M (5) anlangt, fo ergibt fich der- 
felbe aus der Berechnung von la, d. h. aus dem Neperfchen Logarith⸗ 
men der Baſis a. 

Um ein Beifpiel zu geben, wollen wir a=10 annehmen. Machen 
wir M—1 in der Gleichung (F), ferner z=2; fo fommt A=12, weil 
1-0. Das doppelte von 12 iſt 14. Um den Logarithmen von 5 zu 
erhalten, fee man z=5. Zu diefem Logarithmen den für 2 gefun- 
denen hinzugefügt, hat man 110. Die Rechnung fteht hiernach: 


12 = 0,69314 718056 

14 — 1,38629 436112 

A für 5 = 0,22314 355131 
15 = 1,60943 791243 

12 = 0 69314 718056 

110 = 2,30253 509299 


Dividire man hierauf 1 durch 110, fo findet man 
M = 0,43429 44819 03251 82765, 
log M = 0,63778 43113 00536 77817—1, 
Compl. — 0,36221 56886 99463 22183, 
e = 2,71828 18284 69045 23536, 


Wäre 3 die Bafis des Syſtems, fo fände man, nachdem vorerft 
12 berechnet worden, wenn z=3 gefegt wird; 


13—1,09861229 ; folglich M=— —0, 9102392. 


Ehenfo bekäme man für die Bafis 5 den Modul 


M— m —0,6213349, 


Es bat alfo jet gar Feine Schwierigkeit, die gewöhnlichen Lo⸗ 
garithmen, für weiche die Baſis a=10 iſt, zu berechnen: der Wertb 
von M fleigert bier überdies die Convergenz der Reihe (F). 

Wenn z die Zahl 100 übertrifft, fo kann das zweite Glied außer 
Acht bleiben, und das erſte Kiefer fchon den Werth von A mit 8 
Decimalſtellen. Dan muß jedoch 2 bis 3 Ziffern mehr als diejeni⸗ 

U. Bd. 18 Bud. 19 
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gen, welche man beibehalten will, berechnen, damit. die Anhäufung 
der Fehler vermieden werde. 

Es iſt zweckgemäß, erſt von 210000 auszugehen, indem dic 
Logarithmen der darunter befindlichen Zahlen ſich leicht aus den au— 
dern herleiten laſſen. Auch kann man 1 gegen 22 vernachläßigen und 


A= T fegen, ſobald z mehr ald 1200 beträgt. 


Für z— 10001 5. B. hat man A = 0,000043425 5 hieraus 
log 10001=4,000043425. Für z =99857 if A=0,000001349, welche 
Größe zu log 99856 =4,9993742 hinzugefügt werden muß, um 
log 99857—4,9993785 zu erhalten. 

Wenn wir erwägen, daß die eonfeentiven Logarithmen in einer 
gewiffen Ausdehnung der Tafel einerlei Differenz beibehalten; fo 
feben wir, daß es bloß nöthig if, die Werthe von A von cinem 
Intervall zum andern zu berechnen. Go z. B. liefert 299840 die 
felbe Zahl A, nämlih den bier oben angegebenen Werth, mie 
2=99860; in dem Zwifchenraum von diefen beiden Zahlen if daher A 
eonfant , infofern man fich mit 9 Decimalfichen begnügt. 


Anmerkung. Für Tafeln, welche die Briggifchen Logarithmen 
auf 7 Decimalſtellen enthalten, Tann man nach der Formel CD), 
wenn z nabe gleich 10000 ift, oder diefe Zahl fchon übertrifft, 
feßen : 





log (z+1) — log z=M » 1 


zZ 
Umfomebr daber auch, wenn d<1 if: 
log(z+d) —log Mm. 

Aus diefen beiden Bleichungen entfpringt 

log(z+d)=logz+d[log (z+1) —logz]. 

Auf diefer Formel beruht das gewöhnliche Verfahren, die 
Logarithmen der Zahlen, welche außerhalb der Grenzen einer 
Tafel Liegen, mittelft der fogenannten Proportionaltheile zu 
finden. g 
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$, 178. Wir wollen jebt für sin x und cos x Ausdrücke nach 
den auffteigenden Potenzen ded Bogens x, deffen Halbmefler —1 if, 
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berzufeiten fuchen. Vorerſt bemerten wir, daß diefe Reiben Feine 
lieder, in welchen x mit einem negativen oder gebrochenen Expo⸗ 
nenten verfehen wäre, enthalten tonnen. Denn unter der Voraus⸗ 


fegung , daß daſelbſt das Glied —* ip Yaı vorfäme, fände man 


‚iMertbe für jeden befondern Bogen, da es doch befanntlich nur 
einen einzigen Werth für den Sinus ſowohl als den Cofinus eines 
Bogend gibt. Bei der Annahme bingesen, daB ein Glied von der 


Form Pi, in einer jener Reihen vorhanden wäre, würde die- 


felbe für x—o fich unendlich herausſtellen, während doch im folchem 
Sale der Sinus verfchwinder und der Coſiuus der Einheit gleich 
wird. Weberdem gebt hieraus bervor, daß in der Reihe der Sinus 
x ald Faktor bei allen Gliedern erfcheinen, und in jener der Coſinus 
ein konftantes Glied —1 vorfommen müſſe. Wir feben alfo: 


sinx=axtbx2+cx?® +... und cosx—i+a/’x+b/x?+,.. 
Aus der Gleichung ME —a+bi+ „.. ergibt fich zuvörderſt, wenn 
man darin x—O fett, A, infofern man erwägt, daß das Verbältnig 
ni, bei dem unendlichen Abnehmen von x, fich ohne Ende der 


Einheit nähert. Berückfichtigen wie ferner die Relationen sin (—x) 
=— sin x und cos (—x)=cosx, und ſetzen —x flatt x in unfern 
Entwidslungen, wodurch bloß die Zeichen der ungeraden Potenzen 
geändert werden; fo zeige ſich auf der Stelle, daß die Reihe des 
Sinus Feine geraden, und jene des Eofinus keine ungeraden Potenzen 
von x enthalten könne, Wir fchreiben alfo beftimmter: 

cos s=1-++-Ax?+-Bxıt+Gx9,,,+- Nxii,. 

sin x=ı+ A x3?+B’x5+ ,, . +MxMıNx&tt,, 
wo es jetzt darauf anfommt, die numerifchen Eoefficienten A,A’,B,B’... 
zu beftimmen. Zu diefem Behuf vertaufchen wir x mit x+ h in 
dem Binom Pcosx+ Qsinx, und entwideln dasfelbe nach den Po- 
tenzen von h. Diele Rechnung läßt fich auf zwei verfchiedene 
Arten, welche zu einerlei Reſultat führen müſſen, bewerkſtelligen. 
Dan entwicdelt nämlich entweder zuvörderft das Binom nach den Po⸗ 
tenzen von x, und verwandelt hierauf x in x-+h, oder man ändert 
zuerfi xin x+h um, und ſetzt alddann für sin h und cos h ihre an- 
19 * 
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genommenen, die Potenzen von h enthaltenden Reihen. Diefeife 
ſultate durch 
a+ßh+yh?...=za/+ßh+rh?,., 
darſtellend, bekommen wir daraus a—a’, B—P'... Für unfer 
Zweck ik es jedoch ausreichend, bier Bloß die Eoefficienten der erken 
Botenzen von x, d. 5. die Gleichung 556 in Berracht zu zichen. 
Unfere erſte Entwickelungsweiſe gibt: 
Pcosx-+Qsinx=P(1+Ax?+Bx*.,.. +Nx ,,.) 
+O(x+A/z3+Bisd,., +N/s2itt,,,,) 

Indem wir x+h flatt x fchreiben umd den Eoefficienten von h 

beraudbeben, d. b. die erfte Derivarion nehmen, entſteht: 
ß=P(2Ax+ABr?,., . 2iNx2-1,,.)+Q[1+3A/x?+5B/x*,,. 
+(2i41)Nx2 ,,.]. 

Nach der zweiten Enutwidelungsart fommt: 

P cos(x+b)+Q sin (x+h)=P(cosxcosh—sinxsin h) 
+QCsin xcosh + cosxsinh), 

Segen wir für cosh die Reihe 1+Ab?...., und für sin h die 
Reihe hraArh?,...; fo if Mar, wofern bloß die Beftandtbeile, in denen 
h anf der erften Potenz vorkommt, berüdfichtigt werden, daß cosh 
fein Glied mit h, und sin h nur h mit fich bringt, was gibt: 

ß’—=—Psinx + Qeos x. 

Die identiſche Gleichung PL’ beſteht nun aus Gliedern, welche 
die Größen P und Q zu reipeetiven Faktoren haben. Diefe Funk 
tionen find aber ganz willtührlich, mithin wird unfere Gleichung 
in zwei andere zerfallen, infofern man die Coefficienten gedachter 
Funktionen einander gleich ſetzt. Gubfituiren wir endlich flatt cosx 
und sin x ihre Entwidelungen, fo entſtehen die identifchen Glei⸗ 
chungen; 
2Ax+4Bx?+6Cx®,, „210x217,  =—xr_— Ay _B/s5,, — Mitt... 
1+3A 2 -5B/rt,  (2i--1)N/ si, =1+-As?-- Bet... +Nx®,.. 

Aus denfelben finden wir durch Gleichſetzung der gleichnahmigen 
Coefficienten: 

2A=—1, ABB=—A/, 60C=—B/ ,, . 2N=—M’ 
3A/—A, 5B/—=B, T7C/=C,,,(2i-H1)N=N; 


1 x 1 1 1 
(mm — — nd — — — eo... 
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Werden dieſe Werthe von A,A’/,B, B/ ... ſubſtituirt, fo er⸗ 
gibt ſich: 





x3 x5 x7 z2i+l 

sın m nt Das  2...7° + 15..QGir) 0... (G) 
_,  x2 xt ys gi 

ge (Da 


‘ 
Die Gleichungen der allgemeinen Sien=— und Ne 
zeigen, mie jeder einzelne Coeffietent fich aus dem vorhergehenden 
der anderen Reihe herleiten läßt. Es gilt das Zeichen + oder —, 


je nachdem ı von der Form 2% oder 23-1 iſt. 


Anmertung Daß der Coeffiteient in der angefchrichenen 
Reihe sin x>ax+bı+tex?,, , gleich der Einheit fet, kann man 
nach Lagrange fireuger folgendermaßen darthun. Läßt man 
nämlich in diefer Reibe jenen Eoefficienten noch unbeftimmt, 
und verführt im Uebrigen dann auf diefelbe Art, wie bier 
oben gefcheben; fo finder man die beiden Reiben 





sin x==ax adı? ad? nd xs—A1 az? + aſx c 
a Tg NND cos 2 +2 

. sin X x 
Bekanntlich ift nun sin x <x und — - > x, woraus 


sinx > 5,’ wenn man erwägt, daß cosı=Y (1 sin?x), 


FH 
Nimmt man jett x geringer ald 7 und binlänglich Flein, 


damit ax von der Einheit übertroffen werde, was immer mög. 
lich iſt; fo - man sinx <ax. Folglich 


1 
ax — Far — oder a> Far) .. (1) Ferner if 


a9, 3 
sinx >aı — und 5 alſo ax— * < x, woraus 


* 





.... (2). 


Dieſe beiden Relationen (1) und (2) finden für jeden auch 
noch fo Fleinen Wertb von x flatt. Der erfieren, oder der 
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Bedingung < Y(1+x?) zufolge, kann a nicht Fleiner als 
1 fein. Denn hätte man a<1 oder —>4 fo Fönnte, wie we 
nig auch — von der Einheit verfchieden fein möge, der Bo— 


gen x doch binlänglich Fein gedacht werden, daß — größer 
als 0(14 x?) würde, während diefer Ausdrucd die Größe 
* beſtändig übertreffen muß. Der zweiten Relation zufolge kann 


a die Einheit nicht überſteigen. Denn fo wenig auch a von 1 
verfchieden fein mag, fo läßt 4. doch immer x binlänglic 
Flein annehmen, damit a>1+ 3 — = werde, was mit der Un⸗ 


12 
gleichheit a<1 * Da nun der 


Werth von a weder kleiner noch größer als die Einheit fein 
kann, fo ift er derfelben gleich. 











$. 179. Mittelft der oben angegebenen Formeln laſſen fich alte 
die Werthe des Sinus und Coſinus eines Bogend, deſſen Größe in 
Theilen des Halbmeflerd ausgedrückt ift, finden. Bezeichnet t die 
Anzahl der Grade des Bogens x , fo bat man x !x=180:t, wo x die 
halbe Peripherie eines Kreifes darſtellt, den en dalbmueher die Ein 


beit iſt. Setzt man für x feinen Werth —— = — (Hinfchtiich dei 


Wertbes von r, ſiehe analytifche Geometrie $. 30), fo werden unfere 
Formeln in folgende übergehen: 


sin x—=At—Bt? + Ct Pr we / cos s1— Al? +-Bli wo 


wo t die Anzahl der Grade des Bogens x bedeutet. Die Berech⸗ 
nung der Eoefficienten Liefert nachfichende Wertbe: 


log A =0,24187736759—2 
log B =0,947480852 —7 
log A’—0,1827247395 —4 
log B’=0,58729823 —9 


log C =0,13020559—11 
log D =0,90W711 —17 
log C’=0,593982 —14 
log D’==0,329498 —19 


log E=0,61713— 2 
log F —0,05950— 27 
log E—0,85M— 35 
log F’=0,0219— 30 
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$, 180. Es if jedoch von geringerer Wichtigkeit die Ginus 
und Cofinus felbft, als deren Logarithmen zu berechnen. Bezeichnen 
wir deßhalb mir 3 die eonflante Differenz der Bogen in unferer auf- 
zuftellenden Tafel und mit t —=nd... einen belichigen Bogen; fo 
fommt 
sin x —nd(1—n28?,,.), cos sl—;ndö? +... 
252 n4st __.n282 nt8% 

Zudem wir y= , — zus 7 13 — 75 machen, 
erbalten wir sin z—=nd(1—y), cos s—1—ı. Zu den Logarichmen 
für irgend ein Suftem, defien Modul M tft, übergehend, finden wir 

Log sin = Log nde—M (y+iy’+3y? .. . ) 

Log cos s=—M (z+32?+37°...); 
hieraus endlich, wenn für y und z ihre Werthe fubfituirt werden 


M2 Mmö® Moe 
un] — — 2_ — — 43 — — — 6 
Log sinx==Log (nd) 2.5? 159° FETT 
M3? „ Mt Mö® 
,—,— mn — — ö —— 4_. — 6 a 
Log cosx zn For Gel vor 5 Be 


Wählen wir die Bafis 10, und nehmen die Bogen in der Tafel 
von 10’ zu 10° zu, wie folches in den Ealler’fchen Tafeln der Fall 
it; fo beträgt 5 die Länge eines Bogens von 10’ oder den 64800ten 
Theil der halben Kreisperipherie r. Mit Berückſichtigung der Werthe 
von z und M findet man nach durchgeführter Nechnung 
logsinx— logö+ logn—An?—Bn*,,,, ‚log cos x==A’n—B/n®, ,, , 
wobei log d=0, 685574866823541—5 


log A —0,2307827994564—10, log B =0,1248112735—20 
log A’ —0,707904049284 —10, log B’=-0,3009025326—19 
log C =0,29868045 —30 , log D=-0,544892 —40 
log C =0,09802100 —28, log D/’=0,951432 —38 


Für den Bogen von 4% oder 16200” bat man n—1620, 
log 6 =5,68657487 log A =0,2307828—10 log B =0,1248113—20 
log n =3,20951501 log n? =6,4190300 log n!=12,8380600 
—0,00044649 0,6498128—4 0,9628713—8 
—0,00000009 die dazugehörigen Zahlen Tommen in Wbzug 
0,8946330—2 log sin 4030’ 
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log A/==0,7079041—10 log B’=0,3009025—19 —-0,00133947 
log n?=-6,4190300 log n!==12,8380600 —0,00000138 


0,1269341—3 0,1389625—6 —0,00134085 
log cos 4030’ =0,99865915—1 


Am Fall IogR == 10 if, wird durchgebends der Charakteriſtik 10 
hinzugefügt. Die Logarithmen der Tangenten und Cotangenten laſſen 
fi) bierauf mitteilt einfacher Subtraction finden. 

Dan fortwährend im Zunehmen begriffen if, fo können die vor- 
liegenden Neiben nicht füglich für die über 12° Hinausgebenden Bo- 
gen gebraucht werden, weil fie dann gu wenig convergiremd find. 
Man bedient fich diefer Reihen ſelbſt nur bis zu den Bogen von 5°, 
indem man für die größeren Bogen folgendes Verfahren in Anwen⸗ 
dung bringt. Es ii nämlich: 

sin (x+8) _ sinxcosd + sin Öcosx 
sin x sın X 
=c0sd+ sind cotx=—cosd(1-tang dcotx), 


Hieraus entfpringt, wenn man zu den Logarithmen übergeht, 
und die Differenz zwifchen den Logarithmen der Sinus der Bogen 
x+ö und x durh A darftellt: 

A==log cos d+M (tang d cotx — ; tang? 5cot?x +...) 


Ganz auf analoge Welle finder man für die Differenz A’ der 
eonfeentiven Logarithmen von cos (x+5) und cos x: 
A'=log cosd—M (tang d tang x+ Itang?detang’x ,.. ) 
Nimmt man d=10/, fo übt fchon das zweite Glied diefer Reiben 
auf die 9 erfien Decimalſtellen feinen Einfluß mehr aus, und man 
kann ſetzen: 
A=Mtangdcotx, A'=—M tang detangx, wobei 
log (M tang d)=0,3233591788—5. 


Für den Fall, daß d=1’ If, hat man log (Mtang d)>=0,10151043—4. 
Geht man alfo von dem Bogen x—5° aus, deſſen Sinus, Cofinng, 
Tangente und Cotangente bekannt find; fo können nach und nach 
fänmtliche Sinus und Coſinus vermittelt ihrer fueceffiven Differen- 
sen A, A’, wobei man von 10’ zu 10 oder von 1’ zu 17 aufiteigt, 
gefunden werden. Die Ableitung der Tangenten und Lotangenten 
bat Feine weitere Schwierigfeit. 
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Es diene ald Beifpiel x—10° 10’ 30”: 





Man bat log cot x—=0,7459888 | log tang x—=1,2540112 
Sonftante —=0,3233592 — 5 0,3233692—5 
0,0693480 — 4 0,5773704—6 
—0,00012731 A’=—.0,00003779. 


Man fieht Hier, wie im Paragraphen 178, daß die Brößen A 
und A’ in einer gewiffen Ausdehnung der Tafel unveränderlich 
find. Um übrigens die Anhäufung der Fehler zu vermeiden, berechnet 
man von vornherein von Intervall zu ntervall gewiffe Glieder, weiche 
als neue Anfangspunfte gelten können. Die Gleichung sin 2x=2 
sin xcos x, aus der fich ergibt: 

log sin 2x log 2+ log sin x+ log cosx, 
läßt fich zu diefem Zweck benutzen. Wegen sin 45°—;Y’2, tang 45° 
— cot 450=1 fann man von diefem Bogen ausgehen und sin (450 +10 
berechnen. Bei den letzteren Somplementbogen iſt der Sinus des 
einen mit dem Eofinus des andern gleichgeltend, worauf ohne Wei- 
teres ihre Tangenten nnd Eotangenten abgeleitet werden. 

Bon da geht man zu 45° 420°, 45°4+30”, u. ſ. w. 


$. 181. And der Iufammenftellung der Gleichung (B) mit den 
Reihen (G) und (CH) erfiebt.man, daß die Summe der letzteren e* 
beträgt, wofern auf die Verſchiedenheit der Zeichen ihrer geradiiel- 
ligen Glieder feine Rüdficht genommen wird. Vertauſcht man bin- 
gegen x mit +xY(-1) in der Entwidelung (B) von e“, fo ſtim⸗ 
men die Zeichen der Glieder mit denen der Reiben (G) und CH) 
vollfommen überein. Da Y(—1) für feine Potenzen die Ausdrüde 
YK-t1), lı -YC-V, +1 gibt, melche fih bis ins Unendliche 
fort in periodifcher Fa wiederholen. 


Hiernach ſteht eV 1 — eos xt Y(—1) iinx ...(D. Aus 
diefen Gleichungen folge durch Addition und Subtraction 
sy(—1) —ıy—i y—_,y —i 
ee sin x e — —— . . 1); 
2 2y (—1) 


cos — 





woraus ferner 
—V IP u. Aue u u 


nn / 
a eV 1,4 ur [e2°V — ar 
wenn oben und unten mit e ⸗ —nultiplicirt wird. 


tang 1* 
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Diefe Ausdrücke müflen bloß als analytiſche Nefultate betrachtet 


werden, in welchen das Imaginäre nur fcheinbar ift, indem folches 
durch die Rechnung felbi wieder fortgebt. 
Vertauſcht man endlich nx mit x in CD, fo Fommt 


etmy—i_ —= cosntY—isinnx,.,. (L). 


txy 


Allein man pate = 1 —l[e 1]", folglich erhält man, 


welchen Werth n auch haben mag, 
cos nt Y—1 sin nx=(cosxtY—Asinx) ,..(M), 
$. 182. Die vorfiebenden Formeln finden eine häufige Anwen- 


dung. Hier wollen wir und begnügen, diefelben bei der Auföfung 
der Dreiede zu gebrauchen. Wir feren 


eV m, me VW - 1), woraus 
cos C=;(z+2z'), sin CF—1=i(z—'), 
Es feien nun A, B, C die drei Winkel eines Dreiecks, und 
a, b, c die denfelben bezüglich gegenüberfiebenden Seiten. 
Bir haben dann a sin B=bsin A=b sin (B+C); 


sin B b sın C 


⸗ 











woraus cos tang B= a—b 000°’ 
ferner VD, — biz) , 
ey —1 + 22—b(z+z/)’ 
' 2By —1 —bz/ 
hieraus edv 1 _ — endlich 


2B F — l(a— bz/) — * — bz) 
= 24 2 ar 235 (22) ...., 
wenn man die Sleihan, 9— zu —9— nimm. Die Gleichung (L) 
gibt aber 
z# cos mC+Y—1 sin mC, zw’ cos mC—Y—1»sin mC; bierans 
zum — z/’a-—-2y —1e»sin mC, 

Durch Subfitution und Hinweglaffung des gemeinfchaftlichen 

Faktors ent 


B= sin C+ I, 5 ein 2 C +2, zii 3CH, 0+ 
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Die Gleichung e=a?—2ab cos C+b?—a? —ab(z+2z/)+b? redus 
eirt fih, wegen zz’—1, auf c— (a—bz)(a—-bz’) Nimmt man die 
Zogarithmen, fo finder man 


2 log c= 2loga—M E (at+ 2 —R oe] ; 
woraus, wenn man erwägt, daß tan 2008 mC if, 
b b2 b® 
log c=log a—M|[--e0sC+ 223 C08 2C+ 3236083 C ... J 


Dieſe beiden Reihen dienen zur Auflöſung eines Dreiecks, von 
dem man zwei Seiten a und b und den eingefchloffenen Winkel C 
kennt, wobei die Seite b fehr Elein in Bezug auf a iſt. 


$, 183, Die Gleichung (I) Tiefert, wenn man auf Neperfche 
Logarithmen übergeht: +xY—i=I(cosxtY—isinx). Wird die 
untere diefer beiden Gleichungen von der oberen abgezogen, fo er- 
bält man, weil sin = cos Xtangx: 

cos x +Y—isinx IVA tang x 

—A —— Kan 

Die Formel (E) $. 177 gibt aber die Entwicelung dieſes Logarith- 
men; ed entipringt biernach, wenn man fogleich den gemeinfchaftlichen 
Faktor 2y—1 berausnimmt, folgender Ausdrud für den Bogen x 
vermittelſt feiner Tangente: 

s=tangx — ztang? x+ jtangdx —ztang’x,... (N) 











Setzt man bierin = fo findet man T ti 6, 

Durch diefe von Leibniz zuerfi angegebene Reihe wird = auf 
eine ſehr einfache Weile dargeſtellt. 

Um eine mehr convergente Reibe zu erhalten, Tann man nach 
Euler, wie folgt, verfahren: Es feien x und x’ zwei Bogen, deren 
Tongenten z amd 3 find. Für die Tangente Ihrer Summe bat man 


lang (x+1/)= —— woraus folgt, daß x 4x450 if. Gebt 
man bierauf in (N) tangx—=; ferner tangx’—=;, und addirt beide 
Reſultate; fo entftcht, wegen xtx— 7 die Euferfche Reihe 





T=i-0HO. 0. 44-10 HIO°. 
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Eine noch ſtärker convergirende Reihe bat der englifche Geometer 
Machin auf folgende Art gefunden, Es ſei x der Bogen, welcher ; 
sur Tangente bat. Hieraus 
2 tangx 
1-tang”’x 
Da diefe letzte Zahl mehr als 1 beträgt, fo if offenbar Ax_>45®, 


oder v—=4x—45°, wobei v den VWeberfchuß von Ax über 459 bedeutet. 
tang ds — : 
Man bat ferner tang vr — IF tung ix — „. Macht man daher 


tang x;, und multiplieirt die entfprechende Reihe mit A; fo be 
fommt man den Bogen 4x. Ebenſo finder man eine Reihe für den 
Bogen v mittelſt tang v7. 


Es if demnach wegen x + v= —: 





tang 2x = 53; tang ı= =» 


A 


7*4 GH... Hat... 
woraus man bald ableiten wird 
3=3,141592653589793, logr—0,497149872694, 12=1,1447298858494. 


$. 184. Segen wir in der Gleichung ()x Zha, mo k eine befichige 
ganze Zahl bezeichnet; fo haben wir, wegen sin 0, csı= +1: 
eraV u I=+1, (+)=turyY—1i, 
je nachdem h gerade oder ungerade if. Multipficiren wir das Ganze 
mit dem Modul M, und addiren beiderfeits den numerifchen Werth A 
von Log a hinzu, fo entſteht, 
Log (+ a)=A +kMaY—1, 


wo % eine belichige ‘gerade Zahl für Log (+a), hingegen eine un 
gerade für Log (—a) bedeutet. Hieraus folgt, daß jeder pofitiven 
Zahl in demſelben Syſteme unendlich viele Logarithmen zukommen, 
von denen doch nur ein einziger reell if, und daß die unzähligen 
Logarichmen, die jeder negativen Zahl entfprechen, ſämmtlich ima—⸗ 
ginär find. 


Anmerkung. Aus der Gleichung a—( — a)’, aus welche 
2 Log a=2 Log (—a) abgeleitet wird, muß man Teincsmegs 
fchließen, wie D’Alembert gethban, daß +a und —a einerlei 


Zrigonometrifche Reihen. 501 





Logarithmen befigen. Denn fiellen k und 1 gerade Zahlen vor, 
fo hat man: 
Log a=A +kM2P—1 und A HIMY—1 
woraus durch Addition entſteht: 
2 Log a=2A +(k+1)MzY —1. 
Auf Ähnliche Art finder man, wenn K’ und I/ ungerade Zab- 
len bezeichnen: 
2 Log (—) =2A+ (WHM)MıY—1. 
Obſchon diefer letzte Ausdruck, da (k/+1/) eine gerade Zahl 
darſtellt, in dem erften enthalten if; fo läßt fich jedoch nicht 
daraus fchließen, daß die Ausdrüde 2 Log (a) und 2 Log (—) 
im Allgemeinen einander gleich ſeien. Damit Log a reell werde, 
muß k—=1=0 fein, was bei den ungeraden Zablen k’ und 1 
nicht eintrifft: in reellen Zahlen kann man alfo nicht Log a 
— Log (—a) haben. Aus dem VBorbergebenden durfte D’Alem- 
bert eigentlich nur die Folgerung ziehen, daß unter den ima⸗ 
ginären Logarithbmen von +a und —a es folche gibt, welche 
zu zwei zu einander gefügt, gleiche Summen liefern. 


$. 185. Wir mollen jet die Potenzen von sin z und cos z durch 
Die Sinus und Coſinus der vielfachen Bogen z, 22, 3z . . . auszu⸗ 
dDrüden fuchen. Wir fegen deshalb 
cos z+Y(—1)-sin z=y, cos z—Y (—1) » sin z=v; 
hieraus yr=1, 2 cos z2=y+rv} 
ferner 2u cos? 22y AA... 
won, A/, A“... die Coefficienten in der Entwickelung der nten 
Potenz darftellen. Nach der Formel CM) if aber y = coskz+Y(—1). 
sin kz; folglich 
20 cos® z= cos nz+ncos(n—2)z-+A/cos (n—4)z .... 
+Y (—A)[ sin z+n sin (a—2)z+A’ sin (n—4)z...]...(P). 
Das doppelte Zeichen + rührt von der Wurzelgröße YC--1) ber, 
welche jederzeit beide Zeichen mit fich führt. Inſofern n eine ganze 
Zahl ift, Hat cos" z nur !einen einzigen Werth; unfere beiden Aus⸗ 
drüde müſſen daher einander gleich fein, und in der That redueirt 
fih dann die Reihe bloß auf ihren reellen Theil, wie fogleich gezeigt 





% 
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werden fol. Iſt aber n eine gebrochene Zahl, fo verbält fich die 
Sache anders, weil der gebrochene Exponent eine Wurzel andeutet, 
der mehrere Werthe zukommen. Wir wollen bier nur den Fall, der 
allein von Intereſſe if, näber betrachten, nämlich denjenigen, in 
welchem n eine ganze Zahl bezeichnet. 


1) Es fein ungerade. Die Anzahl der Glieder, ſowohl dei 
reellen als des imaginären Theiles, if alddann gerade. Dabei haben 
die von den beiden äußerten gleichweit abſtehenden Glieder des ima- 
ginären Theils gleiche Eoefficienten, aber verfchiedene Zeichen, meil 
sin(—hz)=— sin hz, was auch h fein mag; mithin wird die 
eine Hälfte diefed mit YC—1) multiplieirten Aggregatd durch die 
andere aufgehoben. Dagegen find die Glieder des reellen Theiles, 
welche von den äußerſten gleichweit entfernt find, einander gleich, 
weil cos (—hz) = cos hz, Man kann fich demnach auf die erſte Hälfte 
der Glieder befchränfen, mofern man diefe verdoppelt. Auf folche 
Weife erhält man, nachdem beiderfeits durch 2 dividirt morden: 


22-1 cosa z= cos nz+n cos(n—2)z+A’cos(n—4)z,.. (0) 
indem man die Reihe bloß auf pofitive Bogen auddehnt, 
2) 88 feingerade. Der reelle ſowohl als imaginäre Theil der 


Entwicdelung von 2° cosaz hat dann eine ungerade Anzahl von Glie⸗ 
dern. Bei dem imaginären Theil ift das mittlere Glied 


n(n—1)... (»-4+1) 


On sin (n—n)z, 
1.2.3... 2 


mithin verfchwinder dasfelbe, während je zwei von den beiden äußern 
gleichweit abftebende Glieder fich ebenfalls zuſammen aufheben. 

Das mittlere Glied ded reellen Theils aber reducirt fich auf 
den eben angeführten Soeffictenten, weil cos (n—n)z 1 if. Mas 
muß alfo in dem vorliegenden Falle den Coefficienten des Bogens, 
weicher als Null erfcheint, balbiren, wenn man fih der Formel (OG 
bedienen will. 

Vertaufchen wir tn diefer Formel z mit 12 —2, fo gebt de 
erfte Theil derfelben in 2°: sin 22 über, Was den zweiten Theil 
anlangt, fo verwandelt fich ein Bogen (n—2x) z=hz in 


LAh— hz=!rn— rx—hz, 


6 
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zu welchem Bogen man ax addiren kann, ohne feinen Coſinus zu än⸗ 
dern, der ift: 
cos (Zan—hz) = cosi zn cos hz + siniansin hz, 


4) n fet gerade. Man bat alsdann cosirn— +1, je nachdem 
n von der Form im oder Am+2 ift, ferner sinirn—0, Der Coſinus 
redueirt fich biernach auf cos hz = + cos(n—2x)z. Folglich 
+ 2°-1 sin® z=cosnz—ncos(n—2)z+A’/cos(n—4)z ,. . (R) 
wofern man mit demjenigen Gliede fchließt, worin der Bogen Null 
ift, und nur die Hälfte des Eoefficienten nimmt. Dabei gilt das 
Zeichen +, wenn n—im, hingegen das Zeichen —, wenn n=4m-+2 if. 


2) n fei ungerade. Dan bat dann sinzan=-+ti, je nachdem 
n—im+1 oder — 4n+3 iſt, und cosijrn=0. Hiernach findet man 
+202—1 sin z=sin nz—n stm (n—2)z + A! sin (n—4)z , . ..($S), 
wobei man die Reihe mit sin z fchließt, aber nicht mehr die Hälfte 
davon nimmt. Für n=4m+1 gilt das Zeichen +, für n—4m+3 

bingegen das Zeichen —. 
Beobachter man das Geſagte, fo ift es Leicht, folgende Gleichun⸗ 
gen zu erhalten: 
2c0osz—cos2z +1, 
A c0sdz — cos 32 + 3 cos 2, 
8 costz = cos Az + A cos 22 + 3, 
16 cos’z = cos 5z + 5 cos 3z + 10 cos z, 
32 cos6z = cos 6z + 6 cos 42 + 15 cos 22 + 10; u. f. w. 
— 2 sin’z — cos 22 —1 
— 4sinz—sin 32 —3 sinz, 
8 sin!z — cos Az — 4 cos 22 + 3, 
16 sindz = sin 52 — 5 sin 3z + 10 sin z, 
— 32 sindz — cos 6z — 6 cos 4z + 15 cos 22 — 105 u. f. w. 
Anmerkung. Die allgemeine Formel für sin” x läßt fich übri⸗ 
gend, ohne den Bogen z mit feiner Ergänzung sum Quadran⸗ 
ten zu vertaufchen, auf ähnliche Weife wie die für cos”x her⸗ 
leiten. Dan findet nämlich für ein Gerades n: 
2asin z—+ [cos nz—n cos (n—2)z+A/cos(n—4)z ,. . ] 
+£Y —i[sin nz —ı sin(n—2)z+A/ sin (n—4)z...] . .- (T); 
dabei gilt das obere oder untere Zeichen, je nachdem n —Am 
oder —2m ift, 
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Kür ein ungeraded n bat man: 

22sinnz— + [sin nz—n sin (n—2)z+A/ sin(n—4)z...] 

+Y -1lcosnz_ncos(n—-2)z+A’ cos(a—4)z...]. .. (U) 
wo das obere oder untere Zeichen genommen wird, je wachden 
n—4m +1 oder =2m+1 if. Die Formeln P, T und U ie 
Heben, wie fchon gefagt , fowohl für ganze als gebrochen 
Wertbe von n. Im leuteren Falle, wo n den Nenner m ie 
ſitzt, ſtellt jede dieſer Formeln die m verfchiedenen Werthe dar, 
welche der Potenz 2° cos? z oder 2° sin” z zukommen; um jet 
Werthe zu erhalten, braucht man nur alle Bogen zu fehen: 
welche denfelben Coſinus wie z zulaſſen, und in der Zormd 


z+ 24% begriffen find. Die fucceffive Subfitntion von k=0, 


— 
1,220 EX wenn m gerad, und von k=0, 1,2... —— 


wenn m ungerad til, wird diefe m verfchiedenen Reſultate ber 
beifübren. Es if bier ausreichend, n pofitiv anzunchmen; 
denn if n——u, fo bat man (2cos Deren wo es 
wiederum auf einen poſitiven Exponenten kommt. 

Ueber die Formel P iſt in neuerer Zeit viel geſchrieben wor⸗ 
den, weil Euler und Lagrange bloß 





20 cosn z=cosnz-+n cos (n—2)z+ len cos (n—4)z....(V), 


und fein imaginäres Aggregat dabei gefunden hatten. Boifien 
bat zuerfi auf die Unzuläſſigkeit dieſer Formel CV) aufmerkfam 
gemacht, infofern n feine ganze Zahl if, indem er zeigte, 


3 
daß, wenn n—=5 und z= x angenommen wird, für 72 cos x 


— *e2 die Formel (V) das unrichtige Neſultat 


G—1) 
1+2 





cos + 3co (4—2)xr +} cos G-I) a +. 


ut 4 + .] 


3 
(141) 2 darbietet. 


Die Leſer, welche dieſer Gegenſtand intereſſirt, koönnen nach⸗ 
ſchlagen: 





— cos 
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Euler’s Einleitung in die Analyfis des Unendlichen. Kapitel XIV. 


Lagrange's Vorlefungen über die Funktionen - Rechnung. XI. Bor- 
leſung; deutfch bearbeitet, von Erelle. Berlin, bei Reimer. 
Crelle's Theorie der analytifchen Facultäten. IM Abſchnitt. 

Berlin, bei Reimer. 


Ohm's Aufſätze aus dem Gebiete der höheren Mathematik. Berlin, 
bei Reimer. 


Dlivier, über die Entwidelung eines Coſinus durch die Coſinus 
der vielfachen Bogen in Srelles Journal. I. Band. 


Poisson dans la correspondance sur l’ecole polrtechnique, Tome 
second. 


Recherches sur l’analyse des sections angulaires, par Poinsot., 
Parıs, 1825. 


Beitfchrift für Phyſik und Mathematik, herausgegeben von Baum⸗ 
gartner und v. Ettinghauſen. I. Bandes erſtes und drittes Heft. 


F. 186, Unſere Aufgabe fei jest die umgekehrte, nämlich die 
Sinus und Eofinus der vielfachen Bogen durch die Potenzen des Sinus 
und Eofinus des einfachen Bogens auszudrücken. 

Man bat cos na + Y’—1esin nz=(c+Y—1rs)", mo, der Kürze 
halber, cos z=e und sin z=s gefebt ift. Der zweite Theil nach dem 
binomifchen Lehrſatze entwidelt, Iiefert einen Ausdruck von der 
Form P+QY—1, mithin 

cos nz+Y —1+sin nz=P+QY —1. 

Da nur imaginäre Größen fich gegenfeitig einander aufhe- 
ben können, fo zerfällt die vorige Gleichung in zwei andere, 
nämlich: 

cos nn=P, sinnz=Q, 
wovon die erfle alle Glieder enthält, in denen sy’—1 mit geraden 
Exponenten behaftet if. Hiernach finden wir, n mag ganzzahlig 
oder gebrochen, pofitiv oder negativ fein: 





cos nz—c? —nmn ⸗ n—1 c225? + n(n —1)(n—2)(n—3) cr4 st rer 
2,3-4 

In 

sın nzzn 8 2.3 G 8 + 2e304«85 C ST rr09 


woraus fich Feicht folgende Gleichungen herleiten laſſen: 
II. Bd. 18. Buch. 20 
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cos 22—c?—s?, sin 2z—2cs, 

cos 3z—0?—3cs?, sin 3z—3c?s—s?, 

cos Az—c!— 60’s?+8°, sin dz—Acds-—4cs?, 

cos 5z=c5—10c?5?+5cst, sin 5z=5cts— 10c’s? +s?, 

cos 62.®—15cts?+15cis'— 5°; sin 62=6c°s — 20035? + 6c°; 
u. f. w. u. ſ. w. 





Anmerkung. Erwägt man, daß tangxı= sin — ſo laſſen 6d 
die beiden letzteren allgemeinen Formeln us "eoigemdermafer 


darſtellen: 
cos DZ—Cos?z (5% t 2, ' n(n— 1 —— Rig 2. | 


sin nz=—C08"z [r tg „DD ar 2, z.. sn] 

$. 187.. Aus diefen Formeln, in denen die Sinus mir dem Co 
finns vermifcht vorkommen, laſſen fich andere herleiten, welche bloß 
Potenzen von cos z oder die von sinz enthalten. Da die Bogen 
z, 22, 32... in einer arichmerifchen Progreſſion fortfchreiten, fo 
bilden die Sinus und Eofinus derfelben (analytiſche Geometrie $. 43) 
eine recurrirende Reihe, welche 2 cos zund — 1 zu Faktoren bat. 
Ebenfo find 2 cos 2z und — 1 die Faktoren in den, der Aufeinanderfolge 
von z, 3z, 5z ... ober von Oz, 22,42. . . entfprechenden, Neiben. 
Nun iſt 2 cos 22=2( )=2—As?, Wird demnach von cos0z 1, 
sin 02=0, Cosz=c, sinz=s ausgegangen; ſo iſt es Teicht, folgende 
recurrirende Reihen zu bilden, deren beide erften Glieder und Bil 
dungsgefeg bekannt find ($. 171): 


sin 22—s( 2c), cos 222 20°— 1, 
sin 3z=s( dc?— 1), cos 322 402 - 3c, 
sin Az=s( 8c?— 4c), cos Az 8ct— Sc!+ 1, 


sin 52=s(160*—12c?-+1), cos 5z—=160°—20c’+ 5c, 
sin 62=3(320°—32c?+6c); cos 62—8320°—48ct-+18c?—1; 
und allgemein 
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sin nz8 [ (2c)=-T — (n—2) (2073 +3; (n—3) (n—4) (20) 


(n—4)(n—5)(n—6) 2 
_ CDE-SC-® ar ....] 


2 cos nz—(2c’—n(2c)”?+in(n—3)(20)"—n(n—A)(a—5)(2c)"%,,. 


Anmerkung Das allgemeine Glied T, das ite Glied dieſer 
Bleichungen, und der Faktor F, welcher, mit jenem iten 
Gliede multiplieiet, das unmittelbar darauf folgende hervor⸗ 
bringt, haben in folgenden Formeln ihre Darſtellung: 


Für sinnz... T=e(-1)! (2er x ln—i)C(i—1)] 

1 (n—2i-+1)(n -2i) 
Die Anzahl der Glieder beläuft fich auf: n oder anf !(n+t), 
je nachdem n gerade oder ungerade iſt; das leute Glied iſt + ncs 
im erften Falle, und Es im zweiten. 


Für cosnz .T—(—1)-!(2c)r-2it2 x — [(n-)CG-1)]: 


r=_. 


1 (n—2i+2)(n—2i+1) 


Die Neibe batzn-+i oder 3 (n+1) Blieder, je nachdem 
n gerade oder ungerade dit; das fette Glied iſt + 2 im erfien, 
und — 2nc in dem zweiten Fall. 


Wir kommen jegt zu den nach den Potenzen von s entwidelten 
Reiben. Es iſt nämlich: 

sin 22=C(2s), sin 32=3s— 4s?, 

sin 42=c(4s—8s3), sin 52—5s—20s+ 168°, 

sin 62=c(6s—32s®-+3255), sin 72=7s—56s?+ 112s°—6437. 


Alſo allgemein, wenn n gerade ift: 





n2_— 2? n2— 22 n?—4? 
sın ne] ns—n 2.3 8 +n 2.3 75 ger. (25 )" ] 


n? n? n?_— 22 n? n’—22 n?2—4? 
CoS nz 4 2 8 4 2 2.4 8 2 304 6:6 8 020 7 (25)» ’ 


20 * 
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Und a wenn n ungerade iſt: 
sin n2=ns—n » Pl a, nt 3 s5 (2)0; 
2 3 4. 5 .e.0.7% — 


n?—1 n’—-3? 
— 2 [ } 4 — 1 
cos DZ—C [-" 2. 1.3 For . . . (23)? J 


Anmerkung. Die Bildungsgeſetze des iten Gliedes T, und 
des Faktors F, aus deſſen Multiplikation mit dem iten Gliede 
das nächſtkommende hervorgeht, find in folgenden Formeln 
ansgefprochen: 

Wenn n=2m, Fürsinnz,... 
TZ(—1)10(29)-! [In-i — 1)Cli— 1)), 
F-_s n2_—41? 

= x Zairı)‘ 

Die Zahl der Glieder beträgt: n, und das Jeßte = +.c(2s)"-!. 

Für cosnz.... 
T=(—1)i71(2s)?!=?x ——— — * nr 
nn... M+4G—1)? 
Fa a) 

Die Zahl der Glieder if in-+i1, und das legte = +2'7. 

Bent n=2m+1, Für sin ne ... 


Ta y— [> 3 i)cQi—i |; 


n— (218 
 23ilzitl) 
Die Zahl der Glieder macht (141) und das letzte =+ 20". 


Für cos nz . 
J— [5 


_ — (21— 2)? 
Fax Fa) ' 


Die Zahl der Glieder iſt i(n+1), und das legte =tcl2s)"". 








[Gn+i—2)C26—1)), 


F — — 


n—3 





+i)C2 G-4] / 
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$, 188. Eine gegebene Reihe =ox(1), in welcher y als Funktion 
von x erfcheint, umkehren, beißt daraus eine Reihe von der Form 
x=Fy(2) ableiten, wo x in einer nach den Potenzen von y fort- 
laufenden Reihe ausgedrückt if. Wäre die Form diefer Reihe (2) be- 
fannt, wie z. B. x— Ay+By?+Cy?!...; fo würde es fich bloß um 
die Belimmung der Coeffictenten A, B,C .... handeln. Man fub- 
ſtituirt zu dieſem Behuf in die Gleichung (1) flatt der Potenzen 
von x die der Reibe (2), was zu einer identifchen Gleichung in 
y führe, aus welcher fich nach dem Satze der unbeilimmten Coef⸗ 
ficienten die Größen A, B, C... finden laſſen. Beifpiele: 


L Um die Reihe y=Mla—ıx2 +3x°— 4x4...) umzukehren, 
fege man darin s=Ay+By?. .., welche Form, wegen der Gleichung 
y=log (1+x) oder a =1+x ($. 175), ald richtig angenommen werden 
darf. Durch diefe Subftitution entftebt: 





an —Ay+By?+Cy®+Dy*t,.. ſtatt x 
—; A3y2—ABy?—(;B’+-AC)y* .. ſtatt — 3x2, 
+3A’%y°!+ A2By* ... + 1x®, 
— Atyı ..o — xt; u. f. w. 
Hieraus AM=1, B=!A?, C=AB—A®, D. ...; ferner 
1 A: __ X _ Ar 
a a aa ſ u. 
II 
Die umgekehrte Reihe it demnach : x=Ay+ —— A ar + Ay 


2-3 


11. Ebenſo Liefert die Reihe ya—ı?+x?—ıt..... die umge 
fehrte Neibe x=y+y?+y®+yi. 

Uebrigens trifft es fich felten, daß man im Voraus die Geflalt 
der gefuchten Meibe x=Fy angeben könne; in ſolchem Falle läßt 


man auch die Erponenten von y unbeflinmt, und fett Ay By" +. 
ed kommt dann darauf an, die Eoefficienten und Exponenten zu finden, 
was dadurch geichieht, daß man in der gegebenen Gleichung 1=px 
die angenommene Reihe für x einführt, wo in dem daraus bervor- 
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gehenden Refultate jedes Glied durch andere, in denen y mit demiel- 
ben Exponenten bebafter if, aufgehoben werden muß. Beifpiele: 
1. Um die Reipe ya? +32? +4xt. |... umzukehren, ſetzt man 
Ay. + Br + cyꝰ in welchem Ausdruck die Erponenten a, By... 
feigend geordnet find. Das Glied ohne y bleibt bier weg, weil x 
für 70 wird. Subſtituirt man flatt x feinen Werth, fo ſtellen ſich 
folgende Reſultate heraus: 


1) Die Exponenten 2, 3, A... von x bilden eine arithmetiſche 
Brogreffion; die Exponenten a, ß, 7... werden Daber gleichfalls in 
einer folchen Reihe fortfchreiten , da in der Entwidelung der Boten 
zen vonx?,x?,.. diefeiben offenbar jene Eigenichaft beibehalten. 


2) Hat man einmal = gefunden, fo ergeben ſich bernach die 
Werthe von 6, y, d... daraus. 


3) Das Glied, in welchem y den kleinſten Erponenten bat, 


it 3 A2y2% Da dasfelbe mit dem erfien Theil y übereinfkimmen 
muß, fo befommt man 201, 1A2=1; folglich ai, A=Y 2. 


4) Die darauf folgenden, mit dem kleinen Exponenten bebafteten 


Glieder find AByıt? und z A? —* Ihre gegenſeitige Aufhebung 
erheiſcht die Relation a-+P=3a , oder =; ferner », —.... 
Auf folche Art findet man 


s=Ay'+By"+ Cyr+ . 
Indem man mit diefer Reihe wie oben verführt, werden die 
Goeffictenten A, B,C... beſtimmt, woraus man endlich folgende 
umgekehrte Reihe erhält: 


NH Wr. 
II. Ebenſo findet man, daß für die Neibe 
_ x3 x’ x? 
x ——— u 7— TT ern 
1.2.3 1o2°..5 402°. .7 
die Form der umgekehrten Reihe if: x=Ay+By?+Cy’... Nah 
ganz durchgeführter Rechnung hat man für die umgekehrte Reihe: 
.3. 57 
+ IE 4 Er + Er + m. 


\ 
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I. Die Reihe =ay+by?+cy?.... gibt für die umgekehrte: 


bx? 2b? —ac 
—4 Zu 


Sabce—a?d— 5b? f 
ad a’ x 


_ — x3 + ... 
a 
IV. Für die Reihe x=ay+by?+cy°+dy? findet man die um- 
gekehrte 
3b?—ac 8abce—a’d—12h3 
= 1 — 54 nn. 
1 1 3 7 
V. Die Reihe y„ x? ir —ıT— 5 PR. .... gibt 
xy ?—yri1+y°—y3 + oo: 
Hätte die vorgelegte Reihe die Form 1>a+bx+cx+ ..., fo bringt 
man zuerfi das Glied a anf die andere Seite, nnd fest der Kürze 


halber *2 worauf man die Reihe 


+4 Ist +... 


umsufchren bat. Wir werden im übrigen die Aufgabe über die Um— 
fehrung der Reiben in der Differenzgialrechnung auf eine mehr allge 
meine Weile behandeln. 


Anmertungen 1) Ohne die bier erwähnte Borbereitung 
würde man in der Gleichung, and welcher die unbefimmten 
Coeffieienten A, B, C. . . abzuleiten find, für die Coefficien⸗ 
ten von y, y2... lauter ins Unendliche fortlaufende Reiben 

« erhalten, aus denen die Wertbe für A, B, C... fich nicht 
finden ließen. 


2) Iſt die Form der umgelchrten Reihe umnrichtig gewählt 
worden, fo kommt folches im Zaufe der Rechnung felbfi zum 
Borfchein, indem man anf die eine oder die andere Bedingung 
ſtößt, welcher fich nicht Genüge leiſten läßt. 


Bon den Bedingungsgleichungen. 


$. 189. Wenn das in einer Naturerfcheinung berrichende, be- 
fannte Gefeß in eine Gleichung alx, y..., ı,b...)=0 übertra- 
gen worden iſt; fo ereignet es fich öfters, daß die darin vorfommenden 
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Eonflanten a, b, c... unbefiimmt find, während x, y, z... verän- 
derliche Größen darſtellen, welche von den in der Erfcheinung Tiegen- 
den Umftänden abhängen. Um in einen folchen Falle die fraglichen 
Conſtanten aufzufinden, nimmt man feine Zuflucht zu der Erfahrung: 
indem man die gleichzeitigen Werthe von x, y, z... mißt und fie 
in die Steihung g=o ſubſtituirt. Durch anderweitige angeftellte 
VBerfuche erhält man andere Werthe für x, v, z..., mas uns zwi. 
fchen den unbefannten Größen a,b,c... verfchtedene Bedingungsgleichun- 
gen liefert, ans denen fich die Werthe vona,b,c... nach der gewöhnlichen 
Eliminationsmethode herleiten laſſen. Es iR aber für uns nicht mög- 
lich, beim Dieffen irgend einer durch die Beobachtung dargebotenen 
Größe abſolute Genauigkeit zu erlangen, daber denn auch die Zab- 
len a’, b/, ce! ..., welche man bei dem angeführten Verfahren erbält, 
nur als genäberte Werthe betrachtet werden Eönnen. Darum müffen 
fie verbefiert werden, was auf folgende Art gefcheben fann. Wir 
fegen nämlich in die Gleichung g=0, a=a/+A, b=b’+B..,.ı wo 
A, B...bdie unbefannten Fehler bezeichnen , welche an a, b,c.... 
etwa haften. Da nun A, B.... fehr kleine Größen fein werden, 
ſo ift es erlaubt, alle ihre Potenzen, welche die erfte Überfleigen, zu 
vernachläßigen. Hierdurch entficht aus g=O für A,B.... eine 
Gleichung des erfien Grades, 3.8. von der Form 


O=x+Ay+Bz+Ct.... (1). 


Um nun dem genauen Nefultate möglichtt nabe zu kommen, wie- 
derbolt man die Beobachtungen, und fucht bierdurch die beim Meffen 
der Größen x, y, z.... gemachten, fich gegenfeitig aufbebenden 
Fehler gewiffermaßen zu eliminiren. Die mehrfach angeflellten Ver⸗ 
fuche Ticfern uns auf dieſe Weife eben ſoviele Sleichungen (1), 
worin x, y, z... als befannt zu betrachten find. Hierauf fellt man 
diefe Gleichungen zuſammen, und ändert mehrere durch geeignete 
Combinationen dahin, das man eine mittlere Gleichung gewinne, 
in welcher eine unferer Eonftanten den größtmöglichen Faktor erhält, 
während hingegen die Eoefficienten der übrigen Conſtanten möglich 
Hein biciben. Indem nämlich der Eoefficient der gedachten Sonflante 
am größten if, und alle übrigen mit diefem zuletzt dividirt werden 
müffen; fo baben die Fehler, die etwa an ihnen haften, auf den 
Werth der erſteren den mindeiten Einfluß. Hat man auf ſolche Art eben⸗ 
ſoviele von einander verfchiedene mittlere Gleichungen, als gefuchte 
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Größen da find; fo laſſen fich letztere durch Elimination leicht be⸗ 
ſtimmen. | 

Ald Anwendungsbeifpiel mögen folgende: aus Baumgartner's Sup- 
plementband zur Naturlebre entlehnte Gleichungen dienen, aus wel- 
chen a, b, c beitimmt werden follen: 

a—b+20=3, 3a+2b— 5075, Aa+b+-40=21, — a+3b+3c0=14. 


Um eine Gleichung für a zu befommen, ändert man die Iegte 
Gleichung in a—3b—30=—14, weldhe zu den drei übrigen addiert, 
9a —b—2c=15 gibt, Zur Beflimmung einer Sleichung für b und c 
ändert man die Zeichen der erften und zweiten Gleichung und addirt 
ſie zu den übrigen. Hierdurch entſteht 

5a+7b=37 und a+b-Fi4c=33, 


Aus den drei fo zubereiteten Bleichungen beſtimmt man jet 
a) b, c und finder 


„2, 485, b=3, 51, c=1, 929. 


Die eben auseinandergefegte, von Tobias Meyer berrübrende 
Merbode finder in der Aftronomie häufige Anwendung; fie ift jedoch 
minder fcharf als die von Gauß und Legendre vorgefchlagene Die- - 
thode der kleinſten Quadrate, bei welcher die Weitläufigfeit der Rech- 
nungen durch die große Genauigkeit der Nefultate ausgeglichen wird. 
Hat man nämlich durch Erfahrung keine ganz genauen Werthe für 
x, yr 2... erbalten, fo wird, wenn man diefe Werthe in die Glei⸗ 
hung (1) ſubſtituirt, das erfte Glied fich nicht auf Null, fondern 
auf eine Feine und unbekannte Zahl e redueiren. Ebenfo werden 
andere See die den Wertben x’, x’, y’, y’,... entfprechenden 
Sehlere’, e“, ... darbieten; fo daß man bat: 
e=s+Ay+Bz..., e=x/+Ay/+Bz2’/..., e’=x/+Ay'+Bz’... ⁊Ä. 
Wird jede dieſer Gleichungen , deren Anzabl mit jener der gemach- 
ten Beobachtungen übereinftimmt. zum Quadrat erhoben; fo befommt 
man durch Addition derfelben, indem man nur die Glieder anfchreibt, 
worin A vorkommt, weil die übrigen Glieder von derfelben Form find: 
ed+e/?+e2, —A%Xy:+y/2,.)+2A(xy+x'y‘...)+2AB(yz+ty'z’..)+ie. 


Der zweite Theil von der Form Atm+2An-+K wird anf ein Mini- 
mum gebracht, wenn man A fo wählt, daß feine erſte Derivation 
Am+n verfchwinder (man ſehe unfere Differentialrechnung). Hier 
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nach entficht, wenn bloß der unbekannte Faktor A in Berüdfichti- 
gung gezogen wird: 
y(s+Ay+Bz ...)+y (x/+Ay’+Bz...)+i0.=0. 


Um alfo die Summe der Fehler in Beziehung auf eine der 
Unbefannten A auf den Fleinfien Werth zu bringen, multiplicire man 
jede der gegebenen Bedingungsgleichungen (1) mit dem zugehörigen 
Saftor y von A, mobei derfelbe fein Zeichen beibehält, und ſetze 
dann die Summe aller dieſer Produfte gleich Null. Zudem auf gleiche 
Weife mit den übrigen Conſtanten B, C .. . verfahren wird, gewinnt 
man fo viele Gleichungen als zu befimmende Größen da find, aus 
denen dann die Ichteren entwicelt werden. 


Als Beifpiel diene folgende Aufgabe aus der Mechanik, in welcher 
man zeigt, daß die Länge x des einfachen Serundenpendeld an einem 
Orte, defien geograpbifche Breite y tft, durch die Formel x=A+B 
sin?y ausgedrüdt wird, wo A und B unveränderliche Zahlen find, 
am deren Beftimmung es fich bier handelt. Es würde zu diefem Be⸗ 
bufe ausreichend fein, die Länge x unter zwei verfchiedenen Breite 
graden mit geböriger Sorgfalt zu meflen, um zwei Gleichungen zu 
erhalten , aus denen fich die beiden Unbekannten A und B berleiten 
ließen. Die Genauigkeit wird aber um Vieles größer werden, wenn 
man, wie Mathieu und Biot getban, die Längen x unter ſechs ver- 
fchiedenen Breitegraden mißt, und hierauf die fechd Bedingungsglei⸗ 
chungen nach der vorhergehenden Methode behandelt. Subſtituirt 
man demnach in den Nusdrud A+Bsindy—x, wo die Größen fich auf 
Metermaß beziehen, die bei den ſechs Breitegraden gefundenen 
Werthe; fo erhält man folgende ſechs Gleichungen: 


e =A + B.0m,3903417 — 0%,9929750 , 
e —= A + B»0, 4972122 — 0, 9934620, 
e! = A + B»0, 5667721 — 0, 9938784 , 
e/= A + B»0, 4932370 — 0, 9934740, 
eV= A + B:-0, 5136117 — 0, 9935967 , 
e’= A + B«»0, 6045628 — 0, 9940932, 


Um die Methode der kleinſten Quadrate anzuwenden, muß mau 
jede der ſechs Bleichungen mit dem Coeffieienten von A multipli. 
eiren, diefe Produkte addiren, und ihre Summe dann gleich Aal 
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ſetzen. Da dieſer Coeffieient durchgehends 1 iſt, fo braucht man bloß 
jene Bleichungen zu addiren, und man bat 


6A + B»-3,”0657375 — 5,79614793=—0, 

Mattiplicirt man ferner jede der fechd Gleichungen mit dem 
Coefficienten von B und addirt dann die Produfte, fo befommt man 
A+3®,0657375-+ B-1=,5933894— 3” ,0461977==0, 

Nach den Regeln der Elimination findet man endlich 
A=0=,9908755, B=0,0052941816. 


Anmerfung Den LXefer, welcher fich näher über die Me⸗ 
tbode der Fleinften Quadrate, dieſe wichtige und bedeutende 
Srweiterung im Gebrauche der Rechnung bei phyſikaliſchen 
Beobachtungen und Verfuchen unterrichten will, verweifen 
wir auf nachfichende Werfe: 

Gauss, 'Theoria motus corporum calestium. 

Nouvelles methodes pour la determination des orbites des co- 
metes, par Legendre. 

Calcul des probabilites, par La Place. s 

Litrow, Vorlefungen über Aftronomie. 

Baufer, über die Anwendung der Methode der Feinften Qua⸗ 
dratiumme, 


Beſſel, in Schumachers aftronomifchen Nachrichten. Band VI. 
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Note I zu $. 9 
Allgemeines Glied in der Entmwidelung der Boten; eines Bolynoms. 


Segen wir in der Formel (9) m—ß—y— 3... flatt @, und laffen 
den im Zähler und Nenner gemeinfamen Faktor 1.2.3... weg, fo 
entfteht 

_ m(m—1)(m—2)..(m—ß-r—8.41) ‚87,5 mPy—d.. 
— 6 
Der Coefficient eines Gliedes in der Entwickelung von (a+b+c+.d...)” 
wird alſo durch einen Bruch ausgedruͤckt, deſſen Zaͤhler gleich iſt dem 
Produkte aus ebenſovielen aufeinander folgenden Gliedern der Reihe 
m, m—1,m—2,... als Einheiten in der Summe der Exponenten der 
Buchftaben, welche a multipliciren, enthalten find, und deffen Nenner 
gleich ift dem Produfte aus allen einzelnen Gliedern der Reihen, Die 
man (für jeden mit a multiplicirten Buchftaben) fo bildet, daß jede die 
natürliche Zahlenreihe ift, von 1 an bis zu dem Erponenten des jeder 
einzelnen entfprechenden Buchſtabens. 

In der nach) a geordneten Entwidelung wollen wir jett das Aggregat 
aller derjenigen Glieder, welche mit der nämlichen Potenz diefes Buch⸗ 
ftabens behaftet find, ald ein einziges betraditen. Die Potenz amt! 
des nten Gliedes wird fonad) mit fämmtlichen Produkten von (n—1) 
Dimenfionen, weldje man aus den Buchftaben b, c, d.... bilden kann, multi- 
plicirt, Ebenfo erfcheint in dem (n-+1) Gliede die Potenz am ald Faktor 
fammtlicher Produkte von n Dimenfionen, welche fich aus jenen naͤmlichen 
Buchſtaben zufammenfegen Iaffen. Denken wir und nun die Produfte 
von (o—1) Timenfionen, weldje unfere Buchftaben b,c,d... liefern 
fönnen, wobei vor der Hand der Zahlencoefftcient unb eruͤckſichtigt bleibt, 
gebildet; fo ift Far, daß wenn man jene Produkte mit b multiplicirt, 
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man alle diejenigen von n Dimenfionen erhält, welche dieſen Buchftaben 
zum Faktor haben. Multiplicirt man auf ähnliche Weife mit c anftatt 
mit b, fo findet man alle Produkte von n Dimenfionen, in denen der 
Buchftabe c vorfommt. Da es unter letzteren Produkten aber folde 
gibt, welche den Faktor b enthalten und Diefe fchon bei der eriten Mul⸗ 
tiplication gewonnen wurden; fo ift es einleuchtend, daß bei der Multis 
plication mit c man nur diejenigen Glieder von (n — 1) Timenfionen 
in Betracht nehmen muß, in welchen ver Faktor b nicht ericheint, Eben⸗ 
fo multiplicirt man die Produkte von (n—1) Dimenftionen mit d, indem 
diejenigen außer Acht bleiben, welche b und c enthalten; ferner multis 
plicirt man unfere Produkte von (n—1) Timenfionen mit e, wobei 
nur diejenigen berücdfichtigt werden, in welchen weder b noch c nod) d 
vorfommt u. f. f. 


Die auf folche Art gewonnenen Refultate zufammengefügt,, geben 
und alle nur möglichen Produkte zu n Timenfionen aus den Buchitaben 
b,c,d,e... Hieraus ergibt ſich folgende Regel, um bei der nach a 
geordneten Entwidelung von (at+b+c+d ... ) jedes (n+1)te Glied 


aus dem naͤchſtvorhergehenden nten herzuleiten: Man multiplicire mit * 


ſaͤmmtliche Produkte der Buchftaben a, b, c..., welche in dem nten Gliede 
vorfommen; alddann mit — alle diejenigen Produkte, welche den Faktor 


b nicht enthalten, ferner mit 1 alle diejenigen der naͤmlichen Pro⸗ 


dukte, welche weder b noch c enthalten, u. ſ. w.; endlich ſetze man 
jedem dieſer ſo gefundenen Produkte den Zahlencoefficienten vor, welchen 
die Formel (9) anzeigt. Dieſe Regel gilt fuͤr alle Glieder und geſtattet, 
da das erſte Glied jederzeit —am iſt, nach und nach jedes der übrigen 
zu finden. 


Note II. zu S. 26. 
Dier Brobleme aus der Wahrfcheinlichkeitsrechnung. 


1) In einer Urme befinden fich n gleiche Kugeln; man ſoll die 
Wahrfcheinlichkeit beftimmen, daß, wenn man auf Gerathewohl hinein; 
greift und eine beliebige Anzahl davon herauszieht, Diefe eine gerade 
oder eine ungerade Zahl fein wird. 


Die Zahl der Fälle, in welchen nır eine Kugel herauskoͤmmt, if 
offenbar n, weil jede Kugel auf eine gleich mögliche Weife ergriffen 
werden kann; die Anzahl der Fälle, in welchen zwei Kugeln vorfommen, 
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ift gleich der Zahl ber möglichen Combinationen von n Elementen zu 
je 2,d. h. u; die Zahl der Fälle, in denen drei Kugeln ges 


1.2 
zogen werden, ift — — „u. ſ. w. Die Summe G ber Faͤlle 


für die geraden Combinationen ıd. h. zu je 2, 4,6...) iſt daher 
__ n(n—1) n(n—1)(n—2)(n—3) . 
— + 1.2.34 ri; 
und die Summe U der Fälle für die ungeraden Combinationen 
— nn , n(n—1)(n—2) 
(d. h. zu 1, 3,5... = tr a re 
Man hat aber 


AH =P—1tnt 





n(n—1) n(n—1)(n—2) rc 


12° 1.2.3 
a n(a—1) _nG-IO—N) , .. 
(1—1) =0=1—n+ 1? — 1.23 + 6.5 


aus welchen Öleichungen, wenn man fie erft addirt, dann fubtrahirt, und 
beidemal durch 2 dividirt, fich fofort ergibt: 
G=a-!_ I md U=P—T, 
Die Wahrfcheinlichkeit, eine gerade Anzahl zu ziehen, iſt alfo gleich 


In—ı__ 
Fr J , und die Wahrſcheinlichkeit, eine ungerade Anzahl zu ziehen, 





gleich — — ; bie erftere Wahrfcheinlichkeit it daher ftetd Kleiner ald Die 


letztere, * nähern ſich aber immer mehr ihrer gemeinſamen Grenze z, 
je größer n wird. 

2) Sm einer Ume befinden fich n weiße und ebenfoviele ſchwarze 
Kugeln; man fol die Wahrfcheinlichkeit beftimmen, wenn man daraus 
irgend eine gerade Anzahl Kugeln zieht, daß darunter ebenfoviele ſchwarze 


‚als weiße Kugeln fein werben. Die Zahl der Fälle, in welchen eine 


weiße und eine fchwarze Kugel zufammenfommen, ift —=n?; die Zahl ber 
Fälle, in denen zwei weiße und zwei ſchwarze Kugeln verbunden find, iſt 
n(n—1). _ n(n—1) 
19 XI ut 
Die Summe der günftigen Fälle ift folglih — 
n n(n—1) n(n—1)(n—2)]2 
au rl Ba Br el 
d. h. gleich der Summe der Quadrate der Glieder in der Entwidelung 
von (1-41)? weniger der Einheit. Man fieht aber bald, daß die letztere 
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Summe gleich der Summe der von a unabhängigen Ölieder des Probuftes 


[+04 Han. I — +. im F Emm! +...) 








oder des Produfted ma [ı+ T dry _ din n 


it. Unfere gefuchte Summe ift daher mit dem Goeffcienten des mittleren 
Gliedes, d. h. mit dem Goefficienten des Gliedes a in der Entwickelung 
von (14a)? einerlei. Für diefen Eoefftcienten findet man nun den Ausdrud 
2nl2a—1)...(2n—n+1) _ 1-2. +C2n —1).2n 
RZ — —— (le2ederen)d 
Die Summe der günftigen Fälle ift alfo = 
1.2.3 + + «+ 2n {A 
(led een): 
Die Summe aller möglichen Fälle ftimmt mit der, der geraden Com⸗ 
binationen aus 2n Elementen überein, fie ift folglich 


—_ 2ldn—1. n—1) 2n(2a—1)(2n—2)(2n—3) 





— 7 + TE 76 7577 — +..=222-1—1, 
Wir haben daher für die gefuchte Wahrfcheinlichkeit den Ausdrud 
1:2 ..o. 2n 1 
. .. n 7 
2ä-1 


3) Man bat n Würfel, wovon jeder mit n Nummern von 1 au 
gerechnet, bezeichnet iſt; wie groß ift die Wahrfcheinlichleit, Damit eine 
gegebene Anzahl p+1 Augen zu werfen? Die Anzahl aller möglichen 
Fälle bei dem gleichzeitigen Wurfe mit n Winfeln ft ma. Was bie 
Summe der günftigen Fälle anlangt, fo fieht man, daß diefelbe mit 
dem Coefftcienten des Gliedes der Entwidelung (++... te)r,, in 
weichem die Summe der Erponenten p-+1 beträgt, übereinftimmt, wo 
nämlich gedachter Goefficient andeutet, wie oft ſich aus n Zahlen, die 
von 1 bis m gehen, die Zahl p+1 bilden laͤßt. Um dieſen Goefftcien: 
ten auszumitteln, bemerken wir, baß 


(A+L+ ... ſ yn —=p (1—fe (AH, Nun if 
(1—fr)a =1-— + N pm Leer Z_ am ꝛc., und 
_Nna—4ı Te + n(a+1)(n+2) ‚3 
(1—-f) 1+ 1 + —— — u ar ya f? +. 


Um nun unferen Coefficienten zu befommen, nehme man in der zwei⸗ 
ten Reihe das Glied von fpt!-> und multiplicire ed mit dem Iten Glicde 
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der erften Reihe; alsdam gehe man in der zweiten Reihe zu dem Glied 
fptı-a-mygnd multiplicire ed mit dem zweiten Gliede der erften Reihe 
und fahre jo fort, daß man in der zweiten Reihe ftetd um m lieber 
zurückgeht, in der erften aber um ein Glied vorfchreitet, Hierdurch findet 
man für den gefuchten Eoefficienten den Ausdruck: 


n(n+1).-p_ ___ntn+1)---(p—m) 
1-2-..(p+1—n) 1-2 -(p+H—n—n) 


+ n(n+1).+-(p— 2m) . ꝛc 
1.2.·(p4 1-æn-20) 1.2 


x7 


was fo weit fortgefegt wird, bis man zu einem Faktor gelangt, der O 
oder negativ if. 


Der vorftehende Eoefficient durch m” Dividirt, gibt die verlangte 
Wahrfcheinlichkeit. 


4) Es wirft Semand ein einziges Mal n Würfel, von denen jeber 
a mit O bezeichnete, b mit +1, und b mit —1 bezeichnete Seitens 
flächen hat. Welches ift die Wahrfcheinfichkeit, dabei lauter mit Null 
bezeichnete Seiten zu werfen? Und welches ift die Wahrfcheinlichkeit, 
dabei m mit + oder m mit — bezeichnete Seiten zu befommen? Stellt 
man die Null enthaltende Seite durch x®, die +1 enthaltende durch x! 
und die — 1 führende Seite durch x! dar; fo drüdt in der Entwidelung 
von (ax + bxl-+bx-1)a der Coefficient C des Gliedes, in welchem x 
mit dem Erponenten O verfehen ift, die Zahl der günftigen Fälle aus, 
während die Zahl aller möglichen Faͤlle (a+2b)r beträgt. Die ges 
fuchte Wahrfcheinlichkeit ift daher 


—(ar2b) 


Es handelt fich jegt darum , den Eoefficienten C zu finden. Durch 
Entwidelung ded Trinoms (ax +bx!+bx-1)e finden wir 


lax’+b(x1+x- N) —a® + nar!h(x!+x-') 


+ EI pet + x. 


Hier ftellt fich fofort heraus, das Die ungeraben Potenzen des Bis 
noms (x!+x-1) fein Glied ohne x enthalten, und daß bei den geraden 
Potenzen das mittlere Glied allein ohne x vorkommt. 


11.8), 18. Bud. 21 
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Wir haben daher: 
C=a2 + n(n—1)a”°b? + 





ala —T)ln—2)(n—3) aa-4h 
1.2.1.2 


4 DE NG DED a 


Um die zweite Frage zu beantworten, brauchen wir bloß in der 
Entwidelung von [ax®+b(x!+x-1)]2 den Eoefficienten M bed Gliedes 
x» nebft dem Gliede x aufzufuchen. Tie gefuchte Wahrſcheinlichkeit 
ift dann gleich der Summe diefer Eoefficienten dividirt durch (a+2b)*. 


Es ift aber: 
[a + b(x!+x 1) =a2+nar!b(xl+ en ab(s! + ı rc; 
ferner (A! +79? =1?2+x7°+2, 

G!+r?=13+73+3@14 777), 

++ t+ältrn2)+ * 


— [ * + Yuf f. 
Setzt man folglich 
[a+b(x + MDp=A+Bli' +1) +Ca&?+72)+Der? +73) + 10, fo iſt 
nr 2.nCo-N a3, +3nta—N(n—Yln—3) 5 
ir 


. a en aa—-5})5 + 165 


_afn—I 4 „stn—NIen— D(n—3) 
.- | 2 er 1 1:20:34 ah 
+ 6-5 . n(n—1)°««.(n—5) 
1-2 1.2.6 
— n(n -).(n -æm41) 
= ar 
4 (m+2 , na Ita mt) ehe 
1 1.2...+(m+-2) 
„+9m+3) . n(n—1)-++( n—X 
1-2 1.2.+.(m-+4) 


anche + I, u. ſ. f. 


- 
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era  2M m an 
Alfo die gefuchte Wahricheinlichkeit — GH), weil x” und x 


einerfei Eoefftcienten haben. 


Note u zu 8. 58. 
Eliminationsmethode von Euler. 


Ein bemerkenswerthes Eliminationsverfahren iſt das von Euler uns 
uͤberlieferte, welches wir in Kuͤrze hier auseinander ſetzen wollen. Soll 
man naͤmlich aus den beiden Gleichungen 

xm+-Pxa-14Q72+,..=0 und + P/sa-14Q/x22+,..=0) 
eine neue Öleichung erhalten, in der x nicht mehr vorfommt; fo ift dieß 
foviel, ald man fol die Relation zwifchen den Coefficienten P, Q... 
P‘, Q’... beftimmen, wobei die gegebenen Gleichungen eine gemeinfame 
Wurzel a oder einen gemeinfchaftlichen Faktor — «a haben. Wir 
baben alsdann: 

(m +Pxm14Qx=2,,,.)=60—a)(a"'+ px? +gr®3,..), und, 

(s+P’x=-1+Q’172,..)=(s—a)(s”!+p/ı2°+g'273...). 

Wird das Binom x—« eliminirt, fo finden wir: 

(sm +-Psm14Qxm2,,, (ar! +p’x22+,..) 
—(„n4-P’s71,Q'202,, )am!-pım?2r...) 

Entwideln wir nun die auf beiden Seiten fiehenden Probufte und 
fegen die gleichnamigen Coefficienten einander gleich; fo entipringen 
daraus m+n—1 Gleichungen zur Beftimmung der unbefannten Größen 
Pr, q... Pr 4 ..., die weder unter einander noch mit fich mul- 
tiplicirt vorfommen, und deren Gefammtanzahl fih auf m + n—2 ber 
läuft. Da man nım eine Gleichung mehr hat, als unbefannte Größen 
vorhanden find; fo gelangt man zulegt, wenn man nad) einer der bes 
fannten Methoden für die Gleichungen des erften Grades eliminirt, zu 
einer Gleichung, welche nur noch die Eoefficienten P, Q...P‘,Q.. 
der gegebenen Gleichungen und kein x mehr enthaͤlt, mithin die gefschte 
Sinalgleihung in y iſt. Wenn diefe Endgleichung ftatt finden kann, fo 
befommt man den Faktor x—a, indem man die erfte der vorgelegten 
Gleichungen durdy das Polynom xm-!+-pı=2 ,,, dividirt. Dabei findet 
man den Quotienten +P—p, und vernadjläßigt den Reit, weil er noth” 
wendig verfchwindet, wenn man darin ftatt y einen aus der Kinalglei- 
hung entnommenen Werth einführt. Der obige Quotient, gleich Null 
gefegt, gibt —=p—P, wonad) x in y ausgedrückt fein wird, wenn man 
darın flatt p feinen aus ben oben aufgeftellten Gleichungen vom erſten 
Grade gefundenen Werth fubkituirt. Im Allgemeinen wird der Ausdruck 

21 * 
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für x von der Art fein, daß man Nx—M—0 hat. Die Werthe von v, 
welche gleichzeitig N und M Rull machen, weifen darauf hin, baß für 
diefe Werthe die zwei gegebenen Gleichungen einen gemeinfchaftlichen 
Faktor von einem höheren Grade, als der erfte it, zulaflen. 
AS Beifpiel mögen die beiden Gleichungen 
x2+Px+Q=0, x?2+P’s+Q’=0 gelten. 
Die Faktoren, weldye — a multipficiren, find hier x+p und x+p’. 
Hiernad, fommen die Gleichungen: 
pP — p’ =P_—P‘, 
Pop — Pp’ = Q — 0‘, 
9%r—- =. 
Aus den beiden eriten Gleichungen ergibt ſich 


— P-POP-Q+Q 
P_p’ 


BIP Q0. 


Subftituirt man dieſe Werthe in bie dritte, fo entfieht: 
(P-P/XPQ’—QPIHLA—Q. 


Sest man in der Öleihung =p—P für p feinen oben gefundenen 
Werth, jo fommt 


8 
P-P’ 

Die durch dieſe Eulerſche Methode gewonnene Finalgleichung iſt 
dfterd von einem niedrigeren Grade, ald jene durch Die andere Methode 
gefundene. Die Urfache diefer Berfchiedenheit liegt darin, daß, im Laufe 
der Rechnungen bei der Beitimmung der unbekannten Größen p,q...p’,q-.., 
in den entitehenden Refultaten die gemeinfamen Faktoren bei Seite 
gejegt worden find, was ein Verſchwinden von mehreren Wurzeln nach 
ſich zieht, wie wir ed am folgenden Beifpiele fehen werden. 

Es feien die zwei Gleichungen 
?+(3—3yIx2-H6 3267 —Dx+3y?— Hr 0 
=(x—o)(x?-+-px-+g), und 
x24(37,—3)x2+(372—6y—1)x+y° 37274 3=0 
=(x—o)(1?+p’x-+g) 

Man findet die Gleichungen 

2824 pP. ..1), ON =PQ-IrH4: . - (2) 
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3,2 —y?+y—3)+p/(3r?—6y—1)+1/13—3y) 
—p@r2--55—1)-48-31) . ... (3) 
ar? —y>+r—39+4'8y?— 6y— 1) 
=— Or’ HF Y3)+r4(3r:- y—1)...(4) —-9 . . . (5). 
Die erite gibt —p —23—35); die zweite liefert, nachdem —q 
ftatt q’ gefest worden, wie es (5) ausſagt: 





__24 . 
P=373, —P. Aus der Gleichung diefer beiden Werthe folgt 


p= 3, —+ 3-35. GSubftituirt man hierauf die Werthe von p und 


p’ in (3) und (A), fo kommt q=—qg’=0, und man hat die Final: 
gleichung (y2—3y+9)y=0, aus welcher ſich die drei Wurzeln —O,y—1, 
y=2 ergeben. Die nad) dem andern Verfahren gefundene Gleichung tft 
Dagegen vom 9ten Grabe, und liefert folgende Wurzeln: 


„=0, y=0, y=1, 31, y=1,1=2, 172, 33, y=3, 7=—1. 

In der erften Finalgleichung fehlen die Wurzeln y=3, y„=—3, weil 
der, beiden Theilen gemeinfame Faktor der vierten Relation bei Seite 
gefegt wurde; außerdem bleiben, der in der zweiten Relation vorfom- 
mende Faktor y„—I und ferner der Faktor y? unberuͤckſichtigt. 


Note IV ng. 64, 


Ueber die Eriſtenz der reellen Wurzeln der Gleichungen mit einer 
Unbefannten. 


Die Richtigkeit ded hier durch geometrifche Betrachtungen hergelei⸗ 
teten Fundamentalſatzes, daß, wenn man bei der fucceffiven Subftitu- 
tion zweier Werthe a und b ftatt x in einer Öleichung fx=0 zwei Re⸗ 
fultate mit entgegengefegten Zeichen findet, nothwendig zwifchen a und 
b wenigftend eine reelle Wurzel der Gleichung liege, läßt ſich auf ana⸗ 
Igtifhem Wege folgendermaßen nachweifen. Indem wir durch P das 
Aggregat der pofitiven Glieder und durch N das der negaliven Glieder 
unferer Gleichung darſtellen, erhält diefelbe die Form P—NIO. 

Es fei nun a der Werth von x, welcher ein negatives Refultat, 
und b der Werth, welcher ein pofitived Nefultat liefert. Wenn für 
x=a nun P—N<0, für s—=b aber P—N>>0; fo ift far, daß im er- 
fteren Falle P Heiner ald N, im zweiten Dagegen P größer ald N fein 
müffe. Die Größen P und N, bloß pofitive Glieder und ganzzahlige, 
pofitive Potenzen von x enthaltend, nehmen nun in dem Maße zu, 
ald x zunimmt; ed werden felbft jene Größen allmählig wachlen, wen x 
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allmaͤhlig waͤchſt. Da aber P, welches vorher Heiner ald N war, nad 
ber größer ald dasſelbe geworben iſt; fo muß die erſte Größe fehneller 
ald die zweite amwachfen, damit fie diefe letztere, von ber fie anfänglich 
nbertroffen wurbe, endlich überfteigen könne. Ehe biefer Umftand ſtatt 
findet, mußte ed aber einen Moment geben, wo jene beide Größen einander 
gleid; waren, mithin P— N=0 wurde, b. h. ed liegt zwiſchen a und 
b ein Werth, welcher fix) gleich Null madıt. 

Es laͤßt fich dieß auch fo geben: Sn dem Intervall von x—a bie 
x=b ift ed möglid;, die Differenz der continuirlichen Zunftionen P und N 
durch beliebig Feine Größen zu ändern; und weil nur gedachte Differenz 
in diefem Zwifchenraume ihre Zeichen ändert und nicht unenblich wer⸗ 
Ben fanır, fo muß fie der Null fo nahe fommen, ald man nur immer will. 

Sm Falle die zwiſchen a und b eingefchloffene Wurzel commenfus 
rabel it, bat man genau P—N, während für den Fall, daß jene Wurzel 
incommenfurabel ift, die Differenz P—N geringer ald jede noch fo Heine 
gegebene Größe gemacht werden kann. 

Uebrigend koͤnnen in dem Intervall von a auf b die Größen P 
und N mehreremal zufammenfallen, was flattfinden wird, wenn P, 
welches aufänglich ftärfer anwachfend ald N angenommen wurde, von 
dem Punkte deö Zufammentreffend an, weniger fchnell ald N zunimmt, 
was ein neued Zufammentreffen beider Größen möglich macht. 


Note V zn 8. 73, 


Weber die durch Fourier verbefierte Newtonfhe Näherungsmethobde. 


Die in dem angeführten Paragraphen durch geometrifche Unterfus 
chungen gefundenen Reſultate laſſen ſich ebenfalld auf algebraifchem 
Wege ableiten, was zum Theil jebt gefchehen fol. Wir fchiden deß⸗ 
halb folgenden Huͤlfsſatz voraus. 

Es fei „x eine beliebige ganze Funktion von x, 9x, ax .... 
ihre Derivationen, ferner h ein beliebiger Zuwachs von x. Theilen wir 
nun h in eine willführliche Anzahl n gleicher Theile, mithin einer ders 


felben = *3 ſo haben wir 

— —=ox+ * — 29% .. .); begleichen 
ICH Er 
o(»+ = (+ =) + [+ =) 4 (+ =) | 


u. ſ. f. 
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h —I)I 
o(«+—) 26 4260 D ) 
hf, (n—1)h hu DR) ] 
T n [+ (+ T +29 (x+ n * 


Werden alle dieſe Gleichungen addirt, ſo kommt 
—h h 2h 
f(x+ bh) - x n o'x + o’ (+) + a (x+ =) .... 


—1 h h? „ ” h 
+o/(x+ cry] + 55 [» x+9 (+-)+... ] +. 


Macht man nun n hinlänglich, groß, in der Art, daß alle mit 2 


und noch höheren Potenzen von * multiplicirten Glieder kleiner als 


irgend eine kleine Groͤße dwerden; ſo hat man 
hf h 
en | W5te‘ (+-)+ ... | 


Nimmt man in der Summe zur Rechten dieſes Ausdrudes ſtatt 
jedes einzelnen der n Summanden ben größten derfelben, welcher durch 
o'xg[h] dargeſtellt werden mag, fo iſt 


9(x+h)—oı<ho’sglhl. 

Sept man dagegen ftatt jedes’ einzelnen der n Summanden ben 
Heinftien, welcher in g’x-k[h] feine Darftellung haben mag; fo tft 

9(x+h)—ox>h-p’xklh]. 

Die Differenz oCx+h)—yx liegt alfo immer zwifchen den Grenzen 
hg’xg[h] und ho’xk[h], wo @’xg[h] und g’xk[h] den größten und kleinſten 
aller der Werthe bezeichnen, welche @’x zwifchen x und x+-h annimmt. 
Da nun ber Uebergang von einem dieſer Werthe zu dem andern flefig 
genommen werben Tann, fo muß zwifchen ihnen ein gewiffer Mittelwerth 
fiegen, der mit h multiplicirt, unferer Differenz 9Cx+h)—ox glei, ift. 
Bezeichnen wir diefen rechten, jedoch unbefannten Werth durch ’Cx...x+-hY; 
10 haben wir die genaue Gleichung 

o(xth)—yı=h:p/(x .. . x+b). 

Es feien nım @ und 8 die beiden Grenzen, zwifchen denen eine eins 
zige Wurzel a der Gleichung fſx—O liegt; ferner die Derivation f’x, fx 
fo befchaffen, daß fie für alle Werthe von x, die innerhalb der Grenzen 
«und ß liegen, ihr nämliches Vorzeichen behalten, wobei folche übris 
gend einerlei oder verfchieden fein können, während die primitive Funk⸗ 
tion f(x) für die beiden Grenzen entgegengefegte Zeichen hat. 
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Bon ber unten Grenze a der Wurzel a ausgehend, haben wir, 
wenn a-a—h gefett wird, fla-+h)=O, oder, mit Beziehung auf uns 
fern Huͤlfsſatz, genau fa+hf’(a ... a+h)—0. Hierand a=a— nr 
oder, da eine zwiſchen = und a eingeichloflene Größe auch zwifchen « 

. — fa 
und ß liegt, aa — f7Ca...®) ... (1) 

Von der andern Grenze 4 der Wurzel ausgehend, haben wir, 
wenn h=ß—a gemacht wird, 

Bhf C—h ... DO. Hierand 
== 77..B) FR D vver e&a — 6)* 3 


Der Vorausſetzung gemäß beſteht um eine von folgenden vier 
Zeichenverbindungen : 











ver me Fire lt eo rg 
fr co... ++ —- | + - + + - — — + 
für BB... ++ + + — — — + —æ— — — 


Wir wollen jest diefe vier Fälle der Reihe nady einzeln durchgehen. 

Sm erften Fall hat man H>l’(a...£)>fa, weil das pofitive f’x von «a 
bis 8 im Zunehmen begriffen it. Denn aus der allgemeinen Gleichung 
Plx+b)—l’x+hf”s+ ıc. geht fofort hervor, daß fx ſtets mit x zugleich 
wädhlt wenn f’’x pofitiv, hingegen bei dem Wachen von x abnimmt, wenn 
f“x negativ if. Setzt man daher in den Ausdruck (1) des wahren 
Wurzelwerthed 178 ftatt F(m...ß), fo wird das daraus entipringende 


Refultat «=a— * kleiner als a fein; es iſt aber offenbar a’>a, ba 


fa und ſ 8 verfchiedene Zeichen haben: folglich Liegt =’ der Wurzel a 
näher ald a, und man hat damit einen dem a näher fommenden Werth 
erhalten, der jedoch Heiner als der wahre ift. 


Bertaufchte man dagegen in dem Ausdruck (DF(«...Pp) mit fa 
fo wäre da — größer als a geworden; auch ift wieder «>«: 


mithin bleibt es Imentfhieden, ob der Iebtere Werth a’ der Wurzel a 
näher oder entfernter ald a fomme, woraus hervorgeht, daß man biefen 
Werth a’ befeitigen und ben erfieren Näherungswerth «’ =. 
wählen müffe, von ‘dem man beflimmt weiß, daß er größer ald « ins 
deſſen Peiner als der geſuchte Werth a iſt. 
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Nimmt man ferner EB ftatt ex... 8) in dem Ausbrucd (2) des 
wahren Wurzelwerthes, fo ift das dadurch gewonnene Refultat 8 =p—75 
größer ald a; zugleich ift &’<P, weil f8 und f/ß einerlei Zeichen haben: 
folglich liegt 8’ der Wurzel a näher ald 8, und man hat damit einen dem 
a näher gerüdten Werth gefunden, der jedoch größer ald der wahre ill. 
Nähme man dagegen in dem Ausdrud Ca)’ flatt (x... 2), fo wäre 


P—B— 1 Heiner als a geworden; überdem ift auch Z’<PB: es laͤßt 


ſich demnach wieber nicht fagen, ob der Werth 4 der gefuchten Wurzel 
a auch wirklich näher liege als 8; jener Wertb muß daher befeitigt 
werden. 


In dem erfien Falle findet man alfo in den Ausdruͤcken 
a'=a— n und P=ß- 15 
zwei Örenzen, zwijchen denen der wahre Wurzelwerth liegt und welche 
zu gleicher Zeit nähere Grenzen ald « und ß find. 
Wir gehen jetzt zu dem zweiten Fall über. Hier ift der negative 
Werth von F’x von « bis 8 fortwährend im Abnehmen begriffen. Sekt 
man mın in den Ausbrud (1) far ftatt la... 8), fo ift der daraus 


bervorgehende Werth «’= an größer ald « und Heiner ale a, folg- 


ich ein wahrer Näherungswerth. Seht man ferner iR, ſo 


wird hier A’<B und >a, folglich ein wahrer Naͤherungswerth fein. 
Nähme man hingegen in dem Ausbrud f/ß flatt Fl... 3), fo würde 
man nicht mit Sicherheit behaupten koͤnnen, daß der gefundene Werth 
a der Wurzel a näher ald « liege, ebenfo würde in bem Ausdruck (2) 
ſtatt 1’(a...G), gefeßt, einen Werth 8’ geben, von welchem fich nicht 
beftimmt ausſagen laͤßt, ob er dem gefuchten Wurzelwerthe näher als 
ß fomme. Man hat alfo auch dießmal in den Ausdruͤcken 


fa ’ fß 
4— — ⸗ 
—— und 6— 5 


zwei neue und wirklich naͤhere Grenzen des geſuchten Wurzelwerthes. 
Wir betrachten jetzt den dritten Fall. Hier nimmt der poſitive Werth 
von fx von a bis 8 fortwährend ab. Es ſtellt ſich bald heraus, daß 


nur A>a und <a ift, wenn =au— n; ferner daß nur 65 und 


>, wen !=P- nn 
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Wir wenden und endlich zu dem vierten Fall. Hier nimmt ber 
negative we son f’x immerfort zu. Man findet — und >a, 
wenn =; ; ferner «>a und <a, wenn a | 7 

Stellen wir biefe vier Refultate zufammen, fo führen fie und zu 
einer allgemeinen Regel, welche ſich folgendermaßen ausdrüden Täßt: 


Aus der Formel — laſſen ſich allemal zwei naͤhere Grenzwerthe 


ber Wurzel als @ und 6, zwiſchen denen dieſelbe noch liegt, finden, wenn 
man in z, fz und I’z einmal « und das andermal 8 fubflituirt, wobei 
in den vorkommenden Funktionen an derjenigen Grenze, bei welcher bie 
Funktionen f und f’ einerlei Zeichen haben, derfelbe Grenzwerth & oder 
ß geſetzt wird, während an der anderen Grenze bie Funktionen [ und 
f’ fi) auf verfchiedene Grenzwerthe beziehen. 


Note VI zu $. 99, 


Methode des Heren Dr. Gräffe zur Nufldfung ber höheren numerifchen 
Gleichungen. 


In einer bei Friedrich Schultheß zu Zuͤrich im Jahr 1837 erſchie⸗ 
nenen Schrift „die Aufloͤſung der höheren numeriſchen Gleichungen, als 
Beantwortung einer von der Föniglichen Akademie der Wiffenfchaften zu 
Berlin aufgeftellten Preisfrage“ hat und Herr Dr. Gräffe, Profeflor der 
Mathematit in Zirich, eine fehr einfache Methode zur Auflöfung ber 
höheren uumerifchen Gleichungen überliefert. Die Vorzüge diefer neuen 
Methode beftehen darın, daß fie nicht nur die reellen, fondern auch die 
imaginären Wurzeln gibt, daß fie allgemein, ficher und für alle Grabe 
diefelbe ift, und Feine ſchwierige Vorbereitungsfäße erheifcht, indem Dabei 
nur verlangt wird, daß man die gegebenen Eoefftcienten der vorgelegten 
Gleichung mit einander multiplicirt und fie quadrirt, wad ohne Weis 
tered ausgeführt werben fann. Der Herr Verfaſſer möge und daher er 
lauben, die wmefentlichen Punkte aus feiner Abhandlung in Bezug auf 
diefe Methode hier mitzutheilen. 

Es fei daher die Gleichung 

X + an Tot... rad... AM. 

Segt man in berfelben x—=Y xı, fo erhält mar, wenn n eine ge 

rade Zahl ift: 


n—2 22 n—4 


u +naX5” Fohagte tg — (ankam Hm-3Kan ta IT Zr 
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Für den Fall, daß n eine ungerade Zahl ift, bekommt man ein 
ähnliches Nefultat, nur erfcheint alsdann Y’'x; auf der andern Seite 
des Gleichheitszeichend ald Faktor. Erhebt man auf beiden Seiten ber 
Gleichung aufs Quadrat, fo findet man in beiden Fällen, nachbem Alles 
auf eine Seite gebracht worden: 

+. + 2.1" + [+22 —2an-ı 90-3 + 2a) 2 
— 232 pt280—p— 20.) KIT 9 
+c—1)"2[a%,_ 23334 + 2agaolzı? + C-19° ag? — 2agao xy 

+-Dra =0... (9, 
wobei die Zeiger nicht unter O und nicht über n gehen. 
Für niſt: xy, + (— aa +220 9x7 + la’ı — 2aga9)sı—a0 0; 
für n=4ift: xt, +C—as + Bag)? + las -22321 + 2ag)xı 
+(0—a’+2ageo)rı ta? 0 
für n>5 iſt: »d, + (— ad; + 2ag)1tı + (arz — 2ayag + 22)2?, 
ne 
u. ſ. f. 

Das Bildungsgeſetz der Gleichung (D, welche ebenfalls vom nten 
Grade ift, wäre demnach ald befannt zu betrachten. 

Dieß vorausgefebt, gehen wir num von der gegebenen Gleichung 

zn 4 Ayga-tı An, HAI HA 0... (3) 
aus, und leiten aus berfelben nach der oben audgefprochenen Regel eine 
neue Gleichung ab; fo hat diefe die Form: 
x? + Bux - Baxu?... —-B,-ı21 + Ba —(, 

Berfährt man mit diefer auf ähnliche Weife, fo befommt man die 
Gleichung: 

Xga + Cox Cox? .,..+ Co +00; n. |. w. 

Es handelt fich jegt darum, zu unterfuchen, was ſich aus dieſer 
fortgefeßten Quabdrirung der Wurzeln unferer primitiven Gleichung er- 
gibt. Wir ftellen diefe Wurzeln durch a, a2, ag... bar, und be 
trachten folche ald combinatorifche Elemente, was und, wenn die Cam: 
binationsformen mit [C2-°-n)C, 1 bezeichnet werden, folgende Relationen 
liefert 

4, =-—[le n)Cl))=—a—[(2-.nCC;) ‚ 

As —+-[ll»*n)C)=a4[l2-°n)C,)-+[(2°*n)Cz], 
Agz=— (le. .n)Cg)=>— all? n)Ca)—[(2°+«n)C;), 
A,—=(—1PI(1e HI, Ds dCi} + CMNI. -· )Cl. 
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Es bieten ſich nun mehrere Fälle bar: 

L Nehmen wir vorerfi die Wurzel a, reell und größer ald jede 
der übrigen an, fo erlangen, bei diefem fucceffiven Duadriren, Die erſten 
der beiden Beitandtheile, in welche die Goefficienten zerlegt worben 
find, einen überwiegenden Werth über die zweiten, in der Art, baß, bei 
einer binreichenden Anzahl von Potenzirungen, wenn die Coefficienten 
numeriſch berechnet werden, auf die eriten Ziffern berfelben diefe letzteren 
Beitandtbeile feinen Einfluß mehr haben. Nach m ſolchen Operationen, 
wo r—?2= if, erhalten wir demnach den Ausdruck: 

za — ar xrel Lot [l2oeen)C JR —aur [(2r · · )Cala3... 

—+(-N° ar, [Q2- + n)G-1)...&, 

wobei fich die Eombinationsformen auf bie Elemente a, ag... c, 
beziehen. Wenden wir auf die zweitgrößte Wurzel a, wenn folche reel 
it, mit Bezug auf die Größen 

I(2... )CI] ·· [2 n)C.—ı] 
ganz die vorige Schlußweiſe an; ſo bekommen wir den Ausdruck: 

xn— aux To fugtr2 2 — arlagt[(3er-n)C4)x73. 

+ N ajfag'[(3- ++. n)C.—.]; 
und endlich, wenn alle Wurzeln reel und von verfchiedener Größe find, 
den Ausdrud: 
Kata Lotte aa, Hat nö). 

Bei folcher Annahme über die Befchaffenheit der Wurzeln werben 
alfo im Verlaufe der Rechnungen die Coefficienten der folgenden Gleis 
hung fich immer mehr den Quadraten der unmittelbar vorbergehenben 
Sfeichung nähern, und endlich quadratifch wachen, wie es der Auf 
drud (5) verlangt. Zieht man hierauf aus jedem Coefftcienten die rte 
Wurzel und dividirt jeden folgenden durch den naͤchſtvorhergehenden, fo 
erhält man die abfoluten Zahlenwerthe der Wurzeln ber vorgelegten 
Gleichung. Man nimmt bei diefen Wurzelausziehfungen bloß bie reellen 
Wurzeln und beftimmt ihre Zeichen durch Subftitution der nächften Grenz 
werthe. Auch fann man bei der numeriſchen Berechnung fich der logo 
rithmifchen Tafeln bedienen, infofern man mit der durch die Orenzen ber 
felben bedingten Genauigkeit zufrieden iſt. 


I. Wir betrachten jest den Fall, in welchem die beiden größten 
Wurzeln a, und «2 gleich groß find, wobei fie übrigens mit Demfelben 
oder entgegengefegten Zeichen verfehen fein können , ba diefer Zeichen 
unterjchieb bei der Quadrirung verſchwindet. 
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Man hat alddann : 
A, =—(a,+03)—[(3-n)Cı]. ’ 
Ara,0+ (1 +a2)[(3-n)C,)+[@- + n)Cz], 
As——a;03[(3-+.n)C4]— (ar +a)[@3> + n)Ca]—[@ · · n)Cz], 
A,=l—1)P aas[(3+ + n)Cz 2141) +as)[(3 n)C,. 114 (NP 
[(3 · .· n)Cꝑl. 


Bei fortgeſetzter Quadrirung werden auch hier uͤberall die zwei letzten 
der drei Beſtandtheile, in welche jetzt die Coefficienten zerlegt worden find, 
gegen die erfteren verfchwinden, was und nach m Operationen ben Aus: 
drud gibt: 

—a tag) ogrogan?... +-Moyragr[(3-+-n)C..2]. 

Der erſte Eovefficient ift im vorliegenden Falle — 2a, die Hälfte 
desfelben waͤchſt alfo quabratifch, was das Merkmal für die beiden 
arößten Wärzeln von gleichem abfolutem Werthe if. Der zweite Eoeffi- 
cient =a,?T waͤchſt dagegen, bei hinfänglicher Größe von r, quabratifch, 
was ein Zeichen abgibt, daß in Beziehung auf diefe Wurzeln die Qua⸗ 
drirung nicht weiter fortgefegt zu werben braucht. 


I. Wir gehen jett zu dem Fall über, in welchem die Wurzeln «, 
und as imaginär find, naͤmlich n—e( cosp + singY—I) ud = 
elcos 9 — sing Y’—I), wo der Modul E jede der reellen Wurzeln und 
jeden Modul der andern imaginären Wurzeln an Groͤße übertrifft. 
(Siehe Note 7). 

Nach m Operationen fommt der Ausdruck: 

za — Iptecos roexml.pottsn2— o2f(Zesen)Cix®3 .., 


Der erfte Eoefficient wächft alfo bei diefer Befchaffenheit der Wurs 
zeln rückfichtlich feiner Hälfte nicht mehr quadratifch, was ein Merkmal 
für unfere zwei conjugirten imaginären Wurzeln liefert. Zugleich be- 
flimmt der zweite Coefftcient den Modul diefer Wurzeln, wozu wir den 
Winkel nachher fuchen wollen. 


IV. Machen wir in Bezug auf die britte größte reelle Wurzel a; 
und auf die Größen [3--en)C4) ... [e>n)Ca-al, wo fich die Zeiger 
auf die Elemente ag, af... a! beziehen, ganz die nämlidyen Schläffe, 
welche oben in Bezug auf a, as und die Größen [(1--n)C,].. »» 
[(1.°n)C.] gemacht worden find; fo gilt von den Wurzeln az, a, dass 
jelbe, was wir oben von «, und az ausgefagt haben, d. h., fie find uns 
ter ähnlichen Bedingungen dem abfoluten Werth nad) gleich oder conju⸗ 
Hirte imaginäre Wurzeln. Auf diefe Weife fährt man fort zu fchließen, 


« 
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bis ſaͤmmtliche reelle Wurzeln und die Mobuli aller imaginären ZBurzein 
gefunden find. 


V. Sind die drei größten Wurzeln ,, as, a; gleich groß, ie 
haben nah m QDuadrirungen die drei erfien Coefficienten die Forn: 
— 3047, + 3a?" und — ar, weldes ald Kennzeicdyen fur diefen Um 
ſtand dient. Beſteht eine folche Form nicht, fo gibt ed eine reelle umb 
zwei imaginäre Wurzeln. Der lebte jener drei Evefficienten beitinumt ent; 
weder die dreifache Wurzel a,, abgefehen vom Zeichen , oder die Wurzel 
7 und den Mobul a4 ... Dat 4 nicht den größten Werth unter ben 
Burzeln, fo erfcheint — a3" erft in einem fpäteren Eoefficienten ; u. |. w. 


VI. Wir fchreiten jest zur Auffindung des jedem Modul correipow 
direnden Winfeld, worauf dann die beiden Theile der imaginären Bar: 
zeln beftimmt werden koͤnnen. Enthält die Öleichung (3) nur ein Paar 
imaginärer Wurzeln, fo wird für den gefundenen Werth 9, der zugehörige 
Winfel aus der befannten Relation 29, cos g + S=—Aı hergeleitet, 
wo S die Summe der reellen Wurzeln darftellt. Befist die Eleichung 
(3) zwei Paare imaginärer Wurzeln, deren Mobuli 0, und oa find, fe 
dienen zur Beſtimmung von @, und 93 die Relationen: 

29 cos (4 + 20a cos 9a + Ss=—A, 
2 cos , 2cos 9 — Aæm 
ar 0 HI Au’ 


wo 8 feine vorige Bedeutung hat, und S, die Summe der reellen rec; 
proden Wurzeln bezeicinet. Kommen aber mehr ald vier imaginaͤre 
Wurzeln vor, fo berechnet Herr Ur. Gräffe diefelben folgendermaßen: 
Angenommen alfo, daß die vorgelegte Gleichung q Paare imaginärer Wurzeln 
befige,, deren Moduli 1, @2, O3 ... Es feien und zwar ihrer Größe nad 
abfleigend geordnet, mithin 94 >g3>03 ·.. >o. Der erwähnte Ma 
thematifer ſucht Dann eine Zahl k auf, welche zu jeder Wurzel binzuge 
fügt, feine Aenderung in ber Rangfolge fänmtlicher imaginären Wurs 
zeln hervorbringt. Nimmt man nämlid) die beiden Wurzelpaare 

Ap tb —1 und eptıtbpr f —1 ‚ 
beren Moduli bezuͤglich 9, und 9,11 find, und abbirt ferner zu jeder Mur: 
zel die Größe — ‚wo u=p%, —p%,+1 und m eine noch unbeſtimmte Zahl 
it; fo werben diefe beiden Wurzelpaare in 


+ + 1 und op + + br —1 
übergehen, welche neue Wurzeln die Größen 
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2 
et + * und rer + age + 2 
zu Mobuli haben, Tamit nun r’p>r2z+ı werde, muß m>%Mayrı—a,) 
fein, was erreicht wird, wenn man m—=Xgp+ı+0,) feßt, weil offenbar 
Optr + Op > aptı —ap 


Die Rangfolge der Moduli pp und Eprı wird alfo nicht geändert, 
wenn man _- ar nimmt. Wählt man jebt k, die Heinfte Zahl 


unter ben durch die Moduli O19a - » - og gebotenen Ausbrüden —— u 


und fügt diefe zu jeder Wurzel hinzu; fo wird dadurch die Reihenfolge aller 
imaginären Wurzeln nicht geftört. 

Durch die Subftitution son z—k für x in die urfprüngliche Gleis 
dung entiteht hiernach die Huͤlfsgleichung 

za + Bipri4. .. + BJ, 

aus welcher die Moduli rı, ra... .r, durch Quadrirung der Wurzeln 
in der nämlichen Orbnung zum Borfchein kommen, in welcher die ents 
fprechenden Moduli 94, O2... 0, aus der primitiven Gleichung hervor⸗ 
gegangen find. Zur Beſtimmung der beiden Xheile a, und b, jedes 
Wurzelpaares beftehen dahet allgemein bie beiden Relationen: 


2 —o3.__L23 
a und = TV (93-2). (Siehe Note 7). 


Das oben Vorgetragene mögen nun folgende zwei von Herrn Dr. 
Gräffe gewählte Beifpiele erläutern: 


l. Es fei die Gleichung: 
x+ 5x2 +312—19x + 100, 
Durch fucceffived Quadriren der Wurzeln findet man: 


2te Potenz, x’+2?—x?—101x+100=0 
äte 22.0.5, X—3x?+403x?—10401x-+ 100000. 


Bei den folgenden find ftatt ber Eoefficienten deren Briggiſche Loga⸗ 
rithmen genommen worben: 


Ste Potenz, x%-+ 2,901458323 4 5,0791921x2— 8,0005243x-+ 8,0000000 
ide ..., x6— 5,5969202x34+ 11,241031223— 16,0000076x- 16,0000000 
32te ..., x4+11,2837560x34+ 22,3510053x2— $2,0000000x -}- 32,0000000 
Gäte ..., x4-+21,899650423 4 44,7339617«2-— 64,0000000x + 64,0000000 

128te ..., x -4+45,008988313-+ 89,468158123— 128,0000000x -} 128,0000000. 





336 Noten zur höheren Algebra. 





Der zweite Goefficient wächit jegt quadratiſch, folglich, 
„__ 89,4681581 __ 
log e’= 18 * log 85. 
Die folgenden Coefficienten wachſen auch quadratiſch, alſo 
128—89,4681581 __ los 9: 
n *5 





log = 128 
ferner log u — TEE jo 1. 


Man hat demnadh a = +2 md ,—=-+1. 
Außerdem ift 20 cos9+2+1=+5; hieraus 
4—1+2 7 und a —i—2f—1. 
1. Es fei die Gleichung x’ +221 Id +22 +10. 
Durch Quadrirung der Wurzeln entftehen die Ausdruͤcke: 
2te Potenz, x+32°+ 2 + 3xd+ 14x24 ION _ 
dte ...,x5x25+ 14x+ 31xi+ 18212+19x +10 
Ste ..., x%+3x5+870x?+43272x3+31974x?+ 3ı+1=0. 
Bei den folgenden ftehen ftatt ber Eoefficienten deren Logarithmen: 
46te Potenz, x°+ 3,2382971x5+ 5,9003048x°+ 7,567165Ax3 
+ 9,0095836x?-+ 4,8057658x + 0,0000000 
3Ue ..., x°— 6,1481672x5+11,7042359x?+14,4195610x? 
—18,0191653x?— 9,3103897x -+ 0,0000000 
Gite..., x°—11,9851090x5+23,4097269x4+29,9951183x? 
+36,038306 x?-+46,8194664x* 
128 ..., 
Diefe Gleichung hat 6 imaginäre Wurzeln und man findet für Die 
Moduli E,, O2 und oz die Relationen: 
log 0,2°—46,8194664, woraus 0,2=2,3215448; 
log (e102)'7°=36,0383306: und log (910203)=0,0000000, woraus 
—1,8751498 und 0°s—=0,2734646, 
Man kann k=0,1 feßen, was die Hälfögleichung 
26—1,625+2,652°—3,92z23+3,03152240,501442+0,923211—= 0 gibt. 
Durch Quadriren der Wurzeln findet man hieraus: 
te Potenz, 2°+2,7425+0,54152*+4,15158234-18,0143002’+5,345986x 
+0 85231855. 
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Sn den folgenden find flatt der Coefficienten deren Logarithmen 
genommen: 


Ate Potenz : z—0,8078461z5+1,13261712°—1,40342082°+42,448782923 
— +0,3280%672<+ 0,8612040—1 


Ste „  26-1,150339325+2,62424692*+3,846099723+4,89826622? 
+2,6061726,+0,7224080—1 
16t€ »  2z°+2,80766052°-+5,7273510z2*+7,240434983+9,7961391z? 


—4,9006718z ‘ 
Ze »  28-+5,816327525+ 11,43944582'+15,80437512? 
+19,592278222 
6Ate „ z6+11,08259852°+22,82860662?—31,28115482? 
-+45,6576549z*, 
Hieraus logr;9% ==45,6576549, folglich log r? —0,3567004 
log (rıra)°2 =9, 7961391 log r3? —0,2555583 


log(rırzr,)®—=0, 8612040—1 log rs? —=0,3530123—1. 
Dan findet ferner a ⸗ a = 8,2900815 und hieraus 
b,=1,495755; 
= 001 —, 4,0801755 .... ba=0/639039; 


[4 


a0 —_0,2900935 . .. be=0,435098; 
[4 
Die drei Paare imaginärer Wurzeln unferer Gleichung find aljo: 
—0,2900815 + 1,4957557 —1 
“+1,0801755 + 0,6390397 —1 
—0,2900935 + 0,435098 7’ —1. 

Hinfichtlich anderweitiger intereffanter Bemerkungen, welche die Methode 
de& Herrn Dr. Öräffe barbietet, verweifen wir den Lefer auf die Schrift 
ſelbſt. Man findet in derfelben zugleich die Prineipien angeführt, auf 
welche ſich einige andere Methoden zur Berechnung ber imaginären 
Wurzeln, und die Auflöfungsweife der numerifchen Gleichungen durch 
Die recurrirenden Reihen ftügen. 


Note VOL. zu $. 111, 
Bon den imaginären Ausdräden. 
J. Bon den Modulis und rehucirten Ausdrüden. 


Jeder imaginäre Ausdruck a+bi, wo der Kürze wegen Y(—I) 
burch i bezeichnet worben, laͤßt fi auf Die Form g(lcosp+i sin 9) 
1.8. 18. Buch. 22 
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bringen, wo e eine pofitive Groͤße und 9 einen reelen Bogen darſtellt. 


Setzt man naͤmlich a+bi = e(cosp + i i sin 9), Ober was dasſelbe iſt, 
a=e cos ꝙ, b=e sin 95 ſo befommt man 


2 — | b 
=V HN), 009= Gay I Fra’ 


auf welche Weife der Merth von o und der von gbeftimmt ift. Gauchy nennte | 


ben Modul des imaginären Ausdrudes, den andern Faktor cos p-Hi sin 9 
oder cos (2n# +9)+isin (2nr + 9), wo n jede ganze Zahl bebeutet, 
hingegen den reducirten Ausdruck. Da die Rechnung mit imagis 
nären Ausbrüden durch das Zuräcführen auf ihre Mobuli und redu⸗ 
cirte Ausdruͤcke ſehr vereinfacht wird, ſo wollen wir nach Cauchy die 
wichtigſten Eigenſchaften der letztern in Kürze bier zufammenftellen, 

1) Um mehrere rebucirte Ausbrüde cos + i sin @, cosp+ ising, 
cos ꝙ +isinp” ... mit einander zu multipliciren, braucht man nur bie 
Summe der einzelnen Bogen 9, 9°, 9”... ftatt in die Formel 
cosp +isin @ zu fegen. Man erhält in ber That 

(cos + ising)(cos@ + isin @)—cos(p +y’)+isin(o+g), ferner 


(cos 9+ isin )Xcos 94 i sin ꝙ9(C(cos op" + i sin y)—cos(® +9'’+9°) | 


+isin(g+9’+9); u. f. w. 
Sind die n Bogen 9, 9°, 9”... alle ımter einander gleich, fo 
entiteht die befannte, von Moivre zuerft gefundene Formel: 
(cosp + ising)® = cusng + isinng. 

2) Um den rebucirten Ausdruck cosp@+ i sing durch den Aus⸗ 
druck cosp’+isin g’ zu bividiren, braudıt man nur ben Bogen 2’ von 
dem Bogen 9 zu fubtrahiren und dieſe Tifferenz für 9 in die Kormel 
cosp-+isiny zu fubftituiren. Es fei nämlich x der gefuchte Durotient, 
mithin 

00os ꝙ +isin 9 
7 cos ꝙ +ising 
Hieraus entipringt 
x(cosp+ising)—=cosy+ising, oder 
x(cos p’+i sth g )(cos —isin 9’)=(cos Y+ising)(cosg’—i sing’), oder 
x=(cosp-+isingp)[cus (—g) + isin (—p)], oder endlich 
x—=cos (9—9°) + isin (9—o°). 
Sekt man in der leßtern Formel oO, fo findet man 
ag uns yo’ — ising’. 
3) Um den rebucirten Ausbrud cos @-Hisin @ auf dDie(—n)te Potenz 
zu erheben, wo n eine beliebige ganze Zahl barftellt, braucht man nur 
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den Bogen mit —n zu multipliciren. Man hat in der That 


1 1 — 
cos (v 4 i in g) "= (cos ꝙ P i sin —— cosſsn ꝙ4 i sin nꝙ9 — 
cos n g—isinn9= cos (-ny) i sin (-n9). 


4) Es hat nun nicht die geringſte Schwierigkeit, dieſelben Opera⸗ 
tionen mit den imaginären Ausdruͤcken von der Form E (cosp-++isin 9) 
zu verrichten, weil dabei mit dem reellen Faktor ganz nad) ben gewoͤhn⸗ 
lichen Regeln zu verfahren if. 


IL Bon den verfhiedenen Werthen ber Ausdrüde 


+1)" mb 11°. 
Es gelten hier m und n ald Primzahlen unter ſich. Da bie nte 


Wurzel von a mehrere Auflöfungen hat, jo wollen wir im folgenden, 
wenn von irgend einer Wurzel ohne Unterſchied die Rede ift, uns ber 
I 


Bezeichnung [a] ® bedienen , während das Zeichen Ya den einzigen abſo⸗ 
Inten Werth diefer Wurzel darſtellen foll, 

1) Die erfle Aufgabe fei nun, die verfchiedenen Werthe des Aus⸗ 
druckes [+11 ” zu finden, Dem oben angeführten Paragraphen gemäß 
beſteht die Gleichung 


[+ 1° cos 2 +isin =)", . hieraus 


—R = cos * —— + isin 


medkr 

n | 

Um die verfchiebenen Werthe von + zu erhalten, muß man 

nach und nach ſtatt k alle Zahlen zwiſchen O und z fegen. Hierbei 
liefern zwei ungleiche Werthe k’ und k’’ von k innerhalb diefer Grenzen 
auch zwei verfchiedene Werthe von cos — aux mare und 
m+2k”r 

n 


+ Denn cos 








fönnen nur dann einander gleich fein, infofern Die leichg 
mh’ _ m+2k”x 
n n 


cos 


=2hr+ 


befieht, wo h eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Diefe Gleichung 
22 * 
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En —— _ 
+... N) as 

gibt h=m — —, d. h. 1) muß, weil m und n Primzahlen 

unter ſich find, durch n theilbar fein, was nicht möglich, if, ba die Zahlen 

W“ und 4“, von denen feine bie Zahl En is, einander ungleich 


find. Die Anzahl der Werthe des Ansbrudes [+1] * ſtimmt alſo mit 


jener der Wurzelwerthe von [-+11° überein. 
Offenbar ift aber auch 
cos( zur sin N 





) = cos m-?kr+ isinm- ir —=1; woraus 


bervorgeht, daß jeder Werth von [+ NE = einem Werthe von H+n® u 
gleich iſt. 


m 2) Die verfchiedenen Werthe des Ausdruckes Hm ® ” su finden, 
an hat 





(41° — —_ 00 mir +isin mir 
[+1]" 


Hieraus folgt, dag die verfchiedenen Werthe von [+ 1 ” mit des 
‚ I 


nen von [+1]® übereinftimmen, 
3) Die verfchiedenen Werthe von [11° zu finden. Man hat 
—1j]° = [cos SEharti sin (4), = 
n n 
c0s°m (==) z+ isin m (=) R, 


In diefer Gleichung muß man nach und nach für 24-41 alle ganzen 
und ungeraben Zahlen zwifchen O und n fegen, wenn man alle Werthe von 





[—1) J erhalten will. 

Da fir zwei verichiedene Werte von 24-41 innerhalb diefer Grens 
gen fi) auch zwei verfchiebene Werthe von cos m(FR) zergeben, was 
ſich auf eine ähnliche Weife, wie bier oben in (1) gefchehen, darthun 














Noten zur höheren Algebra. 341 


laͤßt; ſo ſtimmt die Anzahl der Werthe von [-1]° mit der Zahl der 


Wurzelwerthe von [—1]° übereitt. 
Ferner ift auch 


[ eos a(+1) x tisinm GN) x] 
= cosm(2k+1)2 Hi sinm(2k+1)2 () = +1. 
Hieraus folgt, daß jeder Werth von [—1 > auch ein Werth von 
I I 


[+H17° oder von [1° ift, je nachdem m eine ungerade oder gerade 
Zahl iſt. 


4) Die verfhiebenen Werthe von [1] u —* Man hat 


on — com (+ —X sin m ( a. 





Hieraus folgt, daß die verſchiedenen Werthe von 11 mit 
denen von —1]° übereinflimmen. 
IL. Bon den Wurzeln aus imaginären Ausdruͤcken. 
I 


1) Die verfchiedenen Werthe von [a-+-bil” zu finden. 
Es fei s—r(cost+ isint) einer der gefuchten Wurzelmerthe, wo 
r eine pofitive Größe und t einen reellen Bogen bedeutet. Man hat 
2 —a+bi=e(cos Y-+i sing), oder 
r@ (cos nt-Hisin nt)=e(cos 9-+isin 9). 
Hieraus ' 
r? 9, cosnt+isinnt=cosg-+ising, Der 
o+r 4 





TI 
ro” ‚= 
wo k eine beliebige ganze Zahl bedeutet Dan hat demnach 
I 
xp" [eo gt2hr +isin (==)]= 


o® cos = ti i sin 2 (0 + isin == = 





oe" "(2 + isin FH” u 
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| 
gibt h=m I, d. h. ck —k”) muß, weil m und n Primzahlen 
unter ſich find, durch n theilbar fein, was nicht möglich iſt, ba die Zahlen 
und 4, von denen feine bie Zahl Sn übertrifft, einander ungleich 


find. Die Anzapl der Werthe des Ausdruckes [+1] ° flimmt alfo wit 
jener der Wurzelwerthe von [411° überein, 

Offenbar ift aber auch 
co PT Hin Ai ZEN” = cos m2iat isinm-2ir—1; worand 
hervorgeht, daß jeder Werth von [+ ij* | einem Werthe von +4” L2 
gleich ift. 

2) Die verfchiedenen Werthe bes Ausdruckes [+ 2 ® zn finden, 

Man hat 


-- 1 m-?2hr _. . me+?2kr 
= = 608 —T— +isin 








[411° 


Hieraus folgt, daß bie verfchiedenen Werthe von[+1] ” mit der 
. I 


nen von [+1] ” übereinftimmen, 
3) Die verfchiebenen Werthe von a zu finden. Man bat 
N" = [on (at iin (A), = 
eos · m (2) + isi + x 


Sn diefer Gleichung muß man nach und nach für 2u+1 alle ganzen 
und ungeraben Zahlen zwifchen O und n fegen, wenn man alle Wertbe von 











1? erhalten will. 

Ta für zwei verfchiedbene Werthe von 2k-+1 eat diefer Gren⸗ 
gen fich auch zwei verfchiedene Werthe von cos —E ID) zergeben, was 
ſich auf eine ähnliche Weife, wie bier oben in (1) gefdjehen, darthun 
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laͤßt; fo ſtimmt die Anzahl der Werthe von [—1]” mit der Zahl ber 


Wurzelwerthe von [—11° überein. 
Kerner ift auch 


2k-+1 2 2K-+1 a 
[com m )a tisinm CT) z] 
=cosm(?k +1) ti sinm(k +1)? = (IP = +1. 





Hierand folgt, daß jeder Werth von 11° auch ein Werth von 
I I 


[+H1]° oder von [—1]° ift, je nachdem m eine ungerade oder gerade 
Zahl ift, 


4) Die verſchiedenen Werthe von 11° zu finden. Man bat 
Nazi sin m or 


Hieraus folgt, daß die verſchiedenen Werthe von [1] * mit 


[—11 — =cosm Ga 





denen von 1]? übereinftimmen. 
IL. Bon den Wurzeln aus imaginären Ausdruͤcken. 
I 


1) Die verfchiedenen Werthe von [a+bi]” zu finden. 
Es fei x—r (cost + isiat) einer der gefuchten Wurzelwerthe, wo 
r eine pofitive Größe und t einen reellen Bogen bedeutet, Man hat 
xn a-bi⸗docos y-+isiny) oder 
r@ (cosnt-isin nt)=e(cos ꝙ--i sin ꝙ9). 
Hieraus | 
ro, eos nt+isinnt=cosg-+ising, Oder 
_ oFtr%ır + — 


0”, ’ 


wo k eine beliebige ganze 9 HN, Man hat demnach 


"eos 4 sin (EB) ]- 


1 
oe” ( cos S_+isin 2 ("= + isin kr = 
n n n n 


T 1 
oe” cos + isin FH ”, 
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Ebenfo findet man: 


I 1 1 
(a+bi] ® = ( cos = — isin {+ 1°. 
2) Die verſchiedenen Werthe von — zu finden. Man bat 
(at bij” = [t4bije ] = — "(2 +isin — (4° 
Ebenſo ift 
(abi) ag "(cos ® MR _isin R a 


IV. Uebereinftimmung ber Bertpe von * —— 


mit denen von abI=. 


T T 


Da jeder von ben Ausdruͤcken (0]*, [b]®, n verichiedene Werthe 

ı 

bat, fo fcheint ed auf den erften Anblid, ald wenn das Probuft [a] ” 
I ı 
S<[b]” , n? verfchiedene Werthe zuließe, während der Ausdruck [ab] ” , 
mit welchem jenes Produkt gleichbedeutend ift, nur n verſchiedene Wurs 


zelmerthe liefert. Um diefe Schwierigfeit zu befeitigen, bemerfen wir, 
fall n eine gerabe Beh itt, daß man hat: 


AL Er —* — isi aa) 
im ‘ 
jT = Vol co +isin =) 
(abj? 7 76 —* +isi —E =). 
Durch Multiplifation der beiden eriten Steihungen entſteht: 
——— ⸗* ab( cos —— — ——— ). 

Der größte Werth, welchen in diefer Gleichung die Summe k-+-k/ 

erhalten Tann, von denen jedes bie Zahl — nicht überfteigen barf, bes 
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traͤgt n. Diez Paare Ausdrücde, welche die Werthe für Ck-+-k’) von O bis * 
liefern, ſind aber mit den cn Paaren Ausdruͤcke, welche für Ck-+-Kk‘) 


von > bis n hervorgehen, iventifch; was offenbar zur Folge hat, daß 


unfer Produft nur n verfchiebene Werthe zulaͤßt. Man bringt eine 
ähnliche Schlußfolge in Anwendung, im Falle n eine ungerade Zahl iſt. 


V. Ausdehnung des im Paragraphen 100 erwiefenen 
Sabes auf anderweitige Funftionen. 

Es ift in dem angeführten Paragraphen gezeigt worben, daß man 
jede algebraifche Funktion von a + bi auf die Form P-+Qi, wo P und 
Q reelle Größen find, bringen kann. Wir wollen nun nadjweifen, daß 
Iogarithmifche , trigonometrifche und Erponential-Funktionen ſolcher imas 
gindrer Größen ſich ebenfalls auf die Rechnungsform P-+ Qi zurüdführen 
Laffen. 

1) Wir betrachten vorerft den Ausbrud log (a+bi). 

Aus a #bi>=o(cosp X i sin 9) folgt 
log (a & bi)=loge + log (cosp + i sin 9). 
Aus des Öleichung 


eToi _ 9 tising($.181) ergibt ſich aber 


+ gi==log (cosp +tisin 9); folglich 
log(a + bi)=loget gi: mithin 
P=lge md Q=o. 
Da flatt 9 der Bogen 2kx+o9, wo k eine beliebige ganze Zahl ift, 
genommen werben darf; fo finden wir für tog (a+bi) unzählig viele, 
in dem Ausdrud logo + (2hr+%) begriffene Werthe. 


2) Was den Erponentialausdrus tb anlangt, fo iſt berfelbe 


gleichgeltend mit e Bet i b_. °(cosb +isinb): folglich, Pe’ cos b, 
Q—=e" sin b. 


3) Wir fommen nun zu bem Ausdruck (at ib) ntai, Derfelbe 
gibt log (eb) mt nDlogle +bi)—tog, e "ERogtaEbi). 
Indem wir von ben eogavitinen zu den Zahlen übergehen, entſteht: 


+ ti, mtai)log (etbi) 
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Hieraus ergibt fe, wenn ‚far log(a + bi) been sten gefumlbenen 
Bath loge+g1ı eingeführt wird 
G+bi) ‚atni _ (at) (oget9i) 
_e m logengtlmetalgg)i . 


—.wmlogeng, ray rakgeh 


Ze ENT os lmgtnloge)t sin (mp -tnlogo)i ] 
d. h. ein Raultat von der Zorm P+Qi. 
4) Bir betradıten endlich den trigonometrifchen Ausdruck sinC a -+-ba). 
Aus demfelben folgt: 
sin (a + bi) = sinacos (bi) + cos a sin (bi). 
Um sin bi und cosbi zu finden, fegen wir bi ſtatt x in den be 
kaunten Zormeln: 


xi —ı iu —ı 








. e —e e te . 
dadurch erhalten wir 
—b bb —b, b 
te 





. . e —e ._ e . 
sin bı — cosbi = 5) 


Mitteljt diejer Werthe erhalten wir: 














b, —b —_ b 
sin (at bi)— . > sina + (e ) cos a⸗i. 
Ebenſo finden wir: 
b, — —b b 
cos(a+ bi) = < z cosa+ (e —* ) sin ael, 


Da die übrigen trigonometrifcdyen Funktionen algebraiſche Ausdruͤcke 
von sinus und cosinus find, fo werden and, fie fidy jederzeit auf die ge 
wöhnliche Form P-+Oi bringen laſſen. 


Note VID zu g. 128. 
Ueber die allgemeinen Anflöfungen algebraifcher Gleichungen won böberen 
Graden als dem vierten. 

Die intereffante Frage, ob ed möglich fei, die algebraiichen Geis 
Hungen, welche ben Aten Grab überfleigen, allgemein aufzuloͤſen, haben 
Abel und Rufini theilmeife befriedigend beantwortet. Der Zwed eier 
ſolchen Auflöfung ift nämlich nichts anders als die Eonfiruftion allges 
meiner Formeln, welche die Werthe der Wurzeln einer vorgefchriebenen 
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Gleichung angeben, d. h. die Darftellung der verfchiedernen, mit den in 
diefer Gleichung vorfommenden Coefficienten zu verrichtenden Operationen, 
um die verlangten Wurzeln zu beftimmen. Aus den linterfuchungen der 
oben erwähnten Mathematiker fcheint man nun fchließen zu muͤſſen, daß 
die Auflöfnng der Gleichungen von höheren als dem vierten Grabe allge 
mein durch eine algebraifche Formel nicht bewerfitelliget werden koͤnne. 
Es Tießen ſich demnach nur die Gleichungen von ben vier erften Graben 
auf algebraifchem Wege allgemein auflöfen, oder mit andern Worten, 
man ift nicht im Stande, die Wurzeln der Gleichungen, welche den 
vierten Grad überfteigen, durch eine begrenzte Anzahl algebraifcher Ope⸗ 
rationen, d. h. durch Addition, Subtraftion, Multiplikation, Divifion, 
Potenzirumg und Wurzel⸗Ausziehung vermittelt der Goefftcienten der Glei⸗ 
ungen darzuftellen. Hiermit wird jedoch nicht behauptet, daß die all 
gemeine Auflöfung der Gleichungen höherer Grade auf feinem andern 
Wege gefchehen könne. Schon beim dritten Grade werben bie allgemeis 
nen Formeln in dem fogenannten irrebucibeln Falle unbrauchbar, was 
darauf hinweist, daß Wurzelgrößen fich nicht durchgehende eignen, Die 
Wurzeln algebraifcher Gleichungen auszudruͤcken. Run find aber die Wur- 
zeln einer Gleichung offenbar Funktionen ihrer Eoefftcienten; die Schwie⸗ 
rigfeit ift ed nur, diefe Funktionen aufzufinden. Es fcheint demnach die 
allgemeine Auflöfung der Gleichungen höherer Grade, die Betrachtung von 
Tunftionen anderer Natur, ald diejenigen, mit welchen wir uns bis 
jest befchäftigt haben, zu erheifchen. 

Abel's Beweis der Unmöglichkeit, algebraifche Gleichungen von hoͤhe⸗ 
rem Grade ald dem Aten allgemein aufzulöfen, ift zu fuchen im erften 
Bande des von Crelle herausgegebenen Journals für reine und ange 
wandte Mathematif. Rufini's Beweis desſelben Sabes finden wir im 
zweiten Nefte des erften Bandes der Zeitfchrift für Phyſik und Mathe: 
matif, herausgegeben von Baumgartner und v. Ettingshauſen. 


Note IX zu S. 155, 


Kede Auflöfung der Gleichung ay?+2bzy+cz!=P in relativen Brimgaplen 
läßt fich durch die Anwendung der Kettenbrüche finden. 

I. Bir ſchicken deshalb mit Legendre folgenden Sab voraus. Zu 
zwei relativen Primzahlen n und n’ Iaffen ſich immer zwei andere klei⸗ 
nere m und m’ finden, bergeftalt, dab man nad) Belieben entweder 
mn’—m’n—+1 oder ma’ —m’n=—1 erhalte. Stellen nämlid, &, ß,y.. 


die Glieder des Kettenbruches von 7 dar, fo kann man fegen: 


> 
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ET 
n_ , 41 
+.t+r— 1 
ai 11 


Bari man mm den vor, vorhergehenden Näherungewert 


von — — mit 7 fo umfaßt folcher bei der erften Vorausſetzung alle Glie 


der von a bi6 u, das lettere ausgefchloflen, bei ber zweiten hingegen 
die Glieder von a bi u—1, das letztere mit eingeichloffen. Gibt daher 
die erfie Vorausſetzung mn’ — m’n—+1, fo fiefert die zweite mn’—'ı 
—7i, weil bie Anzahl ber Glieder a, PB... ui nad} der Iegtern Vorau⸗⸗ 
fegung eine® mehr beträgt ald nach der andern. 


I. Wir gehen jest zu der Gleichung ay+2bzy+cz—P über, ü 
welcher y und z relative Primzahlen, a pofitiv, b, c und P aber poſ⸗ 
tive oder negative Zahlen find, letztere ferner Pleiner ald D, 
D=b’—ac. 

Sind nun n und n’ zwei relative Primzahlen, und zugleich an? 
+ 2bnn’+cn‘2—P; fo findet man biefe Auflöfung durch die Entwickelung 
einer Wurzel x der Gleichung ax?+2bx+c—O in die Form eines Kt 
tenbruched, Um dieß nachzuweiſen, nehmen wir den vorhin dargelegten 
Sag zu Hülfe, dem gemäß man nach Belieben mn’—m’n—=-+1 ode 


mn’—m’n=—1 wählen Tann, wobei * den vor * vorhergehenden 
Rherungöwerth des in Form eines Pettenbruchet entwicelten Bruce 

I bezeichnet. Sollen nun die Brüche * —, * der Entwickelung x 
die Form eined Kettenbruched angehören, fo beſteht die Relation 


n2z 4m _ m’s—m 
— n’z+m/ ode —n'x ’ 





wo ber bem Bruce —, —_ entfprechenbe volltaͤndige Werth 2 nothwendiger⸗ 
weiſe poſitiv und air als die Einheit fein muß, infofern die Voraus⸗ 
ſetzung, daß Zr 7 zwei confecutive Näherungswerthe von x feien, ihre 
Richtigkeit hat. Es bleibt uns daher zu unterfuchen uͤbrig, ob dieſe Be⸗ 
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dingung in allen Fällen erfüllt werden könne ober nicht. Aus ber Iekten 
N "mn 
Gleichung ergibt fich aber z + =7 — — — oder, wenn man 
—— 
n 


für x feinen Werth ſetzt, und die Wurzelgröße in den Zahler 


ſchafft: 


—btr'D 
a 


(> zatb+ r?) 


an?+ 2bnn’+cn?? * 


In diefer Steh kann man bad Zeichen von VD nad Belieben 
wählen, weil es frei ſteht, für x die eine oder die andere Wurzel der 
Gleichung ax?+2bx+c=0 zu nehmen; in beiben Fällen ift jedoch der 
Merth von z verfchieden. 

Der Annahme zufolge hat man aber 

an?-+2bnn‘-+cn‘?=P, woraus 


7 +b=+ Y(D+°%). Solglid 
rv4+.r(0+%) 
—_— — 


2+=7 m (m a—mn‘) 


24 * —(m’n—mn‘){F 
wo das Zeichen vonY”D allein willtuhrlich iſt, indem das von 7 D+273) 
Durch ben Werth von 7+b beftimmt it. Da es jedoch hauptſaͤchlich 


darauf ankommt, den größten Werth von z zu betrachten; fo gibt man 
dem Y’D’ ein dem sony (D+ 7 75 ) übereinftingmenbes Denen Auf folche 


m’ VYD+rY D+ 
Art findet man dann in allen Fällen 24 ProH 
der zweite Theil jederzeit als poſitiv angefehen werden kann. 
IT. Es fei vorerft P pofitiv. Man hat dann 
P 
yD+Y(0+7 | 
Miro) >25, 


weil P<YTD; außerdem m’<n’: mithin ift der Werth von z allemal 
pofitiv und größer ald die Einheit. Dee vorgelegte Brad, — 7, welcher 
der Gleichung an?+2bnn’+cn2=-+-P 





‚ wobei 
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Geukge that, het einer von Den Ri jerungimeriken Dex ww 
Die Zorm eines Kettenbrucbes entwickelten WBurgl x der Glexbung 
ax’ +2bx+c=0. 


IV. Es ſei jest Pnegativ. Bas hat hier 
* —————— 


Um zu ſeben, ob J 

den kbune, bringen wir den Werth deöfelben auf folgende Form: 
Pr) 

Das Aggregat ber beiben erſten Glieder bed zweiten Theiles iR alle 
mol größer als 1, weil YD>P, u It 4, oder hödhfkens —L. 
alnfer = wir dater poftiy fein mb Die (Einbeit Äberkeigen, weuu 

ro-)>r?-— we >. 
ik. &o lange mithin n’ ſich über diefer Grenze befindet, wirb z die Ein 
heit übertreffen; dagegen laͤßt fi im Allgemeinen dieß nicht mit Sicher 
heit behaupten, wenn n’ unter jener Örenze liegt. 


V. Dieſe Ausnahme findet übrigens nicht mehr flatt, welcben 
Bertb au) n’ haben mag, wenn c negativ ifl, wobei a wieder yos 
fitio angenommen wird. Denn bie vorgelegte Gleichung erhält in dieſen 
Falle die Form 

an2+2bnn’— cn’? —— P, oder cn’? —2Ybnn’—an—+P, 
unter welcher Geſtalt unfere Gleichung, auf den erfien Fall zuruͤckgefuͤhrt, 
Seine Ausnahmen darbietet. 


VL Die aufzuldfende Gleichung 
ay?+2byz+cz°=—P, 
in weldyer a und c pofitio find, laͤßt ſich jedoch immer auf folgende 
a’y/2+2by’z’ —“ z2——P, 
worin a’ und c’ pofitiv find und 
b/?— a’ —b2ac=D 
it, bringen. Da in diefer Geftalt unfere Gleichung mit der in V betrady 
teten übereinflimmt, fo findet man ihre ſaͤmmtlichen Auflöfungen in res 
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lativen Primzahlen durch die Näherungswerthe von der in einen Kettens 
bruch entwickelten Wurzel ber Gleichung 
a’x2+2b’x—c/—0, 
wofern P<Y’D ift. Alle Aufloͤſungen in relativen Primzahlen der Gleichung 
ay?+2byz+c2=—=+P 
koͤnnen demnach durch Entwidelung in die Form eined Kettenbruches ge- 
funden werden, fobald YD>P if. 


VII Wir haben jet noch nachzuweiſen, daß die oben angeführte 
Transformation jederzeit bewerfitelliget werden koͤnne. Zu dieſem Bes 
hufe betrachten wir vorerft die Formel 

ay’ + 2byz + cz?, 
in welcher der mittlere Goefficient 2b einen oder den andern ber Außerften 
a und c oder beide, abgefehen von ihren Zeichen, übertrifft, und fuchen 
diefe Formel in eine Ähnliche zu verwandeln, worin der mittlere Coefft- 
cient geringer als jeder der beiden Außerften werde, ober wenigſtens den 
Feinften von ihnen nicht überfteige. Es fei alfo 2b>a, und im Falle, 
wo zugleich 2b>a und 2b>e ift, a die Fleinfte von ben beiden Zahlen 
a und c. Indem wir y=y’—mz machen, wo m eine noch unbeftimmte 
Zahl ift, erhalten wir durch Subftitution die trandformirte Formel 
ay“ — 2 (am —b)y/z + (am? —2bm + c)2?. 

Nichts hindert und num, Die Größe m dergeftalt zu wählen, Daß 2(am—b) 

Heiner oder gleich a’ werde; man braucht deshalb bloß m der dem Bruche 


* daruͤber oder darunter naͤchſt liegenden ganzen Zahl gleich zu machen. 


Setzen wir am—b=b‘, am?—2bm+c=c’; ſo geht die transfor⸗ 
mirte Formel in 

ay’2 — 2b’y’z + c’z? über, wobei b’?—ac’=b*— ac und 2b’<a. 
Nun ift 2b>a und 2b’<a, mithin b’<b, was die Hauptſache Diefer 
erften Operation ausmacht. Sollte ferner in der trandformirten Formel 
ber mittlere Coefficient 2b’, welcher fleiner ald a ift, den Eoefftcienten 
c’ an numerifcher Größe überfteigen; fo verfahren wir auf eine ähnliche 
Art, um eine neue trandformirte Formel zu erhalten, in welcher ber 
mittlere Eoefficient 2b <2b’ if. Durch eine foldhe Reihe von Ope⸗ 
tationen, bei denen bie ganzen Zahlen b, b“, b”... fortwährend im Abs 
nehmen begriffen find, wird man nothwendigerweife einmal zu einer 
tranöformirten Formel gelangen, welche feine weitere Reduktion erheifcht, 
und worin der mittlere Eoefficient feinen ber Außerften übertrifft. Im 
diefer Formel wird die mit b?—ac analoge Größe einerlei Werth und 
einerlei Zeichen wie in ber urfprünglichen Formel haben, indem eine 
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ſeiche Eigenſchaft bei dem llcbergaug von eimer trandformurtem ZE 
andern immer wieder vorkommt. 

VIL 3 nun b?—oc—=D eine pofitive Zahl, unb nehmen wir 
fere Formel ay?+2byz+ cz? ald auf ihre einfache Zorm retucirt au, u 
welcher 2b weder a noch e übertrifft; fo mäflen a und c netuwentiger 
weife mit entgegengeletten Zeichen verichen jein: denn font wäre ac yes 
fitio unb —4Ab?, folglich b’—ac negativ, was ber Borandiekung weiber 
Rreitet. Es ik hiermit alfo erwielen, daß die Gleichung 

ay’+2byztee’—=+P, 
in welcher a, c poſitiv find, ſich jederzeit in eine ähnliche 
Ay + 2b? — +P 
umwandeln laſſe, worin a’ und c’ cbenfalld poſitis find und 
b?_— a’ =b!_2e—D bleibt. 


IX. Als Beiſpiel mag bie Gleichung 
35y2+ 172,2 + 2102? —P 


dienen. Da die nacht an = I liegende Zahl 2 beträgt, fo ſede 
wir = v— 22. 
Dadurch entiteht die erfte transformirte Gleichung 
35y'?+ 32,°z+6z?=P. 

In dieſer Gleichung ift der mittlere Eoefficient 32 größer als be 
äußerfte 6 ; wir fehreiten daher zu einer zweiten Transformation, imben 
z—z'—3y’ gejegt wird, weil 3 die an 2 nächfiliegende ganze Zahl 
iſt. Die zweite trandformirte Gleichung wird hiernach 

— Ay — 7,'2 —p , 
welche Die verlangte Bedingung erfüllt, weil der mittlere Coefſicient Heiner 
als jeber der Außerfien 6 und 7 iſt. Zu gleicher Zeit fiebt man, daß for 
wohl in der zweiten trandformirten ald in der urfprünglichen Gleichung 
die Öröße b>—-ac==46 madıt. 

Die Auflöfung der Gleichung 35 y?+ 172y* + 2102°=P wär 
fomit auf jene der Gleichung 62’? — Az’y’ — 7y’?=P zurüdgebradt, 
wobei die Größen y und z mit denen von y’ und z‘ in der burd fol 
gende Gleichungen ausgeiprochenen Relation ftehen: 

y=7y—2z' und 2=z’— 3y’ 
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Note X zug. 173, 
Merkmal, woran man erfennen kann, ob eine vorliegende Reihe eine 
recurrirende fe. 


1. Man habe ald gegebene Reihe A+Bx+Cx?+Dzx?..., in welcher 
A,B,C... befannte Größen find und die wir, der Kürze halber, durch 
S darftellen wollen. Es fragt ſich jett, ob dieſe Reihe zu den recurs 
rirende gehöre, oder mit andern Worten, ob diefelbe durch die Ent⸗ 
wicelung einer rationalen gebrochenen Funktion, worin die hoͤchſte Por 
ten; von x in dem Nenner die im Zähler übertrifft, hergeleitet werden 
koͤmme. Angenommen daß Die fragliche Reihe “ Entwidelmg von 


b’ 
=- + = =prga: 
Dividirt man daher die Einheit Durch das Polynom S, fo muß ber 


volftändige Quotient ohne Neft die Korm p+gx erhalten, wofern bie 
Reihe eine recurrirende der erften Ordnung fein fol. 


2) Geht die Divifion von 1 durch S nicht auf, fo ift Die worliegende 
Reihe nicht die Entwicelung von s und es ift die Frage, ob 





Inte haben wir S= —i 7 PER ‚mithin auch — z= 


— _ 
a’+b’x 


’ a+bx ’ , 
nit S= Fahrt ‚wäre. Hieraus: 
1 a+b/iitox? _ ax? , 
Far?" Sue a — 


Dividirt man demnach die Einheit durch S, fo muß, nachdem bes 
reits im Quotienten die beiden Glieder p-Fqx gefunden worden, ber 
Neft durch x? theilbar fein, wenn S eine recurrirende Neihe der zweiten 
Ordnung ift. Wird jener Reſt durch S’x? bezeichnet, wo S’ eineneue Reihe 
von der Form T+T’x+ Tx?... ift, fo haben wir 

1 S’z2 ax? . 

= ptqgx+ — =rtrn + atbı’ folglich 
S’'__« —atbx _,, 
Ss —atbr’ oder — —*»* +qx 

Dividirtman alfo dad Polynom —— das Polynom S’, ſo wird, wenn 8 
eine recurrirende Reihe der zweiten Ordnung ift, ein Quotient von der Form 
p’+g’xz, ohne irgend einen Bo zum Vorſchein fommen. Aus der Gleichung 


= 1 
— 5 





oder, wenn man für a, feinen Werth p/-+q'x ſubſtituirt, 
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p-+tax vo (p+gs)(pi+g’s)+x 
als erzeugender Bruch der Reihe. 
3) Gefchieht der Bedingungsgleihung / sp’ + a’z fein Gemig, 
fo wird unterſucht, ob die gegebene Reihe 8 von der dritten Drdbrum 





— a+-bx+cx? 
ober Sm — —— ſei. Hieraus 
41 __ a +b’x+c’x?+d’x? taxt ax’+ßı? 
s a+bx+cx? —PTPRT rbxıtex2 


Dividirt man mithin die Einheit durch S, fo muß, nachdem Die be 
den Glieder p+gx gefucht worden, man einen Reſt S’x? erhalten, m 
S’ eine Reihe von der Form V+V’x+V”x2...if. Wir haben all 
1_ S’z2 0x2+ x? 
sptar s rtror — folglich 
S _atbxte? __,, , 
Ss’ 7 oa+ßx ren 
Dividirt man daher das Polynom S durch S’, fo findet man, nachden 
die beiden Ölieder p’+q'x gefunden find, den Neft S’x?, wo 8 einenen 
Reihe von der Form ee ... iſt. a 








8 
F *p —E = ’+g’x+ * ‚ woraus 


Ss” SI a 
Iſt mithin S eine recurrirende Neihe der dritten Ordnung, fo mı 
bie Divifion von S’ durch S” einen Duotienten von der Form p’’+-q‘ 
ohne einen Reft geben. Vermittelſt der Gleichungen 
tax Sy’, 8 +g9/x+ Se I _u qꝰx erhält 
pt, Sp- sr gap tg nu 
Cp+g’x)Cp +9”) +x? 
— (Pr )lP + IP Ha I + [Ha HP +g 1x2 
ald erzeugenden Bruch der vorgelegten Reihe. 


4) Aus diefen Betrachtungen ziehen wir folgende, von Lagran 
gegebene Regel: Um zu unterfuchen, ob eine vorliegende Reihe S ei 
recnrrirende fei, dividire man die Einheit durch S, wobei die Divift 
nur fo weit fortgefeßt wird, bis man im Onotienten die zwei Gliet 
von der Form p-+qx und einen Reft S’x? gefunden hat; hierauf divid 





yo 


Mi 


| 
nr 
9* 
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man S durch S’, bis man ebenfalls im Quotienten zu zwei Gliedern 
von ber Form p/+gq’x und einem Reft S’x? gelangt iſt; man dividire 
aledann von Neuem 5’ durch S”, bis man im Quotienten wieber zwei 
Glieder von der Form p’+q”x und den Neft S”x? erhält, u. ſ. f. 
Kommt man durd; diefe wiederholte Operation einmal auf einen folchen 
Duotienten P+Qx ohne einen Reſt, fo ift Die vorgelegte Reihe eine 
recurrirende, und zwar von der Ordnung der legten Divifion; wibrigen- 
falls kehrt das angeführte Verfahren fortwährend wieber. 


5) Es diene ald Beiſpiel die Reife: 
S=1+2x+3x2+3x3+7x74+5x°+15x6+917+31x8+-17x9+63x10+33x!! 


Man hat 4 —=1—2x nebft dem Reft: 
124-313 —x44+9x5—5x6+21x7— 131844519 — 29x10 -93,11,,,—($’x?). 


Ferner ift n —=1—x nebft dem Refte: 
7x2—7x?+21x* —-21x5+49x8.. .—=($”x?). 
A 
7 
Die gegebene Reihe ift Demnach eine recurrirende Reihe der dritten Ord⸗ 
. 1435433 
nung. Für den erzeugenden Bruch bekommt man S= ————— 
deſſen dreigliederige Relationsſcala iſt: —1,+2, + 2. 
Ebenſo findet man, daß die Reihe 


S—=1-+x+x?+2x3+4x446x5+7x5+7x7+7x8+8x9+10x10-12x11 + 13x! 
13x1+13x'74414x15 ,.. 
eine recurrirende Reihe ift, welcher der Erzeugungsbruch 
1—2x-+2x? 
1x4 — txt 


14 
Weiter iſt = ++ ohne einen Reſt. 


entſpricht. 


Note XI zu S, 128. 
Berlegung ber trigonometrifchen Funktionen sinx und cosx in Faktoren. 
1) Man bat 


x2 —* y6 
sin 1x (1-55 +00345 123-4567 1° .) 
—ı(1 ax?) 1-Ps)(1-yr?)...., 
wo ed nur noch baranf anfommt, die Evefficienten a,ß, y... zu beſtimmen. 
11. 8b. 18. Buch. 23 


554 Noten zur böheren Algebra. 





Jeder Werth von x, für welchen sinx verſchwindet, führt zu einem 
Faktor des zweiten Theile. Für ‚jede ganze Zahl n wirb aber sin (nz) 
Null, mithin muß unter den Faktoren unfered angefesten Produktes 
immer einer exiſtiren, welcher für einen jener Werthe von x vers 
ſchwindet. Angenommen alfo, daß für sr der Faftor 1—ax?=0 


werde, fo it a. Für ı=2x werde 1-Ar2=0, mithin 2 Ih 


u. f. fe Werden diefe Werthe in unfere Gleichung fubitituirt, fo 
findet man: 


. x? x2 
sin x=x (1- = )( 1— Zu) 1- 5 )( 1— 25)- ... 
ohne Ende. 
2) man hat ferner: 
x — _ Axt 1-_yy? 
cos x=1— n. * 4 53 2* (1 ar 1x2) 1--yx2).... 
wo ed wiederum gilt, die Coefficienten &, ß,y.... zu finden. Ti 


Werthe von x, für welche cosx verfchwindet, und die in der allgemeinn 
Formel x (4-1), wo für n jede beliebige ganze Zahl geiett 


werden kann, begriffen find, werden fämmtliche Faktoren des Produktes 
beftimmen. Angenommen nämlich), daß für x= 7 der Faktor 1—ox=0 
werde, ſo ik « = 4 ; fir x > werde 1—Px?=0, woraus =; 
uf. w. 

Werden diefe Werthe fubftituirt, fo entſteht: 


on -S-E- 
ohne Ende, 


Ueber die Anwendung der eben gefundenen Faktorenreihen verweiſen 
wir den Lefer auf Leonhard Euler’d Einleitung in die Analyfis des Unend⸗ 
lichen, im erften Bande IX., X. und XI. Kapitel. 


Note TUI zu g. 18%, 


Gummation der Sinus und Eofinus einer Reihe von Bogen, welche ein 
arithmetbifche Brogreffion bilden. 


Es ſei die in arithmetifcher Progreffion ftehende Bogenreihe : 
x, x+b,x+2h,.. , st{n—1)h, 
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wo x und h zwei reelle Größen und n eine beliebige ganze Zahl 
dDarftellen. 


Man hat cosx +cos(x+h) + cos (x+2h).. .. + cos[x+(n—1)h] 
+[ sinx+sin(x+h)+sin (x+2h) ... +sin [(+H(n— Jh] —1 
A, tr 1, Hr (-D, tar. 
Erwägt man nun, daß 
144. = I 
y—i 
fo findet mar, wenn y=e hyr—1 geſetzt wird: 
141 Er, ED arD_, 
err—1 


—1 
nr —1 BEP u: ) Go 8a—3)h vi 6 hr —1 
Er_ hr 1 2sin > vr— F 
Alſo: 


— „er2iYr—1 , Bro-Nhr—1 
el, (<+ah-z)hY—1 





h vi 
2 sin CE 
sin T<tnb— * — sin [*- 3] 
ie ‚“Lo] 08 * 3 =, 
2sin * 


was uns folgende zwei Gleichungen liefert: 


h h 
sin| x+nh —— I—sin 7 
c08x+ IE NGFUEFERFREN EEE Lak u am] 
2 sin — 
2 
_ sinfgcos +5 — + | 
‚und sinx-++- sin (x-+-h)... + sin{x+Ca—1)h] 


> 


— 
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JE - ] _ sin — — — T 


| ..co08 [: 
2 sin-n- ' . sin h 


2 
Für 0 geben diefe Kormeln: 











. nb (n—I)h 
sın 92.08 " 2 
1+c0s h+ c0s2h... + cos (n—1)h =——— , 
' sin — 
2 
sin sin CZ 


sinh+ sin 2h+ ... in (a—1)h= 
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